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I. 

Der  Brocard’sche  Winkel  des  Dreiecks. 


Von 

W.  Fuhrmann. 


Vorbemerkung. 

In  neuester  Zeit  sind  Mathematiker  verschiedener  L&uder  au 
Eigenschaften  des  Dreiecks  gestossen,  welche,  obwol  die  Unter- 
suchungen verschiedene  Ausgangspunkte  batten,  einen  merkwOrdigen 
Zusammenhang  zeigten.  Dieser  Zusammenhang  wurde  durch  einen 
merkwürdigen  Punkt  und  einen  merkwürdigen  Winkel  des  Dreiecks 
hergesteilt. 

Während  der  Punkt  die  3 Namen:  der  Grebe’sche  Punkt,  le 
peint  de  Lemoine,  the  symmedian-point , erhalten  hat,  wird  der 
Winkel  wol  allgemein  nach  dem  Vorschläge  der  Miss  C.  A.  Scott 
(Edncational  Times)  als  der  Brocard’scho  Winkel  bezeichnet  Un- 
zweifelhaft gebahrt  Brocard  das  Verdienst,  die  genauem  Unter- 
suchungen, die  sich  auf  diesen  Winkel  beziehen,  angeregt  zu  haben, 
doch  ist  der  Winkel  schon  von  van  Swinden  (Grondbeginsels  der 
Meetknnde  door  J.  H.  van  Swinden  c.  1816)  angeführt  Derselbe 
bat  nicht  nur  die  Relationen 

cot^  — cot«-f-cot^-j-coty 
und 

_i 1 . . _1  . . 

sin*^  sin*o  ' sin’jj  ' sin*y 

angegeben,  sondern  auch  die  Punkte,  welche  mit  diesem  Winkel  in 
innigem  Zusammenhänge  stehen  und  die  als  Brocard’scho  Punkte 

aitk.  a.  lUUula.  Fhzf.  S.  Eeilia,  T.  VL  1 
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bezeichnet  werden.  Ebenso  giebt  Desboves  in  seinem  Werke;  Qnes- 
tions  de  trigonom^trie  rectiligne  die  Grondrelationen  an.  DieUnter- 
snchnngen  dagegen  ttber  den  Kreis,  der  durch  diese  Punkte  und  den 
vorher  angegebenen  Grebe’schen  Punkt  geht,  rühren  von  Brocard 
her,  weshalb  dieser  Kreis  mit  Recht  als  der  Brocard’sche  bezeichne 
wird. 

Nachdem  Brocard  schon  1880  in  der  Zeitschrift  von  J.  C.  V. 
Hoffmann  für  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unterricht 
einige  merkwürdige  Eigenschaften  dieses  Kreises  angegeben  batte,  ver 
öffentlichto  er  eine  darauf  bezügliche  Abhandlung:  Etnde  d’uii  nou- 
vean  cercle  du  plan  du  triangle  (Association  fran^aise  pour  l’aven- 
cemeut  des  Sciences;  Congres  d’Alger  1881).  Andere  Abbandlnngen. 
die  mehr  oder  weniger  mit  den  Punkten  dieses  Kreises  Zusammen- 
hängen, sind:  Programmabbandlung  von  Kiebl  in  Bromberg:  Zur 
Theorie  der  Transversalen.  1881.  Programmabbandlung  von  Artzt 
in  Recklinghausen:  Untersnehungen  über  ähnliche  Punktreiheu  auf 
den  Seiten  eines  Dreiecks  etc.  1884.  R.  Tncker  in  London:  the 
triplicate  ratio-circle  im  Quartcrly  jourual  of  matberoatics.  1883. 
Denselben  folgten  andere  von  Brocard  und  R Tucker.  Der  letztere 
veröffentlichte  dieselben  in  den  proccedings  of  the  London  mathe- 
matical  society,  während  Brocard  seine  Hauptabhaudlung  noch  in  der 
Association  frangaise  ponr  ravaucement  des  Sciences,  Coiigrös  de 
Ronen  und  eine  andere  im  Journal  de  mathämatiques  spöciales  er- 
schienen Hess.  Kleinere  Sachen  machte  er  noch  in  der  genannten 
Zeitschrift  von  J.  C.  V.  Hoffmann  bekannt  In  derselben  Zeitschrift 
veröffentlichten  noch  mehrere  andere  Männer  in  Gestalt  von  Auf- 
gaben geometrische  Lehrsätze,  welche  sich  an  den  Brocard’scbcn 
Kreis  anschlossen.  Es  waren  dies  ausser  den  schon  genannten  Brocard, 
Artzt  nnd  Kiebl  noch  besonders  Stell  in  Bensheim,  dann  ßöklen  in 
Reutlingen,  Dewulf,  G.  Tarry  in  Algier,  Neuberg  in  Lüttich  und  der 
Unterzeichnete  Verfasser,  wobei  an  der  Lösung  sich  noch  andere 
Männer  (Stegemann  in  Prenzlau,  Emmerich  in  Mühlheim  a.  R., 
Godt  in  Lübeck,  Capelle  in  Überhausen)  beteiligten.  Kleinere  Sachen 
wurden  uoch  in  den  nouvclles  annales  de  math^matiques  von  Le- 
moinc  nnd  Maurice  d’Oeagne  angegeben;  dieselben  bezogen  sich  be- 
sonders auf  den  Gtebe’schen  Punkt  Endlich  ist  uoch  eine  Arbeit 
von  Neuberg  hervorzuheben,  welche  mir  leider  nicht  zugänglich  war. 
Nachdem  derselbe  in  der  belgischen  Zeitschrift  Mathosis  mehrere 
Untersuchungen  Ober  diesen  Gegenstand  veröffentlicht  hatte,  schrieb 
er  in  einer  Zeitschrift,  welche  von  der  königl.  belgischen  Akadcmih 
heransgegeben  wird,  eine  Abhandlung : Mömoire  sur  le  tetra^re.  Ich 
habe  nnr  ersehen  können,  dass  der  Grebo’sche  und  die  Brocard’scheu 
Punkte  hier  eine  grosse  Rolle  spielen. 
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Ohne  behaupten  za  wollen,  dass  alle  Pnblicationen,  die  sich  auf 
diesen  Gegenstand  beziehen,  genannt  sind,  dürften  doch  di^  wesent- 
lichsten genannt  sein,  nnd  diese  Angaben  dürften  die  Mittel  angeben, 
um  diejenigen  Werke  ansfindig  zn  machen,  welche  weitere  Unter- 
snehnngen  darüber  enthalten,  so  dass  ich  hoffen  könnte,  dass  die 
angegebene  Uebersiebt  keine  ganz  überflüssige  Arbeit  ist. 

Diese  Untersnehnngen  bieten  besonders  der  elementaren  Mathe- 
matik interessante  Resultate,  so  dass  ich  glaube,  dass  die  Sammlung 
derselben  auch  in  weiterem  Kreise  Interesse  einflössen  wird.  Da  die  Ab- 
leitung der  Resultate  auf  elementar  trigonometrischem  Wege  die 
leichteste  ist,  so  schien  cs  mir  am  vorteilhaftesten,  die  Eigenschaften, 
die  sich  auf  den  Brocard’schen  Winkel  beziehen,  zunkchst  einheit- 
lich znsammcnznstellen.  Das  Thema  erhält  dadurch  eine  angemessene 
Beschränkung  und  führt  am  leichtesten  in  die  weiter  gebenden  Eigen- 
schaften ein. 

Der  Uebersiebt  halber  teile  ich  die  Eigenschaften  in  2 Teile. 
Der  erste  bezieht  sich  auf  symmetrische  Relationen  zwischen  den 
Winkeln  des  Dreiecks  und  dom  Brocard’schen  Winkel.  Der  2te  giebt 
Längen  und  Grössen  des  Dreiecks,  die  sich  durch  diesen  Winkel 
ausdrfleken  lassen,  sowie  einige  sich  daran  anschliessende  Eigen- 
schaften, also  immer  nnr  solche,  welche  mit  dem  Winkel  in  Verbin- 
dung stehen. 

A.  Relationen  zwischen  den  Winkeln  des  Dreiecks  und  dem 
Brocard’schen  Winkel. 

Erklärung.  Das  Dreieck  werde  mit  ABC  (Fig.  1.)  bezeichnet, 
die  Winkel  mit  a,  ß,  y;  die  Seiten  entsprechend  mit  a,  b,  c.  Fällt 
man  von  einem  Punkte  i'  das  Lot  auf  eine  Seite  a,  so  heisst  der 
Fusspunkt  Pa,  analog  ist  die  Bedeutung  A,  Pc-  Der  Mittelpunkt 
des  amgeschriebenen  Kreises  ist  H,  so  dass  die  Mittelpunkte  der 
Seiten  Ha,  Ht,  H,  sind.  Liegen  mehrere  Punkte  auf  dem  Lote,  so 
erhält  der  einfachste  and  bekannteste  den  Vorzug.  Der  Höhen- 
schnittpunkt  sei  H\  doch  bezeichnen  wir  die  Fns^unkto  der  Höhen 
mit  Aa,  Bt,  Ce.  Der  Schwerpunkt  sei  G,  nud  G'  der  Grebe’scbe 
Punkt.  Bildet  eine  Ecktransversale  mit  einer  Seite  einen  Winkel 
ip , so  bezeichnen  wir  die  durch  dieselbe  Ecke  gehende  Transversale, 
welche  mit  der  andern  Seite  den  Winkel  <p  bildet,  als  Gegentrans- 
versale,  so  dass  also  diese  Transversalen  dieselbe  Winkelbalbirnngs- 
iinio  als  die  Drcieckswinkcl  haben.  Schneiden  sich  3 Ecktrans- 
versaien  in  einem  Punkte,  so  bekanntlich  auch  die  Gogentransver- 
sale.  Diese  so  von  einander  abhängigen  Punkte  nennen  wir  Gegen- 
punkte  in  Bezug  auf  das  Dreieck.  Dass  H und  H'  solche  Punkte 
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Bind,  ist  bekannt,  ebenso  wol  ist  es  nach  von  G nnd  O'  bekannt 
Erkürt  man  den  Grebe’schen  Pnnkt  auch  als  den  Gegenponkt  des 
Scbwerpnnkts,  so  kann  man  daraus  die  Eigenschaft  ableiten,  dass  die 
durch  ihn  gehenden  Ecktransrersalen  durch  die  Pole  der  Gegenseiten 
in  Bezug  auf  den  umgeschriebenen  Kreis  gehen,  nnd  dass  sie  die 
Gegenseiten  nach  dem  Verhältniss  der  Quadrate  der  anliegenden  Seiten 
teilen.  Der  Inhalt  des  Dreiecks  wird  mit  J bezeichnet 


1.  Bestimmt  man  einen  Winkel  9 derartig,  dass  die  Relation 
stattfindet: 

sin(n  — 5-)sin(/}  — S-lsinfy — 9)  = sin’^ 

nnd  trftgt  diesen  Winkel  fortlaufend  in  den  Ecken  an  den  Seiten 
nach  innen  an,  so  werden  sich  diese  Geraden  in  einem  Punkte  schnei- 
den. Solcher  Punkte  giebt  es  2,  da  man  an  jeder  Ecke  den  Winkel 
an  2 Seiten  antragen  kann.  Diese  Schnittpunkte  der  entsprechenden 
Transversalen  werden  die  Brocard’schen  Punkte  genannt,  sie  sollen 
mit  O nnd  O'  bezeichnet  werden.  Die  Punkte  sind  offenbar  Gegen- 
punkte,  denn  es  ist: 


OäB  — OBC  — OCA  — O'AC  = O'BA  = O’CB  = 9. 

2.  Ans  der  Relation  in  1.  folgt  leicht: 

„ l-f-cosocosdcosv  . - , 

cotd^  = — = coto-|-cot^-|-coty  = j-7~ — 

sinasinpsmy  i r i # 4^ 


Bew.  Indem  man  die  Sätze  anwendet,  welche  ein  Product  von 
2 Functionen  Sinns  oder  Cosinus  in  eine  Summe  oder  Differenz  ver- 
wandeln, erhält  man: 

4sin(o— d^)sin(^  — ^)sin(j>  — = sin(2o-f-5^)-|-8in(2^-|-») 

-f  sin(2)>  -|-  d)  — sin  35^ 

Die  Gleichung  in  1.  lautet  also: 

sin(2a-j-d)-f  sin(2/J-f  ^)-l-sin(2y-|-5^)  — sinSd  — 4sin*ff 
Entwickelt  man  die  einzelnen  Glieder  links  nnd  benutzt  die  Formel 


sin  3^  — 3 sin  d — 4 sin*d 

so  folgt: 

(8in2o-j-sin2^-|-*t“2y)co8d-|-(co82o-|-co82^-j-cos2y)8ind^  -38ind  — 0 
oder 

4 sin  asin  ß sin  y cos  9 — 2(sin*o  -j-  8in*/J  -(-  sin*y)  sin  d — 0 

also 
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q.  _ sin^g-f- sin*/}  -|-  sin*y  2(sin*a  sin*/}  -j-  sin*y) 

2 sing  sin/}  sin/  ~ sin3g  -f  sin2/}  -j-Bin2y 

Es  ist  ferner: 

cosfg-f-^-f-/)  — cosgcos/Scos/  — cos  g sin  ^ sin / — sing  cos/}  sin  y 

— sing  sin/} cos/ 

« + /»+r  = 180« 


ist  also 
so  folgt: 

1 +C08  neos  ßcoa  /—  cos  g sin  /}  sin  /-{-  sin  g cos  /}  sin  /-{-  sin  g sin  /}  cos  / 
also: 


Ferner 


1 cos  g cos/}  cos/  , 

singsin/}si¥r~  =“‘*+«>‘^+«<>‘1' 


sin*g4-sin*/}4-gin*/ o*  + 6*+e* 

2singsin^sin/  *”  8r*  sing  sin/}  sin/  ""  id 

3.  Ans  2.  folgt: 


also 

oder 

ebenso 


cotfr— cotg  •—  cot/}-{-cot/ 

sin(g  — sin  (/}+/) 

singsind  sin^sin/ 


sin*g 


sin  (g  — d)  _ sin*g 

sind  sin/}sin/  singsin/}sin/ 

sin(/}— d)  sin*^  sin*/} 


sind  sin/ sing  ““  singsin/}sin/ 

sin(/ — d) sin*/  sin*/ 

sind  sing  sin /}  ™ sing sin^ sin/ 

Es  ist  also: 

sin  (g — d) : sin  (/}  — d) : sin  (/  — d)  — sin*g : sin*/} : sin*/ 
4.  Erhebt  man  die  Gleicbnng: 

cotd  — cotg-|-cot/}-{-cot/ 
in’s  Qnadrat  nnd  addirt  1,  so  findet  man : 

1 + cot*d  = cot*g  -|-  cot*ß  -f-  cot*y-f-  3 
cot^cot/-f*cot/cotg-|- cotg  cot/}  — 1 
-1 ^ ^ . J_ 

sin*d  sin*g  ' sin*/}  ~ sin*/ 


da 

ist-,  also  anch: 
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5.  Aach  durch  die  halben  Winkel  laset  eich  cot^  elegant  ans- 
drflcken.  £e  ist 


4cot^  ~ cot^cot|cot^  + cot^tg  f tg^cot^tg^ 


Bew.  1.  £8  ist 


a 8 y 


also 


2cotg»  — cot|  - tg  I 


4(cot«+cot<J+cot)')  = cot  ^ + cot  I + cot  ^ + ^cot  ^ — <8  f — ‘g 
+ (cot|  - tg  ? - tg  ?)  + (cot^ -tg  ? - tg  I) 


Ferner 


also 


cot  ^ + cot  ^4- cot  I = C50t|  . cot|-  cot| 

« ß V a ß y 

COtj-tgg-tg^-COtg.tgg.tgg 


.y  1 ._y 

• \A)l  2 • - 

.ß  *_y  1 „.y 


4(cot o 4-  cot /J  4-coty)-  cot ^ • cot ^ . cot  1 4-  cot  ^ . tg  ^ . tg ^ 


4-cot2.tg2.tg|4-cot^.tg2.tg2 


Bew.  2. 


4 4-  4 cos  « cos  /}  cos  )*  = (1 4-  cos  o)  (1 4-  cos  /} ) (1 4-  cos  y) 

4-  (1 4-  coso)  (1  — cos  ß)(l  — cosy)  4-  (1  — cos  o)  (1 4-  cos  /J)  (1  — cos  y) 
4*  (1  — cos  b)  (1  — cos  /J)  (1 4-  cos  y) 


Dividirt  man  dnrcb  sin  a sin sin  y,  so  erhält  man  die  Formel 


sin’a  sin*^  sin^ 

sin’a  sin’/S  sin^y 

6.  COtd^  = 

cosB  cosß  cosy 

sinn  sin^  siny 

‘ 1 11'! 

1 11 

Bew.  Die  erste  Determinante  kann  dargestellt  werden  durch 
.£sin*<<cos  — sin^^cosB,  die  2te  durch  £sin’asin/3  — sin*^sina, 
wo  das  Zeichen  £ bedeuten  soll,  dass  die  andern  Glieder  dadurch 
gebildet  werden,  indem  /}  für  a,  y fOr  /},  a fttr  y gesetzt  und  so 
fortgeschritten  wird,  bis  man  zum  ersten  Gliede  znrttckkehrt 
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8in*oco8/I — Bin*jJco8ct  — giD«co8/3(l  — cos*o)  — Bin^coBo(l — cob*^) 

— 8in  o cos  /} — C08  o 8in  /}  — C08  a C08  (sin  s C08  n — Bin  ß cob  ß) 

— sin(a  — ^){1  — cos  B COB  ^ COB  (a -)-/})} 

— sin(a  — ^)(l-|-cosacos^cos/) 

sin^o  sin  — sin*^  sin  o = sino  sin  ß (sin’a  — sin*^) 

— sinasin^Bin(a-|-/})  sin  («  — /}) 

— 8in(a— /SisinaBin^siny 


also 


sin^acoB^—  sin*/? cos  c l-)-coB(<cos/}co8y 

sin*o8in(S  — sin*^  sino  “ sinosin^sinr  “ cot<^ 


Da,  wenn 


/- 


g+y+» 


X y X 

- = - — - auch  , . _ 

*1  yi  *1  »i+yi+*j  *i 


ist,  so  folgt  darans  der  Satz. 

7.  Wir  wollen  einfUhren: 


sin*o-|-8in*|8-f-8in*y  = **, 

sin’^sin*/'+sin*j»8in*o-f  sin*o8in*^  — t* 
sino.  sin/},  sin)'  — ft 

Dann  folgt  ans  der  Gleichung  in  4. 


sin**’  = 


i*’ 


sin  5^  = ^ 


BO  dass  * stets  spitz  ist.  Also 

Bin*  ft  ^ 

tg*  4 * 2fi 


COB* 


und 

Da  anch 


24 

24cos^  — 2ficot* 


cos**  — 


4*— ft* 


Jst,  BO  folgt  noch 
also 


44*  — 4ft*  — X« 

8in*o-f*sin*^+8in*/'  — 24*— 4ft*  — 2(4*-  2ft*) 
8.  Ans  den  Formeln  in  7.  folgt  noch  leicht 


sin  2* 


X*ft 
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»Iso 

cot  2# 


COS  2^ 


i*— 2m* 
i* 


— 2m* 8in*a-4-sin*^-f-sio*y 

»*M  2gin«8in/*8lD)'(8in*a4-  sin’/J  4*8111*7) 


9. 


£- 


8m  a 


8in(a  — d) 


8in*<7 


also 


81°  ° Bin^  gin  y m 1 

■ »in(o — 2^)  Binogin^“  sin^ ' sin*a 


8inc 1 _i L_i_/  _t 

m(o  — B)  sin^  |sin*a  ' gin*^~^  gin’yi  ""  gin*^ 


Bio(a 

gina  -wo« 


„ 8in(«— #) 

06W.  — TTT“ — = cos  9 — cota  gin5' 


also 


sma 


„ gln(o — 

^ — = 3cos5^— cotösm*  = 2cos9 

olQ  O 


11.  .£8ina8in(a  -^) 


2m  CQg  2^ 

sin^ 


Bew.  8iQaBiD(ii  - d)  — gin*aco8^ — gin a cos a sin 9- 
also 

.r»inoBin(oi  — <i)  ~ **co8^  — ^^(8m2a-f-gin2jS4-gin27) 

— x*cosd  — 2M8ind 
•=•  2mcoU^co8&— 2MBin^ 

^ 2m  CQg  2& 
sind 


1 2 £ »in«  l(l-f-4cog*d) 

8in(o+d)  **  — Bin*d 


Bew. 


da 

Somit 


8in(cf  "f“ 

sind 


2tt 

' cogd-}-coto8ind  — ^4-  ^cot« 

sin*o4-  sin*/J  4*8in*y  4"  2cos  o gin  ß sin  y 
21 

»in*/J4-  8in*y 
1 


Bin*«  — sin*^ 4*  8in*y  — 2sin ß sinycos  o ist 
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and 


sing  A 

8in(a>{-^)  “ 8in'/^4- >ioV 


j;  »in“ A(»in»g  + ein»/? + gin»y4-  3A*) 

(8in*|J  -f-  »inV)  (»ia*y + 8in*a)  (ain*a  + än*fl) 

“ «*i*.-^* 

_ ^*(3+2 C08  2«)  A(1 4- 4co8*d) 


13. 


8in(g4-^) 

sing 


— 4 coi^ 


14.  ^8ingsiii(g4-^)  ” 

Bew.  8iDg8io(g-{-9)  = 8in»gco8^-f*»ingcoBg8ind' 


XaingsiD(g-f-^)  — **C08^4-2#t8in<^ 

«“  2ficot^co8^4-2it  8in^  = — — . 

sm 

15  £ co8(g  — &)  l-j-2sin*ll 

8iog  “ 8in^ 


_ C08(g  — &)  „ . 

n«w.  — — — C0tgc08v-}~»in^ 

also 

16  T <=<>»(“+ ^)  gcoay^ 

liDg  “ sin2l^ 

„ coa(g-f-^) 

— s^r:; — “ cotgcos^— An® 

1100 

lUO 

nng  Bin® 

2coB®(coi*®— 3ain*®) 

””  sin2® 

Ebenso  nbznleiten  ist: 

17.  J?Bingco8(g— ®)  »-■  4(icos® 

18.  XBingcos(g-|-®)  — 0 
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19.  Zc08«rC08(a-  - 3C0i^— 

Sin  9 

20.  £cotaco8(a4-»)  ^ 3cos9 ^ 

sin^ 


Ist  A eine  pontlve  odCT  negstive  ganze 


21. 


z.  B. 


sino  ' 8in^ 

: sin(a  + 2»)  , sm3»  ... 

• ~iiiä 2cos2^+-^^  = 1+4  cos  2» 


^sin(g— 2») 
sinn 


= 2cos2^  — 1 


cos  3^ 
cos^ 


22.  £ co«<°+^») 

sin  a 


cos(A+ 1)^ 
sin# 


— 2 sin  A9 


23  £ — Bin(y-^) 

sin  ^ sin}' 


Bcw. 


also 


sin(^  — #)  gin(y  — 9) 
sinßsiny 


— cos’^+cot^cotysin*# — 


sin’asin^cosO 
sin  a sinßsiny 


_ sin(^  — 9)  sin(y  — ä') 

■*  sin^sin’y 3co8*^+sin*#  — 2cot^Bin^cos#  -«  1 

24  £ “°(/^+^)8in(y+^) 
sinjSsiny 

— 3co8*5^+8in’3^+2cot^sindco80  = l+4co8*d 

2g  ^ co8(^-#)co8(y-»)  _ g 
sin  /}  sin  y ” 

26  £ co80^+^)cog(y+^)  _ cos  3» 

sin/Ssiny  “ cosd^ 

Diese  Beweise  sind  ganz  anaiog  den  vorigen. 

27.  icog«co8(/V  — #)cos(y — &)  = 3co8  5-(cosocos^co8ycos^ 

+ sin  a sin  ^ sin  y sin  9) 

Bew.  cosaco8(/J  — #)cos(y  -^)  “ cos  « cos /J  cos  y cos*# 

+ cos  a sin  jS  sin  y sin*5^  + cos  a sin  o cos  ^ sin  ^ 

Es  ist  aber 
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^ ^CO0a8ill/?Bill/ l-4-C08aC08/9c08y  = ^COt^ 

Xcosaco8(/l— 9)co8(}f — >)  =.  Scosacos^cosycos’^-l-SftcoB^sm^ 

Es  macht  keine  Schwierigkeiten,  auf  analoge  Weise  folgende 
Relationen  zn  beweisen. 


28.  21C08aC0S(^-{-d)C08()'-f-^) 

= cos^CScosacoB/JcosxGOS^— iusin9) 


sin(/}— 0)8in()'  — 


2ftcos^ 

sinV^ 


30.  £ sin*(«  — 9)  — 3sin  V + 


Zcos*(o-fr)  = 3co8*i^- 

sind- 


31.  Xsin*(o-4-d)  — 3sin*8^-{-2^cotd 
Zcos*(o4-d)  = 3cos*d — 2fICOtd 

32.  8in(a4-  »)sin(iJ  -f  3j  sin(y  -f-  d)  =■  2ft  cos  » — sin*d 

” 8ind(a*  — sin*d) 

33.  cos(«  — d)  co8(/J  — d)  C08(y  - d)  — — cos*d 


34. 


36. 


cos(o  -|-  d)  cos(|J  4-  cos(y  d) 

= cosaco8/}cos)>co8*d — Bin«Bin/}sinyBin*d 

■=  — oos*d4-  (cos*«^  — sin*d) 


ftcos2d 

V-  — COB»d 


sind 


^8in»«sin(«-d)  - 


36.  Xsin*asin(a-f'd) 


2fI*C08d 

8in*d 


— 3fi  sind 


Bew.  sin*«sin(a  — d)  _ sin^wcosd  — 8in*ncoBasind 

also 


^sin*ff  siB(« — d)  = cosd(8in^a4-6in*/}-|~Bio*y) 
— sin  &£  sin*«  cos  « 

Es  ist  aber: 
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sin*o-f-*in*/J+ = 2f»**cot2#  — 4fi*cot2®'cot^; 

— sin*a  cos  o — sin*o  cos(^ + y)  •“  *•“*“  ©o®  ßcoay—  sin*«  sin  ^ sin  / 

— sinacos/Jcos)'  — sinacosacos^cosy—  sinasin^sinysin’a 

also 

— Xsin’ocosa  — fl  — 2ficosocos|}cos)' — fi»’ 

— 3f<  — 2fi(l4-cos«cos/3cosy)  — fl»* 

= 3ft  — 2fi»*  “ 3ft  — 4fi*cot^ 

Somit 

iPBin*asin(ci--^)  = 4fi*(cot2©cotd^cos^  — cos^)4-3fisin»i 

r s¥»^n2^  * ^ ~ sin  » 1+  3f»  sin  ff 

■“  i^“®3»+3fisinff 


Der  folgende  Satz  bedarf  znm  Beweise  nnr  einer  kleinen  Ver- 
ändernng.  Man  erhält  zunächst 


4fi*cos8’ 

Bind^sin2^ 


{ cos  2ff  cos  sin  2*  sin  ® I — 3fi  sin  9 


_ 2fi*cos^ 
sin*ff 


3fiBin3 


Leicht  ergeben  sich  ferner  noch  folgende  Relationen: 

37.  Xsinosin^o+^^  “ iisin*«  + iy3Xsin2o 

2ficos(^  — 

-.ficot^+V3fi=  ^1^^^ ‘ 


38.  £ cos  c sin  (g+  ?)  = i V3  — (3 

39.  sin^o  + ^jsin^^  + I^^Bin^y  + l^ - 


sin  ff 
-JV3 


/» 

40.  8in(«  -f  )«in(/»-f)8in(y-=)-  tV3-— 

2f.sin(j-ff) 


41.  J^sinocoB 


(»+-)-- 


sin  ff 
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42.  J?  sin  a cos 


(*-a-)  = 


2(4 


sind 


43.  coi^«r-f- j^cos^/J+|jco8^y-f  - 

44.  coB  («  - J)  cos  (ß  ~ fj  cos  (y  - J)  ■ 


(4  cos 


(®+0 


sind' 

(4C08 


siD^ 


-4 


45.  Die  Schwerlinieu  eines  Dreiecks  seien  («,  4,  <<  und 
die  Winkel  eines  Dreiecks,  dessen  Seiten  <a,  4,  4 sind,  seien 
Xo-  Man  findet  dann: 


et  ist  ferner: 


a*  = J(tj*  -fte*  -j-  24  4 cos  o,) 


also 

oder  da 
and 

so  ist 
oder 

Ferner 


also 

and 

oder 

ebenso 

also 


444sini>o  ->  •-  Siesina 
9a*  = 4(4*-|-4*)-}-6iccotoQSinn 
44*+44*  - 4a*+i*+c* 
icsina  = 

5a*  = i*-|-c*-|'124fcotoQ 

6a*  = a*-f-4*+c’4-12/fcotao 

a*  — 4*  -}-  e*  — 24c  COS  o 
2a*  ” a*-|-4*-j-  c*  — idcoia 
— 44#(cot  d — cot  a) 

6a*  = 12J(cot^  — COta)  — 44^(cot94-3cotOo) 
Scotfi  — 3cot  o — cot^-{-3cotao 
2cot#  = 3(cota-|-cotag) 

2cot^  = 3(cot^-f'COt/}]) 

2cottt  — S(coty+cotxo) 

6cot3-  — 3cot^-{-3(cotot-f~cot^o-f~ 


so  dass  anch 

cotog-l-cot/Ig-l-cof/o  “ 

Das  Dreieck,  dessen  Seiten  die  Schwerlinien  eines  andern  Drei- 
ecks sind,  bat  mit  diesem  denselben  Brocard’schen  Winkel. 
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B.  BeBtimmnng  der  Längen  von  Linien  im  Dreieck  nnd  damit 
zusammenhängende  Eigenschaften  des  Dreiecks. 

1.  Ans  Dreieck  ABC  folgt  leicht 

csinQ?  — 2rsinysin'(ff  — A) 

sin  ^ “ sin  ß 

Mit  Benntzang  der  Gleichnngen  in  A.  N.  3.  findet  man 

2rsin0sinA  ..  . 2rBinysin^ 

AO  ^ f , ähnlich  AO'= ! 

aairs  a«  ' asn 

Ebenso 


sm« 


sina 


BO 


CO 


2rsin  y sind- 
sinjS 

2rsinasin^ 


siny 


BO'> 


CO'- 


2rsino  sin^ 
sin  4 

2rsinj)  sin^ 
siny 


Hieraus  folgt  noch: 
BO.CO'  • 

AO.AO'  — 
BO.  BO'  — 
CO.  CO'  — 


= CO  AO-  — AO.  BO'  — 4r*sin*» 

4r’  sin  ^ sin  y sin*^ 4r*  sin*5- 

sin(a— 9; 


sin(^— 
4r*  sin*^ 


sin(y— #) 

AO. BO.CO  - AO'./JO'.CO'-  8r*sin»^ 


AO.  A0'sino-f-J30.J30'sinjS  + CO.  CO' sin  y->4rV  - 2A 


CO 

sin(a  — &) 

BO' 

sin(a  — it) 

AO  ” 

sin^ 

AO'  “ 

sin^ 

AO 
BO  ■“ 

sin(jJ  — if) 
sin^  ’ 

CO' 
BO“  “ 

sin(^  — 
sind-  ’ 

BO 

CO  “ 

sin(y-  • A) 
sin^ 

AO' 

CO  ~~ 

sinfy—  A) 
sinA 

BO'.CO  — 4r*sin5-sin(a  — ö), 
CO'.AO  - 4r*sin^sin(^— O), 
AO'.BO=  4r*sin^sin(y  — ^). 

2.  Ans  dem  Dreieck  AOO'  erhält  man: 


OO'* 

setzt  man 


4r*sin*ir,  . , . , 

— ^^-(sin»/J  + sin*y- 


2 sin  ß sin  y cos(a  — 2A) ) 
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cos(o— 29-)  — C08a-{-28in9sin(a  — ^) 
so  wird  die  Gleichunf; 


OO* 


4r*siu*9 

■^ji^“(siii’p^8in’y-  28iD|isiD)«0Ba— 48inp8in)^ind^sin(a— fr)) 


4r^siii*9 

= — (sin*o--48in^8inysin9sin'a— 9)) 


= 4r*sin«9  8infl3in(«-9)) 

= 4r*8in*»(l— 48in*9) 


3.  Es  mögen  sieh  nun  BO  and  CO*  in  A',  CO  und  ^O'  in  B\ 
AO  and  BO'  in  C schneiden,  dann  bezeichnet  man  A'B'C  als  das 
Brocard’sche  Dreieck.  Ans  der  Construction  folgt: 

^ BOC  = CO'A  = 180»— y,  COA  — AO' B = 180«— o 
AOB  = BOC  =■  180»— |J 


Wir  nehmen  der  prftcisen  Vorstellang  halber  ein  spitzwinkliges  Drei- 
eck o > ^ 60»  > y an). 

Dann  ist  B' OA’  = B'O' A‘  = y,  also  liegen  A'B’OO'  anf  einem 
Kreise,  von  dem  sich  ebenso  beweisen  lässt,  dass  er  dnrch  C gebt 

Der  durch  A'B’C  bestimmte  Kreis,  welcher  als  Brocard’scber 
bezeichnet  wird,  geht  also  durch  die  Punkte  O und  &.  Da  die 
Winkel  des  Dreiecks  a,  ß,  y sind,  so  ist  es  ABC  ähnlich.  Ferner 
weil  HC  senkr.  anf  AB  and  HA'  senkr.  auf  BC,  A'HC'  = 
A'B'C  = ß,  also  geht  derselbe  Kreis  auch  durch  H. 

4.  HA'O  = 9(y>  —9,  ebenso  HB' O' = 9(fi  - 9 , da  Uber  HO 
und  HO'  gleiche  Winkel  im  Kreise  von  Brocard  gespannt  sind,  so 
ist  HO  = HO".  Auch  ist  OHO'  — 29. 


Dies  lässt  sich  auch  durch  directe  Berechnung  finden.  Aus 
AHO  findet  man: 


also 


HO*  = AO*-{-r*—2rAOc08{HAO) 
^HAO  — n-9  — 90»-f /J  = 90»-y  — 9 


HO*  — 


4r*  sin*^sin*9 
sin"« 


4-r*- 


4r*  sin  ^in  9 sin(y-{-9) 
sina 


r* 

= |4sin*/}sin*9-|-8in'a  — dsin^sinnsiuy  sin9cos9 

— 4sinasin/f  cosysin*9| 
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>'HAriKann:  Dtr  Bneardtäch»  Wioktl  dtt  Drmrkt. 


Setzt  man  nun: 

sinacoB}'  — sin/} — cogasiny 

IO  wird 

r» 

JfO*—  I sin*«  — 4 Bin  J3  lin  y lin  ^gin(a  — j 

— r*(l— 4gin*Ä) 


Berechnet  man  HO'  ebenso,  so  findet  sich: 
HO  * - r*(l  — 4sin*») 


5.  Die  Ecktransrersalen,  welche  die  Gegenseiten  nach  dem  Ver- 
hältniss  der  Quadrate  der  anstossenden  Seiten  teilen , sind  zugleich 
Gegentraniversalen  der  Schwerlinien  und  schneiden  sich  im  Grebe’- 
schen  Punkte  G‘.  Wir  bezeichnen  diese  Ecktransversalen  mit  AO,“ 
BOf‘,  CG^‘.  Denkt  man  sich  nun  Dreieck  AGa'C  durch  BQf' 
geschnitten  nnd  wendet  den  Satz  des  Menelans  an,  so  folgt: 


G'ö.':  AG,'  - o*:  f 

also 

AG“.  AG,'  - (A*  + c*>  : (a* + 614.(1) 

Daraus  folgt: 


ferner 

also 

nnd 


ABG'i  ABG,'..^  {6*  + c*)  : (a*+A*  + c*) 
ABG,‘ : ABC  — c»  ; (ji  + ci) 

ABG' : ABC  — e*  : (o»  + ii  + e*) 

ABG‘  - = 4 tg^ 


Ferner  ist  auch: 


also 

oder 


ABG'  = 


e.G'G,' 

2 


2c.G'G,'=  e»tg» 


G'G,‘  — I tg<>  = rsin  y tg 

ebenso: 

G'G,'  •»  rsinatg^, 
~ rsin^tgd 


Es  folgt  aber  aus  BA'H,  sofort: 


ebenso 


A'H,  — rsinatg^, 
B'Ht  — rsin/3tg» 

O'He  — rsinytgd- 
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Dann«  folgt:  Zieht  man  darch  die  Ecken  A\  B',  C des  Bro- 
card’scben  Dreiecks  die  Parallelen  zn  den  entsprechenden  Seiten  des 
orsprflnglichen  Dreiecks,  so  schneiden  sich  dieselben  im  Grebe’schen 
Punkte  O'. 

6.  Nach  Nr.  5.  ist  ^ HA’ G'  ein  rechter  Winkel,  also  geht  der 
aber  HG’  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  durch  A'-,  ebenso 
geht  er  durch  B’  und  durch  C’,  und  dieser  Kreis  ist  also  der  Bro- 
card’sche,  von  dem  wir  jetzt  7 Punkte  haben.  Da  HG’  ein  Durch- 
messer ist,  und  H von  O und  O"  gleich  weit  entfernt  ist,  so  auch 
G’.  Ist  dann  S der  Mittelpunkt  von  00',  so  liegen  also  HSG' 
auf  einer  Geraden.  Es  ist  ferner,  da 

OHO’  - 
also 

OHS  — 5-  ist, 

HS  = HO  cos  = rcos^Vl  — 4siii*i^ 

G’O  = HOig^  =»  rtg3^yr^4siu»9 

G’S  = G'Osin»  ■=  f Vl  — 4sin*& 


hg'  =•  r ^cos  » ) yi  - 4 siu^& 

= r yn-Tt^ 


ryi  — 4sin*& 
cos  9 


also  erhalt  man  fOr  den  Radius  n des  Brocard’schen  Kreises 


n = ^yi-3tg*» 

7.  Man  falle  von  A’  die  Lote  auf  die  Seiten,  nämlich  A’Ha, 
A'As,  A‘Ae’\  dann  ist: 

A’Ha  : A'A},’  ■=  sind^ : sin(y  — 3-), 

A'Ha  : A’ Ae  = sind  : sin  (ff  — 

also 

A’A>!  : A' Ae  - sin(y-  3) : sin(/J  - 3)  = : s\n{y-») 

_1  . Jl 

sin*  jS  "sin*  y’ 

Es  teilt  also  AA’  den  Winkel  a so,  dass  sich  die  Sinns  der  Teile 
nmgekebrt  wie  die  Kuben  der  anstossenden  Seiten  verhalten.  Analog 
werden  BB’  und  CC’  die  Winkel  ß und  y teilen,  so  dass  sich  AA’, 
BB“,  CC'  in  einem  Punkte  D schneiden,  dessen  Entfernungen  von 

Arek.  1.  Ibth.  b.  Fh;«.  a U«Uie,  T.  VL  S 
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/'uArmann;  D*r  Brocar(f$eht  Winkt I dit  Dreieckt. 


den  Seiten  sich  umgekehrt  wie  die  Kuben  derselben  verhalten.  Wir 
schreiben  dies  Resultat  in  der  Form: 


DDa  : DDb  : DDe 


” sin*o " sin*^ ' sin*y 

1 1.1 


sin(a  — 5-)  sin(0  — ' sin(y  — #) 

Hieraus  lassen  sich  diese  Langen  leicht  berechnen.  Es  ist  nämlich 
aDDa+bDDi-\-eDnc  - 


also: 


/ sino  sind  , siny  \ . 


wo  X noch  ein  unbestimmter  Factor  ist,  es  ist  aber 

^ sina  _ j» 
sin(a  — tf)  s 

also 


sin(a  — tf)  sin*ö 


somit 

also 


sin»»  ” 

X = 2rsin»» 


2rsin*» 


DIh 


2rsin*» 

^ dv  DD,  < 


2rsin*» 


(sin(a-»)’  ~ sin(d  — »)’  “ sin(y  — ») 


8.  Es  schneide  AD  die  Seite  a in  Da,  BD  die  Seite  & in  D^, 
CD  die  Seite  C in  Dy.  Es  ist  dann 


ferner  auch 


Dreieck  ABD,  : ADaC  B Da  : DaC 


ABDa  : ADaC  = ct,m{.BAD)  : &sin(D.i4C’) 
c b 11 


also 


e»  ■ i»  c»  ■ 6« 

BDa  ’ DaC  *=  * ri 

c*  b‘ 


Da  teilt  also  BC  nach  dom  umgekehrten  Yerhaltniss  der  Quadrate 
der  anstossenden  Seiten,  während  Ga'  dieselbe  Seite  nach  dem  Ver- 
hältniss  der  Quadrate  teilt;  daher  ist 


also 


BGa'  - DaC,  Ga'C  — BDa 


Oa'Da 


^ S * 1 • 


4*-c* 


sinasinCd  — /) 

sin^-^*'“*/ 


•V 
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Es  rerh&lt  sich  ferner: 

G'A'  ; Ga'Da  = (i*+c*;  : (o*-|-Ä»-{-c*) 

also 

, a(b*  — e*)  a(b*  — c*)  2rgin*a8in(^ — y) 

r Bin(a  — &)  8in(^  — y) 

” sinacos^ 

Analog: 

_ rsinjß  -^)gin(n  — y) 

” sin  ß cos  9 

G'c'  = 

sin  ysind' 


9.  Bcrcchnnngeu  von  AD,  = r«,  liDß  =-  t4,  CD-,  = tc 
Da  Dreieck  AD,C  leicht: 


t *t  _L  2^<?*cosy 

b*(b*  4"  <^)*  "I"  — 2abe*ib*  e*)  COS  y 

(i*  + c*)‘ 

6*  -f-  2b*e*  -|-  —2b*  CU?  cos  y — 2 abcA  COS  y 

(P4^c®)*“ 

i®  -f"  2b*c^(b  — a COS  y)  4-c®(4=*  -\-a?  — 2a  COS  y) 

- (PhR? 


Es  ist  aber 


also  erhalten  wir: 


b — a cos  y + c cos  a, 
i*  -j“®*  — 2o6cos  y — c® 


6®  -j-  c*  4-  2A*c*  cos  o 


4r* 


(i*4-c*)* 

[ sin®/>4~®i“*)'4'2sin®/Jsin*yco8  o| 


(sin*jJ  4"  siPy)^ 

Es  ist  ferner: 

sin®/J  4*  ®'“*y  ” (sin*/J4'®*“*)')’~3sin*jJsin?y(8in*^4"®*o*)') 
Nach  Nr.  12.  in  A.  ist 

sin(o  4RU  t*  sin(g  4~^) 


8in*^4"®*P)' 


sino 


sin«  sin  ^ 


also 
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8in*j3  8in*y®>D*(®  3 8in*j7  Bin*y  sin  a -J- 

8in«^  + Bin«y ^ 

also 

i=  l8in*(o  4-  8-)  — 3sin*«^sin(<»  + ^)  + 2co8asin’d| 

Es  ist  dann; 

8in*{o+3^)— 38in*98in(a-|-^)+2co8o8in*»— sin(o4*^){8in*(o  I S^)— sin*dj 

— 28in*0(8in(«-(-tf) — cosnsin^) 

= Bino|8in(o+8^)8in(o+25^)— 8in^in28^| 

— 8in*osin(o-|-3^) 


Dies  giebt 

„ 4r*sin*a8in/*siny  . , , 

oder 

sin^siny  sin*a 

sin  9 sin{a  — 9) 

gesetzt. 

^ 4r*8in‘osin(tt  + 3i^) 

“ sin*(a4-it)8in(a— 

2r8ln*oysin(n-|-3d^)8in(o  — ö) 

*“  “ sin(«  + tt^)siu(a— 8-) 

10.  Um  AD  zu  finden,  betrachten  wir  Dreieck  ACD,,  weiches 
durch  BDß  geschnitten  wird.  Wir  finden 

AD  a*4*-|-a*c* 

DDa  “ 

aIbo 

AD  _ o*(i*  + P) siPaisiPp  + sin^y) 

ADm  4*c*4'PP“l"“**' 

sin*a  sin(a  + 9)  sin  ß sin  y sin*a  8in(c-|-^) 

“ i*  sin  9 1*  sin(a  — 9) 

8in(c4-»)  sin» 

” sin  /J  sin  y 

sin(«+5')  sin(c  — 9) 

“ sin*  o 

also 
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BD  = 2r  l/sin(/?+3^)  8in(/J  - fr) 

CD  2r  ysin(/-|-3fr)8in(y  — fr) 

Wir  merken  endlich  noch: 

DDu  sin*fr 
ADa  ”*  sin*o 

11.  Indem  wir  die  Flächeninhalte  der  Dreiecke  ABDa  nnd 
AA'Da  vergleichen,  finden  wir  die  Proportion: 

An  . A'n  g^inff  28in^sin}'  28ino8infr 
Ä^'8infr  8inatgfr  8in(a  — fr)tgfr 
2ainacoBfr 
“ sin(o — fr) 

al80 

AA'  28innco8fr — 8in(n — fr)  8in(o-{-fr) 

ADa  2sinoco8fr  2Bina  cosfr  ’ 

4 A'  — I / g»n(g+3fr)  r sinn  y8in(a-|-3fr)sina— fr) 

“■  cosfr  r 8in(g-fr)  “ C08frsin(o  -fr) 
nnd 

AA'  Bin(a-|-fr) 

A'Da  sin(a  — fr) 

Ferner  ist 

A'D-AD-AA’-  rV.-UU^,.UA.-e,  js  - ) 

12.  Berechnung  von  Dff. 

Es  ist  A‘ H = A' Ba  — HHa  "■  rsinotgfr — rcosa 

rcos(g-f-fr) , 

cosfr  * 

DH*  - A'H^-A•Iß-2A•H.  A‘Dcm{A’H,  A'D) 

^^A'H,A‘D)^^  -?»^i°g«i°yBi°(g+^)BiB(g-fr) 

AD,  2rBin*ttygiB(B-}.^)8in(«— fr) 

Binfrain(e-)-fr) 

y sin(»4-3^)  8in(o— fr) 

also 
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Fuhrmann',  Der  Brocarttsche  Winkel  de$  Dreittke. 


Tjfii  — 1 ~ 2^)  sin(o  + 35^) 

co8*i^  co8*5^in(o— 

. 2r*co8(n-|-fr)8iii(o— 28-)8in^8in(«-|-^) 

^ co8*#8in(o— 9^) 

“ co8^»8in(g  -9) !co8V+9)8in(oi-i^)+8in*(a-2»)8in(a-|-39) 
4-2cos(o-f^)8in(o— 25-)8in^in(o-|-^)l 

Nan  ist 


8in*(o  — 25^)  8in(o  -f  3^)  + sin(o  — 29)  sin  9 8ia(2a  -j-  29) 

— 8in(o  — 29)  ] 8in(o  — 29)  8in(  o -(-  39)  -j-  sin(2a  -j-  29)sin9  j 
= 8in(a  — 29)siD(a — 9)8in(o+49) 


al80 


DH^  ” cös^^  cos*(or-f'  9)  +8in(o  — 29)  8in(o  -f  49)  | 

= ^^{1+co8(2«  + 29)+co8  69-c08(2«  + 29)1 

r»C08839 

C08*9 


DH  - 


r C08  39 
COS  9 


- r(l-  48in«9) 


13.  Es  ist: 


00a  = BO  sin  9 

0'0a'=  BO'sin(/S— 9) 


2r  siny  8in*9 


also 


sin^ 

2r  sin  « sin  9 sin(^— 9) 
sin/3 


2r  sin  9 

OOo  + 0‘Oo'==  |8inysin9-j-8infirsin/3eo89  — 8inoco8(3sin9j 

= 2r  sin  9j  sin  a cos  9 4- cosasin  9 1 
— 2r8in9sin(o4-9) 


somit  erhalten  wir  für  den  Mittelpunkt  S von  00': 

SSa  — r8in98in(o4-9), 

SSb  — sin9sin(^-|-9), 

SS,  “ r sin  9 sin  (y  4- 9) 

SS,: SSt:  SS,  ■=*  8in(o4“9):sin(^4”^)*8in(y4*^) 
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14.  Es  ist 

DDa  + 2SS.  - 2rsin»  { "•“(«+ «^)} 
2r  sin^  sin*o 


sin(o  — 9) 


2r8in^siny  ~ AAa 


Teilt  man  nnn  8D  nach  dem  Yerhältniss  1 : 2 und  fällt  vom  Teil- 
pnnkte  das  Lot  auf  a,  so  findet  man  fflr  dasselbe 


Ebenso 


ÖDo+2SSo  2 . _ . AA, 
g- =grsin/J8in)'  — — ^ 

DDh+  2SSt  BBi 
3 “3 


DZ?e  + 2S&  CCe 
3 “3 

Dieser  Pankt  bat  also  von  den  Seiten  dieselben  Abst&nde  als  der 
Schwerpunkt  G des  Dreiecks.  Somit  ist  der  Scbwerponkt  des  Drei- 
ecks socb  der  des  Dreiecks  DOO“. 

15.  Fällt  man  von  C das  Lot  auf  A‘B'  und  von  A anf  B'C, 
so  müssen  diese  Lote  den  Winkel  ß einscbliossen , woraus  leicht 
folgt,  dass  sie  sich  auf  dem  umschriebenen  Kreise  schneiden  müssen. 
Auch  folgt  leicht,  indem  man  von  A anf  B'C  und  von  B anf  C'A' 
Lote  fällt,  dass  sie  sich  ebenfalls  anf  dem  Kreise  schneiden  müssen, 
and  da  der  Punkt  durch  ein  Lot  und  den  Kreis  bestimmt  ist,  so 
mOssen  also  die  Lote  von  A anf  B'C,  von  B auf  C'A',  von  C anf 
A' B'  sich  in  einemf Punkte  iV  des  nmgeschriebenen  Kreises  schneiden. 
Aach  folgt  leicht 

Wkl.  (AiV„  AB)  = (A'U,  A'B")  — m 

and  bierans,  dass  N in  dem  nrngeschriebenen  Kreise  in  Bezug  auf 
die  Ecken  von  ABC  dieselbe  Lage  hat,  als  U im  Brocard’schen 
Kreise  in  Bezug  anf  die  Ecken  des  Brocard’schen  Dreiecks  A'B'C' 
Daher  ist 


BB‘  B’H—  2:yi—  3tg*» 


_ 2B'H 2rcos«?-t-») 2rcos(/?4-A) 

cosdVl— 3tg*^  “ y 1 — 4 sin*» 

Dann  ist: 


Weil  aber 
ist,  BO  ist 


NN»  - BNtm(BN,BC)  = BAfsinfo-)-  n) 
{A'C,  A'^=a-f  « 
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HC  = 2r»  sin(o-|-«)  = r Vl  ~ 3tg^Bin(«t-f-  m) 

. ^J^^C  ^ 2rC08(/?-}~^)  rco8(y-|-^) 

'"Vl  t3tg*5’  yj  — 48ia3'  rVl — 48in^^ 

2r  C08(^  -{-  ^)C08(y  -|-^») 

1 — 48in*5^ 


Verlängert  mau  nun  DH  bis  zum  umgesuhriebenen  Krei80,  so 
mag  der  Schnittpunkt  mit  dem  Kreise  mit  P vorläufig  bezeichnet 
werden.  Da  nach  dem  vorigen: 

DH : HP  — cos  33' : cos  & 


ist,  so  findet  man: 


PPa 

setzt  man  hier 


, „ , 2rsin*3cos3 

rcos  o(cos3-|-  cos33) — ~ 

cos  33  * 


so  wird 


sin’3  = 8in(o  — 3)8in(/S  — 3)8in(y — 3), 
cos3-|-cob33  = 2cos3c08  23 


2r  cos  3 

PPa  = 1 “ cos  23  - sin(^  — 3)8in(y  - 9)  | 

2r  COS  3 . . 

” ~ cFs33  cö80»  + ^)co8(y+3) 

2rcos(<f+3)cos(y+3)  _ 

“ l-4sm23  — 


Daraus  folgt,  dass  P der  Punkt  N ist.  Es  liegen  also  die  Punkte 
DHN  in  einer  Geraden. 


Vom  Punkte  N bemerken  wir  noch  Folgendes:  Es  ist 


also 


so  dass 


NNa 


2r  cos(jS  4-  cos(y + ^) 

1 — 4 sin*» 


AN=  — 


2rCOS(o-j-3) 
y 1 — 4 sin*3 


AH  Na  — + (co8(y  +3) 

“ ""  yi  — 4sin*3® 
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’AN.ANa  = BN.NNi  = CiV.iVAc  ist 

Dem.  Bei  onserer  Anuabmo  liegt  A in  dem  Bogen,  der  zur 
Seite  AC  gehört.  Man  findet  im  allgemeinen: 

JVA’. : NNt : NNc  - = cosUJ  + d)  ’ 

BO  dass  A in  dem  Bogen  liegen  wird,  fOr  welchen  das  Zeichen  be- 
treffenden Cosinus  abweichend  ist;  denn  offenbar  mnss  ein  Cosinus 
ein  anders  Zeichen  als  die  andern  haben.  Es  folgt  dies  ans 

.2sinacos(o-j-5^)  = 0 

16  Sowol  HH'  als  SD  wird  durch  G nach  dem  Verhältniss 
1 : 2 geteilt,  also  ist  SH  I DH‘,  ausserdem 

DH'  — 2SH 


Nun  ist 
also 


SH  — HO  cosd  = //A'cos*» 

SH  = rcos^^^Vl  — 3t^  — cos^Vl— 4sin*<t, 
DH'  = 2rcos5^yi  — sin*&  = 2r  VcositcosS^^ 


17.  Sind  4 Ecktransversalen  harmonisch,  so  müssen  auch  dio 
Gcgcntransversalen  harmonisch  sein.  Man  denke  sich  nun  den  Spie- 
gelpnnkt  A,'  von  A'  in  Bezug  auf  a bestimmt,  ziehe  Ä»'C  und  A,'B 
und  betrachte  A,' BC'.  Dasselbe  ist  dem  Dreieck  ABC  ähnlich, 
weil  es  im  Winkel  ß und  dem  Verhältniss  der  einschliessenden  Seiten 
Obereinstimmt.  Da  nun 


ist,  so  also 


Ebenso  ist 


BC" 


e 

2cos^ 


A,'C"  = 


i_ 

2cos^ 


AB' 


A,'B'  - AC 


also  AB'Ae'C’  ein  Parallelogramm,  daher  gebt  AA»'  durch  den  Mit- 
telpunkt Ha  von  B'C. 

Es  ist  ferner  AC'B'  ^ AOO’  in  umgekehrter  Lage;  in  AOO' 
ist  nun  AS  dio  Schwerlinie,  also  ist  die  Schwcrlinie  AHa'  in  AB'C 
die  Gegentransversale  von  45  in  Dreieck  AOO“,  und  da  AO  und 
AO'  in  ABC  Gegeutransversalen  sind,  so  ist  die  Linie  AHa  oder 
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AA,‘  die  Gegentransversale  von  ^<S  in  ABC.  Bestimmt  man  nan 

C,'  analog  wie  A,\  so  ergiebt  sich,  dass  AA,',  BB,',  CC,‘  sich 
in  einem  Punkte  S‘  schneiden,  welcher  der  Gegenpnnkt  von  S ist. 

Es  sind  nnn  AA',  AHa,  AA,',  AH'  4 harmonische  Strahlen, 
oder,  was  dasselbe  sagt,  AD,  AG,  AS',  AH',  also  anch  die  Gegen- 
transversalen derselben-,  nennen  wir  nnn  D'  den  Gegenpunkt  von  D, 
so  sind  also  AD',  AG',  .dS,  AH  4 harmonische  Strahlen.  Von  diesen 
liegen  H,  S,  G‘  auf  einer  Geraden,  also  geht  AD"  durch  den  4ten 
harmonischen  Punkt  von  H,  S,  G'.  Da  wir  fflr  Ecktransversalen 
aus  B und  C dasselbe  folgern  können , so  ist  also  der  Gegenpnnkt 
von  D der  4te  harmonische  von  HSG',  conjngirt  zn  S.  Da  ferne 
Oo'  senkrecht  zu  HG'  ist,  so  ist  D'  der  Pol  von  OO'  in  Bezug  auf 
den  Brocard’schen  Kreis. 

18.  ABC  und  A'B'C  haben  denselben  Schwerpunkt  Wir  be- 
weisen dies  leicht,  wenn  wir  uns  erinnern,  dass  2 Dreiecke  den 
selben  Schwerpunkt  haben,  falls  sie  nur  eine  Schwerlinie  mit  An- 
fangs- und  Endpunkt  gemein  haben. 

Nnn  haben  ABC  und  AA'A,'  die  Schwerlinie  AH^  gemeinsam ; 
BA'A,'  und  A'B'C'  haben  aber  die  Schwerlinie  A'Hä  gemein,  also 
hat  ABC  mit  AA'A,'  und  dieses  mit  A'B’C  denselben  Schwerpunkt- 

19.  Es  ist: 

HS  : SG'  = HD'  : G'D', 

G'S  = fr'Osinif-  — 2rssin*d 
HS  =•  HO  cos  » = 2ncos»if 


Setzt  man  nnn  G'D'  = x,  so  heisst  die  Proportion: 


also 


cos*^ : sin*^  — 2rt-f-a: : e 


'2n  siu*if'  , 2r»cos*9’ 

C0s2it'  ’ cos29-  ’ 


Da  nnn: 
so  ist 

Ferner : 
also 


DH'  = 2rcosö^>-l — 4sin*^ 
DH'  : HD'=2cm2»:l 


HH  : yD  = =l  : 


cos^-f-  cos3tf 
cos^ 

HH:  HD  = ÄD'  ; DH' 


1 : 2cos2^ 
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D»  die  letzten  Linien  parallel  sind,  and  XHD  in  einer  Geraden 
liegen,  so  auch  ND'H'. 

20.  Da  D'  Gegenpnnkt  von  D ist,  so  folgt: 

DDa  : n'Db'  : D'De  = sin (a  — &)  : sin (ß—9):  sin (y  — 

oder 

D'Da  = a-sin(n  — ^), 

D'De'  =xaia(ß—»), 

D'De'  = xsin(y-d) 

Aasserdem: 

oD’Da'  + bB'Dt'  + eD'Di'  = 2J 

oder 

cr|sina8in(o — d)+sin/Jsin(jS — t^H-sinysinfy — d)j=  d = 
oder  nach  A.  N.  11. 


2|»  cos2& 


also: 


_ rsin^ 
* ” cos2tt 


D'Da  = 


r8int»Bin(n  — 
cos  29- 


_ rsin^sin(^— ») 

“ cos2^ 

_ rsina-sin(y— ») 

" ~ cos2j»^ 

21.  Man  lege  nnn  durch  G'  die  Parallelen  zu  den  Seiten, 
welche  dieselben  dann  in  L,,  A,,  3/„  M^,  iV,,  treffen  mögen.  Um 
den  Index  festzustcllen , halten  wir  die  eyklisebe  Keihenfolgo  der 
Seiten  abea  ...  fest;  diejenige  Seite,  welche  nach  dieser  Reihenfolge 
voran  geht,  erhalt  den  Index  1.  Es  schneidet  also  die  Parallele  zu 
e die  Seite  a in  A,  nnd  b in  Af«,  die  Parallele  zn  a schneidet  b in 
3f]  nnd  c in  die  Parallele  zn  b schneidet  c ia  iv,  nnd  a in  Lf. 


Die  Symmediane  AOa  wird  durch  die  andere  in  O'  so  ge> 
schnitten,  dass 

Ga'O'  : Ga'A  = o»  : 

ist,  ebenso 

G^'G' : Gß'B  - 4*  : (o»+fc*  + c*), 

Gy'G'i  Gy’C  - c»  : (a*-l-i»-|-ea) 
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Daraos  folgt: 


BLi  = 


(uß 

0*4-6*  + ^*’ 


CX, 


o4* 


o* 


iJL,  = 


o(a*-j-c*) 
0*4-4» +C» 


ifiV, 


o»4-4»-fc»’ 


itiV,— 


4»c 

o»4-4»-f-c^ 


*4-6*+« 


c(o»-f  c») 
o»4-4»4-c» 


ctc. 


Eb  folgt  daraus: 

J3Z.1  : ÄJVj  = c : o 

ebenso: 

itJV,  : BZ,,  — c : o 

also  sind  BZ,,B,  und  BN^L^  ähnlich  unter  sich  und  dem  Dreieck 
ABC.  Durch  LiNt,  N^Lf  lässt  sich  also  ein  Kreis  legen,  für  wel- 
chen Z,,iV,  und  Z,B,  antiparallel  sind,  daher 

(L,  B,  B,  iV.)  = o,  (iV,B,  iV,  Z,,)  = r 
Da 

BLi oc 

^ “a»4-4»-f? 

SO  ist  also 

i,iV,  o4 

BT  ” a»4-4»-f  c» 

oder 

, ,,  abc  2rsinasin^sin)'  ^ 

“ a»4-4»4-c»  "■  sin2o4-8in»/3+sin^ 

Es  ist  also  anch 


Af,Z,  = iV,Af,  — rtg^ 

Die  Entfernnngen  der  so  bestimmten  Punkte  auf  je  2 anstossenden 
Seiten  sind  gleich,  wobei  der  Index  1 dem  letzten  Buchstaben  nach 
der  cyklischen  Reihenfolge  gehört. 

Die  Stttcko  auf  den  Seiten  selbst  verhalten  sich  wie  die  Kuben 
der  Seiten.  Es  ist 

o*  Bin*g rsin(c  — ») 

‘ * “ o»4-4»  + c*  sin»a4-8in»/J-j-sin»y  cosB  ’ 

^ 4» _ sin»/? rsin  (ß  — B) 

‘ * ” o»4-6*+c*  ’’  8in»o-j-sin»^+sin»y  ” cos<^ 


Digilized  by  Goc^le 


/'■ArMaiaii;  Der  Jlrocarifscht  Winkrl  det  JJrtUckt, 


29 


V V _ r8in(y— ») 

' ’ a*+Aä+c8  sin^a -|- sin^^-|-8iii^y  ""  cosd’ 

22.  L^LfN^Nf  liegen  auf  einem  Kreise;  da  nun  L^M^WAB 
ood  £,2/}  = ist,  so  liegen  auch  L^NfN^Mf  anf  einem  Kreise, 
der  dnrcb  iV,  schon!  bestimmt  ist.  Derselbe  Kreis  muss  auch  durch 

JV,  JV,  3/,  Afj  gehen,  so  dass  die  6 Pnnkte  L,  N,  anf  einem 

Bsd  demselben  Kreise  liegen,  welcher  von  R.  Tucker  der  triplicate- 
ntio-circle  genannt  wird  (vielleicht  mit  Kreis  der  3ten  Potenz  za 
Ibersetzen).  Er  heisst  jetzt  der  erste  Kreis  von  Lemoine. 

Daraas  folgt  noch  sofort: 

LyN^  = MfN^  iV,3/,  = A,L*,  M^L^  = 

dass  also  die  Dreiecke  and  einander  congraent 

sind.  Es  ist  dabei 

Wkl.  iV,  3f,  X,  = iV,  A/,X,  = Mt  NjA  = y 

ans  analogen  Schlossen  folgt,  dass  die  andern  Winkel  des  Dreiecks 
X,Af,  A’,  ß und  a sind,  so  dass  die  Dreiecke  dem  Dreieck  ABC 
ibnlicb  sind. 

Es  mögen  sich  ferner 

X|  A/,  und  Lf  Nt  in  A^, 

■^1  -^I  11  -ö«! 

A|  ,,  ^4 

schneiden,  dann  folgt  ans  dem,  was  oben  von  X,X^Af]Af,A,  A,  ge- 
sagt ist,  daisa  die  Dreiecke  .d^XjXj,  B^MtMt,  C^N^Nf  gleich- 
schenklig sind,  nud  dass  die  Winkel  an  den  Grnndlinien  immer  die- 
selben sein  mOssen,  da  sie  als  Peripheriewinkel  auf  denselben  Bogen 
stehen,  z.  B. 

Wkl.  XjX,  Mt  = Lt  Mt  Mt 

23.  X,Afy  geht  dnrch  G\  also  ancb  dnrch  C.  Nun  ist 
**) 

o*-l-A*-4-c*  ^ = a»4-  i2-f  c» 

A*e 

“ os^js^e*  ~ 

Da  ferner  AN^  | XC^  ist,  so  dass  .^A,  X,  C ein  Parallelogramm  ist, 
da  AC  mit  AB  den  Winkel  & bildet,  auch  X,A’,  mit  A,  B\  die 
gleichschenkligen  Dreiecke  .d4X,Xi,  B^M^Mt,  C4A,A,  haben  also 
an  der  Grundlinie  den  Winkel  9. 
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24.  Fällt  man  das  Lot  G'Ga  auf  a,  so  ergiebt  sich  fUr  die 
Länge  I>,  Ga  offenbar: 

T ry  t cyt  r o t^C  COS 
L^Ga  = ö Xj  COS  ß =z 


Ferner 


also 


HaLy  = ^~ 


o4* 


CT 

a(a*  -|-  d*  — Ä®)  a*c  COS  ß 


Z — I - " / " *-  r T n ’ 

2 o»+i2-f  e»  - 2(aa+ia+c*)  “ 


Es  ist  also  der  Mittelpnnkt  von  Z,,  Z,  anch  der  von  HaGa'.  Er- 
richtet man  im  Mittelpunkt  von  Z>,  Z,  das  Lot , so  gebt  dasselbe 
dnrcb  den  Mittelpunkt  des  Kreises  der  3 tcn  Potenz , während 
das  im  Mittelpunkte  von  HaGa'  errichtete  Lot  durch  den  Mittelpnnkt 
des  Brocard’scheu  Kreises  geht  Da  diese  Scblussfolge  fOr  alle  Seiten 
gilt,  so  folgt,  dass  die  beiden  Kreise  denselben  Mittelpunkt  haben. 


Dieser  Mittelpunkt  sei  der  Radius  des  Kreises  der  3ten  Po- 
tenz ist  ZLi.  Es  ist  nun: 


ZZa  — ilrsinntgS^-j-rCOS«! 
_ reos{«  — 3^) 

~ 2 COS  9 ' 

LyL^_  rsin(a — 3-) 

2 ~ 2 COS  3 


also,  wenn  r<  der  Radius  des  Kreises  der  3 ton  Potenz  ist. 


oder 


„ _ r*|cos®(o  — d-)-l-8in*(n  — 3}\ 

“■  4cos'^  ~ 4cos*^ 


r 

“ 2costf 


25.  Betrachten  wir  noch  die  Dreiecke  ZjAZjA',  und 
näher:  congr.  Z, itZjA,  ähnl.  ABC.  Die  Seiten  der  ersten 

Dreiecke  bilden  mit  den  entsprechenden  des  andern  Winkel  = 3. 
es  ist  ferner 

Wkl.  A',  AZ,  G‘  — AZ,  NfA  = 3 

ebenso 

LfN,G'—  NtLfB  — 3 


also  G'  der  erste  Brocard'sche  Punkt  des  Dreiecks  Da 

ferner  Z der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  AZ,A,  Z.,  nmschriebenen 
Kreises  ist,  so  liegt  Z anf  dem  Brocard’schen  Kreise  dieses  Drei- 
ecks, und  dreht  man  ZG‘  um  23,  so  ist  die  dadurch  bestimmte  Lage 
von  G'  der  2te  Brocard’sche  Punkt,  es  ist  nnn 
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G'ZO'  = 2^ 

also  O'  der  2te  Brocard’sche  Pankt  dieses  Dreiecks. 

Im  Dreieck  sind  ebenso  0 nnd  &'  die  beiden  Brocard'- 

Bchen  Punkte. 

Es  sei  endlich  noch  bemerkt,  dass  CO||3/,A'„ 

AO\(  so  dass  die  Seiten  des  Dreiecks  X,  Af,  A',  den  Ecktrans- 
versalen dnrch  O,  dagegen  die  Seiten  des  Dreiecks  den 

Ecktransversalen  durch  O'  parallel  sind. 

26.  Berechnung  von  NH‘. 

Es  treffe  das  Lot  von  N auf  die  Höhe  AAa  dies3lbe  in  X, 
dann  ist 


XH  * - NX*-\-H‘X*  -=  NA* 

= NA*—{AX—Il‘Xy{AX-\-H‘X)  = NA*  — AH' .{AX-\- H‘X)\ 

...  , 2rcos(|J-l-3^)co8(y-4-#) 

AX  = AAa  — NNa  = 2r  sin  /Jsin  y 1 — dsin«»^^* 

■ , « . 2rcos(/J-|-»)cos(y-f-#) 

H'X=H'Aa—  NNa  - 2rcosiScoBy-^ 1— 4sin»»  ^ ' 


AH'  — 2rcosa, 


Es  ist  also: 


AN 


2r  cos  («  -f-  d) 
y 1 --  4 sin‘d 


4r*cos*(o+ff’  - . , 8r*C08oCOS(/J+»)coB(y4» 

“ l.:4sini» 4r*cos«C08(<l-y) i_4ii„i# 

4r* 

— j^gj^ico8*(o-f  ff)-c08oc08(/J— y)(l  -48in*a^) 

— 2co8acos(/J-{-^)c08(y-f-^)) 
co8*(o-)-^)  — co8*acos*ff-)-8in*o8in*d'— 28inoco8o8in^co8^ 
2co8oco8(^-j-fr)co8(y-l-^)  — 2co8ctco8|9cos)'cos’^-2coscr8ina8in^co83' 
-f-2coBa8in/}Binysin'^ 


NH'  " j^^-.^^lcos*«— 2cos«co8ßco8y— co8«cos(|J— y) 

-f-8in*^8in*o— co8*o-j-4co8oco8(|J-  y) 
-y2co8oco8/}cosy— 2co8o8in^siny  )| 

4r* 

“ i— Tsin^^~**^”^"*^08|^cosy-Hl-}-8co8<tco8/lcoBy)Bin*g} 
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Fuhrmanni  Der  BroeartTsche  Winhel  ths  Dreithks. 


2r* 

= 8c0SoC0S^C08)’-f(l-|-8c08OL0S^C0Sy)(l  - C082^^)} 

2r* 

~ ^ 48in»^l‘  — (l+®*0®“C08jSc08/’)C082^ 

r* 

-= ^ 1(  1 — 8cOS0tCO8^CO8v)COSi^ — { l-f-8c08OC08^C08y)C0839^1 

cos 

27.  £8  lasst  sich  nun  aus  dem  ürcieck  NH'H  der  Winkel  <f 
berechnen,  den  die  Euler'sche  Linie  HH'  mit  der  Linie  HN  bildet. 
Setzt  man 

cos  a cos /3  cos  y = g 

so  ist 

WiP^=  r^a-Sg) 

also 

2r»  

(l+8s)COs2»j  =r»(l— 8y)+r*-  2r*  y 1 — 8j.  cos  qp 

Hieraus  folgt  nach  einigen  Umformungen:  ■ 

1 — 6siu*^4-4o 

cos  <p  =• 7~  =• 

(1  — 4sin*^)yi— 8j 

Ebenso  leicht  der  Winkel  xti,  den  DA’  und  DH'  bilden. 

Mau  findet  aus  Dreieck  DIIW 


cos  <t> 

28.  Es  war  gefunden: 


1 — cos  28- 4- 2 cos  43- 4- 4jf 
2 cos  » y 1 — 4 sin^8* 


Z.jA|  ■=■  A^j  3fj  >=-  •=■  rtg8 

Diese  Laugen  können  angesehen  werden  als  Diagonalen  von  Parallelo- 
grammen DA, D'D„  NiAM^G',  AfjCLfG'.  Zieht  man  also  durch  den 
gemeinschaftlichen  Eckpunkt  G ' die  Parallelen  zu  den  Linien , so 
sind  die  Stücke  daun  innerhalb  der  betreffenden  Droieckswinkcl  ß, 
er,  y doppelt  so  gross,  also  unter  sich  gleich,  nämlich  2r  tg  8.  Be- 
schreibt man  also  mit  rtg8  als  Radius  den  Kreis,  so  werden  je  2 
Seiten  immer  unter  dem  Durchmesser  geschnitten.  Nennen  wir  die 
Schnittpunkte  entsprechend  L^,  L^  auf  a,  auf  i,  A„  A,  auf 

c,  so  ist  also  z B.  LiN^  ein  Durchmesser,  ebenso  N^M^. 

Daraus  ergiebt  sich , dass  die  Seiten  des  Dreiecks  D,  A, , sowie 

die  von  L^M^N^  senkrecht  zu  den  Seiten  von  AliC  stehen  Diese 
Dreiecke  sind  also  zu  ABC^  ähnlich,  und  da  sic  demselben  Kreise 
einbescbricben  sind,  so  sind  sic  einander  congruent 
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Da  der  Radios  rtg»  ist,  so  ist  tg&  das  Yerbältniss  der  Seiten 
dieses  Dreiecks  za  den  Seiten  des  nrsprOnglichen  Dreiecks. 

Bern.  Dies  Resultat  konnte  direct  ans  den  Eigenschaften  des 
Grebe’scben  Pnnktes  O'  abgeleitet  werden,  wenn  man  noch  bemerkt, 
dass  die  resp.  Dnrchmesser  den  Seiten  des  Höhen- 

fnsspnnktdreiecks  parallel  sind. 

29.  Mau  lege  fortlaufend  an  den  Ecken  eines  Dreiecks  Gerade 
an,  welche  mit  einer  anstossenden  Seite  den  Winkel  9 bilden;  es 
soll  nntersncbt  werden,  wie  sieb  das  nen  entstandene  Dreieck 
znm  alten  ABC  verhält 

Es  soll  sein 


(yt.B,  ü,)  - {BC,  B^C\)  - (CA,  C,^,)  - 9 (Fig.  2). 

Zunächst  ist  leicht  einznsehen,  dass  die  Winkel  des  neneo  Drei- 
ecks denen  des  alten  gleich  sind,  die  Dreiecke  sind  also  einander 
ähnlich.  Es  ist  ferner 


isintp  csin(/»-f-9) 

AlA  — ■^"1  ” 


sino  ’ 

also 

tsin^sino) 4csincsin(g + 9) 
sinosin^ 


sin^ 


2r  {8in*j3sln9-t-8intt8iny8in<?co89-|-singsin)>coe/?8in9| 
sino  sin 

(8inasin^8inycos9-f-(l-|-co8aco80co8}')sin9) 


sinosin^sin/ 


. . . csin(9-l-») 

= e(co89-}-8in9COt») — 


Analog 


sin» 


osinffp-}-»)  ^ ^ Jsin(9-4-») 


sin(9-|-») 

Das  Aehnlichkeitsverhältniss  ist  also  — — 


Ist  9 — so  ist  dies  Yerbältniss 


sin  29 
sinjf 


= 2 cos» 


fibereinstimmend  mit  dem  Resnltat  in  B.  N.  24. 


Setzt  man  ferner  9 •=  90”,  so  ist  cot»  das  Aehnlicbkeitsver- 
hältniss. 

Anh.  «.  Math.  a.  rkyi.  2.  lUih*,  T.  VI.  3 
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FnArmaum  Dtr ■ Brocarf ttkt  Winkel  det  Dreiecke, 


Ist  7 SO  ist  das  neue  Dreieck  0,  die  3 Linien  schnei- 

den sich  sich  in  einem  Punkte,  wie  bekannt  Ist  noch 


so  giebt  dies: 


q>  — — 


2 


. » 


sind 


1 


Zeichnet  man  endlich  2 Dreiecke,  von  denen  das  eine  das  be- 
stimmte ist,  während  die  Seiten  eines  2ten  A^B^C^  zn  den 

Seiten  des  Dreiecks  Ai  Zt,  C,  senkrecht  stehen,  so  ist 


ABC. 


sin*(o>-f-3^) 

sin'tZ 


also 


Ae  Be  Ce 


ABC. 


co8*((y-}-») 

sin*® 


AfBjCi  -f-  AeBfCf 


ABC 

sin*® 


30.  Man  fälle  von  G‘  die  Lote  auf  die  Seiten,  also  G‘Ga,  G’G^', 
G'Gc,  wodurch  man  das  Dreieck  Ga'Gh'Gc  erhält.  Das  Dreieck 
zerftllt  in  die  3 TeUe  G'Gt'G^',  G'G^'G'a,  G'Ga'Gi'.  Da 

Ga  G' r sinatg® 

ist  etc.,  so  ist 

G’Gt'Ge’  = jtg*®sin/Ssin  ysino 


denn  der  Winkel  an  G'  ergänzt  o zu  2 Rechten;  also 


G'Gt'Gc'-  G Gc‘Ga‘-  G‘Ga'Gt‘=  JAtg*® 
nnd 

Ga'Gt'Gc-  - JAtg*® 

Da  durch  G’Ga' , G‘Gi,\  G‘Gc  das  i;anze  Dreieck  in  3 gleiche  Teile 
geteilt  wird,  so  ist  G'  der  Schwerpunkt  von  Ga'Gi'Gc. 

Man  hat  also  auch  umgekehrt:  Errichtet  man  in  den  Endpunkten 
der  Schwcrlinien  eines  Dreiecks  die  Lote  zn  denselben,  so  ist  in  dem 
neu  entstandenen  Dreieck  der  Schwerpunkt  des  ersten  Dreiecks  der 
Grebe’scbe  Punkt  des  andern.  Das  Verbältniss  der  Flächeninhalte  ist 
}tg*®.  Anch  folgt  leicht,  dass  die  Seiten  des  Dreiecks  Ga'Gk'Gc' 
den  Scbwerlinien  des  Dreiecks  ABC  proportional  sind. 
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Fällt  man  vom  Schwerpankte  G die  Lote  GGa,  GG^,  GGe  auf 
die  Seiten,  so  erhält  man  ein  Dreieck,  dessen  Inhalt 

JAsinosinjJsiny.cot.^ 

ist  Die  Seiten  desselben  sind  proportional  den  Prodncten  aus  Seite 
and  zugehöriger  Schwerlinie  des  ursprünglichen  Dreiecks. 

31.  Zieht  man  ferner  die  Transversalen  AGa,  HG^\  CG./  durch 
G‘,  so  bestimmen  die  Punkte  Ga'G/G/  ein  neues  Dreieck,  dessen 
Inhalt  sich  leicht  bestimmen  lässt 

Da  Ga  die  Seite  « nach  demVerhältniss  c*:A*  teilt,  so  findet 
man  leicht,  indem  man  die  Dreiecke  AG/G-/,  BG/G„\  CGa'G^' 
vom  ganzen  Dreieck  abzieht,  für  das  gesuchte  Dreieck 

„ Al(i*+c*)(cH<i*)(«*  < i*)— i*c*(Ä*  1 i*)| 

(**+<;*) 

2/4sin*osiii*^sin*}' 

(sin*jS4"8in*/’)(siu*y-|-s'o‘«')(®''**“+8i'>"^l 

^sin*/t 

sin(«+d')8in(P-|-&)sin(j’4‘^l 

Denselben  Inhalt  giebt  das  Dreieck  DaD^D-,,  welches  durch  die 
Ecktransversalen  nach  dem  Punkte  D erhalten  wird,  wie  daraus 
leicht  folgt,  dass 

BGa=  DaC 

etc.  ist. 


32.  Construirt  man  über  den  Seiten  eines  Dreiecks  (F'ig.  2.) 
ABC  die  gleichseitigen  Dreiecke  BCA„  CABf,  ABC\,  so  sind  die 
Längen  AAj,  BB^,  CC’,  einander  gleich. 


Han  erhält: 


nun  ist 


AA/  — CA/-\-CA^  — iCA.CA^  cos(60«-f-y) 
„ — 2aAcos(60*4-y) 

= — ah  cosy-}-  nAsin  y y 3 

— oA  cosy  — 1 


also 

Ebenso  also 


aAsiny  =■  2J 


-\-2A  Vi 


a*+A»4-e* 


(1  + V3tg») 


3» 
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BB*  = CC,*  =■  ^ 2'  (1  + V8 tg») 

CoDstrnirt  man  die  gleichgeitigen  Dreiecke  BCA^,  CAB^,  ABC^, 
welche  mit  dem  Dreieck  in  demselben  Flftcbenteile  liegen,  so  findet 
man  ebenso 

AAf  = BB^*  - CCj« (1  — V3tg») 

also 

AA^ . AAt  - BB^ . BBt  = CC,  . CC,  - ^ ^ (1—3  tg*») 

33.  Diese  Geraden  AA^,  BB^,  CC,  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  P,  was  bekannt  und  leicht  zu  beweisen  ist  Die  Winkel 
am  Punkte  P sind  alle  einander  gleich  und  betragen  also  120**.  Be* 
kanntlicb  bat  ferner  Punkt  P die  Eigenschaft,  dass  PÄ-\- PB-\-PC 
ein  Minimnm  ist,  wenn  kein  Winkel  grösser  als  120**  ist. 

Constmirt  man  ferner  durch  A,  B,  C die  Lote  zn  den  Linien 
AP,  BP,  CP,  so  scbliessen  dieselben  ein  gleichseitiges  Dreieck  ein, 
welches  zugleich  das  grösste  ist,  welches  um  ABC  construirt  werden 
kann. 

Um  dies  zu  beweisen,  schicken  wir  folgenden  Satz  voran,  der 
leicht  zu  beweisen  ist.  Von  alleu  Secanten,  welche  man  durch  den 
Schnittpunkt  zweier  Kreise  legen  kann,  giebt  diejenige  die  grösste 
Sehnensumme,  welche  parallel  der  Centrale  ist.  Nun  schneiden  sich 
die  Kreise  durch  ABC\  und  ACBi  in  A nnd  P,  also  ist  AP  die 
Chordale  jener  Kreise,  die  Centrale  ist  also  zu  i4P  senkrecht,  und 
die  Secante  durch  A senkrecht  zn  AP  giebt  die  grösste  Summe 
der  Sehnen,  d.  h.  die  grösste  Seite  eines  gleichseitigen  Dreiecks  um 
ABC. 

Wir  setzen  nun: 

^^^^^-(1  + V3tgö)  -1* 

dann  ist 

AP:b  = sin(i4£|P) ; sin  60** 
ferner  folgt  aus  dem  Dreieck  ABB^ 

sin(ililt,P):sin(60**-f  b)  = c:  i 

also 

h.äa{AB^P)  6.csin(60**-j- b)  040810(60**-}- a) 

Än6Ö«  ” ÄTsineO**“  ~ a4.sia60** 

_ 4rA8in(60**-|-B)  _ 2zfgin(60**-}-B) 

“ 2r.A.sinosin60**  ” AsinB8in60* 

•v 
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Ebenso 

2vfsiii(60*+<?) 

A sin  ^ sin  600 

CP-  2^«n(6QO+y) 

A sin  y sin  60® 

Bezeichnet  man  nun  das  grösste  nrogesch  riebeno  gleichseitige 
Dreieck  mit  Am  Dm  Cm,  so  ist  zanächst  PSm  ein  Durchmesser  des 
Kreises  am  ACB^  oder  ACBm.  Derselbe  ist  also 


Dann  ist 

ÄBm 

wir  können  aber  setzen 

6*  — AP*-\-CP*-\-AP.CP 

also  

ABm  ->  \{AP*-\-CP*+AP.CP)—AP* 

- i(AP*-\-iAP.  CP+4CP») 

= i(AP+‘2CF)* 

also 

ABm  - ViMP+2CP) 

ebenso 

ACm  - ViUP+2PP) 

also 

BmCm  = 2VJ(-^P+PP4-CP)  = 2yjA 

wo  BmCm  die  Seite  des  nmgesebriebenen  gleichseitigen  Dreiecks 
ist.  Es  verhält  sich  AA^  zur  Seite  des  gesuchten  Dreiecks,  wie 
Höhe  und  Seite  im  gleichseitigen  Dreieck. 

Der  Inhalt  des  Dreiecks  ist  also 


_b 

sin  60® 

“ sin*ftD®“^^* 


i*  a*^b*-^<A 
V3  “ 2V3 


(1  + V3tg») 


= 2/f(l  + ^^  - 2i#(l  + cot#cot60«) 

_ 2.rfcos(60®— 

“ sin^.sinGO® 


Bemerkung.  Da  fär  AP  = x,  BP  = y,  CP  * die  Gleichungen 
bestehen: 

= <1* 

— i* 

**+y*+*y  “ «* 
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Fuhrmann-.  Der  Brocar^tche  Winkel  dee  Dreiecks. 


SO  sind  diese  Gleichungen  hierdurch  aufgelöst,  da 

sina-^,  8in/J  = j*,  siny  = 

gesetzt  werden  kann,  r aber  ans  der  Gleichung  bestimmt  wird 

ahc 


34.  Ist  ein  Dreieck  zwischen  2 ähnlichen  und  ähnlich  liegenden 
Dreiecken  beschrieben,  so  dass  es  dem  einen  umgesebrieben , dem 
andern  eingeschrieben  ist,  so  ist  cs  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
beiden.  Ist  daher  ein  Dreieck  von  bestimmter  Gestalt  das  grösste, 
welches  um  ein  anderes  beschrieben  werden  kann,  so  ist  das,  welchen 
jenem  ähnlich  und  ähnlich  gelogen  und  dem  Dreieck  eingeschrieben 
ist,  das  kleinste  von  jener  Gestalt.  Das  kleinste  gleichseitige  Drei- 
eck also,  welches  einem  Dreieck  eingeschrieben  werden  kann,  mnns 
Seiten  haben,  welche  ebenfalls  zu  AAj,  BB„  CCj  senkrecht  stehen. 
2/#cos(60»-») 


Da 


sin^sinGO*’ 
sin  5-.  sin  W 
■2cös(6Ö»“tf) 
ccks  sein  und  die  Seite  desselben 


muss 


der  Inhalt  des  grössten  umgesebriebenen  ist,  so 
der  Inhalt  des  kleinsten  eingeschriebenen  Drei- 


i/  ^sin# 

r cös(60»— tt) 

Bemerkung.  Das  kleinste  gleichseitige  Dreieck  sei  Af,  Bf,  C',,. 
Dann  mOssen  sich  die  Kreise  um  AB,^C’„ , BC„Af, , CAf,Bf,  in  einem 
Punkte  P'  schneiden.  Da  Af,B„C„  das  kleinste  Dreieck  mit  den 
Winkeln  60®  ist,  so  ist  ABC  das  grösste  um  Af,Bf,Cf,  mit  denWinkcln 
n,  ß,  y,  daher  sind  die  Seiten  den  Centralen  der  genannten  Kreise 
parallel,  also  sind  die  Seiten  resp.  senkrecht  zu  P'Aq,  P'Bq,  P'C„. 
Verbindet  man  also  P'  mit  A,  B,  C,  so  gehen  diese  Linien  durch 
die  bctrettcndcu  Mittelpunkte  jener  Kreise.  Da  nun  die  Höben  und 
die  Durchmesser  der  umgesebriebenen  Kreise  an  den  Ecken  eines 
Dreiecks  Gegcntransvcrsalen  sind,  so  folgt  also,  dass  die  hier  be- 
stimmten Punkte  P und  P'  Gegenpnnkte  des  Dreiecks  ABC  sind. 


■X 
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II. 

Die  Lissajous’achen  Curven. 


Von 

Herrn  Dr  H.  Ekama 

in  Amerifoort. 


Lissajoas  ')  bat  schon,  als  er  diese  Cnrven  beschrieb,  etwas  ttber 
die  analyliecben  Eigenschaften  publicirt,  jedoch  sehr  unvollständig. 
Es  scheint,  dass  nach  ihm  über  diese  Sache  wenig  oder  nichts  her- 
ausgegeben  ist,  bis  1684  an  der  Universität  zu  Göttingen  eine 
Dissertation  von  A.  Himstedt  erschien,  betitelt  „Ueber  Lissajons’sche 
Curven“.  In  dieser  wird  noch  genannt  eine  Dissertation  von  Wilhelm 
Braun,  betitelt:  „Die  Singularitäten  der  Lissajons’scben  Stimmgabel- 
enrven.“  Nach  Hirostedt’s  Andeutung  ist  es  mir  nicht  gelungen,  diese 
Dissertation  in  einer  Bibliothek  zu  finden,  und  ich  weiss  nicht,  wie 
Braun  die  Lissajons’schen  Curven  behandelt  hat. 

Himstedt  betrachtet  gleich  wie  Lissajous  nur  den  Fall,  wo  die 
beiden  Schwingungsrichtnngen  senkrecht  zu  einander  stehen ; ich  habe 
versucht. diese  Curven  so  allgemein  wie  möglich  zu  behandeln  bei 
der  Annahme,  dass  die  Schwingnngsrichtungen  einen  Winkel  w mit 
einander  machen,  so  dass  wir  ta  — DO**  oder  u — 0 setzend  die 
Lissajons’schen  oder  die  Himstedt’schen  Formeln  bekommen. 

Die  Amplituden  der  beiden  Bewegungen  seien  a und  b und 
nehmen  wir  an,  dass  in  der  Zeit,  in  welcher  die  eine  Bewegung  n ' 
Schwingungen,  die  andere  m Schwingungen  macht,  indem  diese  Zeit 
so  klein  genommen  wird,  dass  n und  m ganze  Zahlen  sind,  welche 
keinen  gemeinschaftlichen  Factor  haben. 


1)  Aon.  de  Chimie  et  de  Fbyiiqoe  III  Sdrie  LI.  p.  47. 
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Die  beiden  Schwingangsrichtangen  sollen  die  Coordinatenachsen 
sein,  dann  haben  wir  ein  schiefwinkliges  Coordinatensystem,  bei  wel- 
chem der  Winkel  zwischen  den  Achsen  co  ist. 

Den  Angenblick,  von  welchem  wir  die  Zeit  rechnen,  können  wir 
willkfirlich  wählen ; nehmen  wir  an,  dass  in  diesem  Augenblicke  der 
Pnnkt  sich  anf  der  Y Achse  befindet,  so  werden  nach  einiger  Zeit  t 
die  Coordinaten  des  Pnnktes  sein: 


at,  = osin2**^  und  y,  = *sin2>i  -f  (1) 

In  dieser  Formel  ist  p der  Weg,  welchen  der  Pnnkt  in  der  Richtung 
der  Y Achse  schon  beim  Anfang  der  Zeitrechnnng  znrflckgelegt  bat,  also 
istp  Pbasendifferenz  der  beiden  Bewegungen.  Weiter  ist  T die  Schwin- 
gnngszeit  und  l die  Wellenlänge  der  Bewegung  der  JT  Achse  entlang 
und  T‘  und  i'  die  entsprechenden  Grössen  der  Y Achse  entlang. 
Durch  Elimination  der  t finden  wir  die  Gleicbnng  der  Curve,  doch 
erst  werden  wir  die  Formeln  vereinfachen.  Wir  wissen,  dass  nT—mT' 
und  ni  — wU'  ist 


Sei 

so  wird 


Wir  wissen,  dass  hT  = mT'  nnd  *U  ml'  ist,  also 
xi— asin2w^  und  yi  — isin2»^^^4-?^ 


t _ , „ P 

und  2>t  - T — ^ 


r' — iwv  uuu  — y 

n A 

c,  — asin2n6  und  y,  = i sin  (2m6 -f 
Ans  diesen  Formeln  mnss  B eliminirt  werden;  dies  gibt: 


also 


I p, 

= ,T- arcsin  - 
a 


y,  — i sin  I ^arcsin  ^ | 


(2) 


(3) 


Diese  Formei  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Lissajons'schen  Cnrven 
in  dem  oben  gegebenen  Coordinatensysteme.  Vorläufig  werden  wir 
jedoch  die  Formeln  (2)  gebrauchen. 


Die  Curve  wird  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  geben,  für 
*1  = 0,  y,  — 0,  also  fhr  2n0  — kn  nnd  2raö-f-^  = ln. 

Durch  Elimination  der  B finden  wir 


Es  war 
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also  ist 


„mp 

i>  - 2n-  ^ 

tt  A 


-X 

2ra 


i and  l'  sind  ganze  Zahlen;  l kann  alle  Worte  von  m bis  1 haben 
and  i alle  Werte  von  n bis  1.  Wenn  l grösser  als  m ist,  so  ist 
die  Pbasendifferenz  einige  Wellenlängen  und  irgend  ein  Brach 
solcher,  so  dass  wir  dieselbe  Cnrve  finden,  als  wenn  die  Pbasen- 
differenz jenem  Brache  gleich  wäre,  k würde  aach  n Werte  haben 
können,  allein  ans  der  Formel  geht  hervor,  dass  wir  nor  verschiedene 
Pbasendifferenzen  für  1;  -•  0 and  It  — 1 finden  werden.  Also  gibt 
es  2m  Pbasendifferenzen,  bei  welchen  die  Cnrve  dnreb  den  Coordi- 
natenanfangspnnkt  geht. 

Der  Zähler  kann  alle  Zahlen  von  1 bis  2m  sein,  also  mass  sein 


oder  weil  X — - A', 
n ’ 


2m* 


worin  B alle  Werte  von  1 bis  2n  hat.  Die  Cnrve  wird  also  immer 
bei  einer  Pbasendifferenz  gleich  0 oder  gleich  oder  |A'  dnreh 
den  Coordinatenanfangspnnkt  geben. 

Ans  den  Formeln  (2)  folgt,  dass  nie  grösser  sein  wird  als  a 
and  nie  kleiner  als  -a;  ebenfalls  dass  nicht  grösser  als  b and 
nicht  kleiner  als  — b sein  wird.  Die  ganze  Cnrve  wird  also  in  einem 
Parallelogramme,  dessen  Seiten  2a  and  2b  sind,  and  dessen  Winkel 
CD  ist,  eingeschlossen  sein.  Wir  werden  jetzt  nntersnehen,  wann  die 
Cnrve  darch  die  Ecken  dieses  Parallelogramms  geht.  Nennen  wir 
die  Ecke,  wo  x,  =a  and  yi—b  ist,  P\  wo  Xj  -=  — a and  yi  — ■ i 
ist,  <3;  wo  X,  — — a and  yi  = —b  ist,  R,  and  wo  xj  — » -j-  o und 
y,  = —b  ist,  S. 


Soll  die  Cnrve  durch  P gehen,  so  muss  sein: 


t _ 4A-f-l 
T 4 


und 


mt  . mp 


41 -1-1 
4 


k und  { sind  wieder  ganze  Zahlen. 


1)  Oefter  werden  k nnd  / io  dieser  Weise  gebranchl  werden,  jedoch  be- 
sieht twischen  den  Tcrschicdonen  k't  nnd  I'm  keine  Beziebnng. 
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oder 

M*+i 

\~r 


n kann  sein 


mp  m 44-4-1 

44-t-l 

nl  n 4 

4 

” \ 1 - ' ” \ 
I»  4 ( \ n 4 4 ) 


( 4r-|-l 

( 4*-fl 

) 2 j 

< und  m “ < 

) 4a-f-2 

) 4r-f  3 

] 4*-4-3 

' 4r 

( 4» 

k' 


r ond  « sind  ganze  positive  Zahlen. 

Diese  verschiedenen  Werte  in  obiger  Gleichnng  snbstitairt  geben 
die  Phasendifferenzen,  bei  welchen  die  Curve  durch  P gebt.  In  einer 
Tabelle  zasammengesetzt: 


m = 4a-4-l. 

m - 4H-2  j 

1 m = 4«-4-3 

1 I»  = 4a 

n = 4r-j-l 

0 

Ji'  1 

}k'  oder  |1 

n 

n “ 4r-}-2 

mit  weg  ‘) 

n \ 

fällt  weg 

n = 4r-|-3 

ji  oder  4I' 

! 

0 

JA' 

u = 4r 

ik 

1 mit  weg  1 

1 mit  weg 

In  dieser  Tabelle  sind  gleich  wie  in  den  folgenden  nur  die  wich- 
tigsten Pbasendifferenzen  anfgenommen. 

Die  Cnrve  wird  durch  Q geben  ftlr 

t 4i-|-3  , mt  , mp  4i-|-l 

also 

14it-f3  n 4f-fn  , (m4A:  + 3 4f+l»,, 

P-  |~4  m “4~1  ^ “ \n  “4 4~r 


Die  Werte  von  n und  m snbstitnirt,  gibt 


1 

m = 4#-|-l  1 

! m = 4a-J-2 

1 m = 4a-j-3 

\ m = 4a 

n = 4r-|-l 

Ji  oder  4i' 

Ik’ 

0 

lk‘ 

n = 4r-f  2 

mit  weg 

mit  weg 

n = Ar+3 

0 

*1' 

41  oder  41' 

n = 4r 

n 

mit  weg 

n 

' mit  wog 

I)  Weil  i>  ond  m einen  gemeinechefUiclien  Fnctor  haben. 
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S*U  die  Corre  durch  R gehen,  so  muss  sein 


t _ 4i+3 
T~  4 


mt  mp  4/-I-3 


slao 


= j 2.  4^~l~ ^ 

14  m 4 


Dorch  Snbstitntion  der  Werte  von  n und  m finden  wir: 


i 

m = 4«-|-l  1 

1 m = 4*-}*2  1 

1 m = 4c-j-3 

1 f»  = 4< 

■ = 4r-|-l 

0 

fi' 

^X'  oder  jX 

ii' 

» = 4H-2 

fällt  weg 

ix 

fällt  weg 

n = 4r-f-3 

oder 

w 

0 i 

1 \k" 

» = 4r  1 

n 

fällt  weg 

fX  ' 

fällt  weg 

Die  Cnrvc  wird  durch  <S  gehen,  wenn 


*_  - ^+i 

T 4 ' 


mt 


^r+nk  = 


mp 4i  3 


_ (4t+l  n 4/  + 3\  (m4t  + l -li+S» 

'i  1 1 \ M i x“ 


(4  m 4 j 
Dnrch  Snbstitation  bekommen  wir: 


\ n 


4 ) 


1 1»  = 4*-l-l 

, »a  = 4e-{-2  1 

m — 4j-|-3 

j m = is 

» = 4r-j-l 

1 iX  oder  |X' 

JX' 

1 0 

i ix' 

« = 4H-2 

1 

fällt  weg 

1 !i' 

fällt  weg 

» = 4r-j-3 

0 

äx' 

1 JX  oder  ^X'  i 

» = 4r  ' 

JX 

fällt  weg 

1 IX  1 

fällt  weg 

Die  Cnrve  wird  dnrch  D und  Q gehen  für 
" ~ '*  ~ 1 bei  ii'  Pbasendifferenz 

« = 4r-f  J „ m = 4*-1"2  ' 


»=  4r+l 
M = 4r-|-3 


1 bei  }i'  Phasendifferenz. 

I»  = 4*  ) 

Sie  geht  dnrch  R und  S,  wenn  die  Phasendifferenz  Ji'  grösser  ist. 


Im  allgemeinen  geht  die  Conre  nur  durch  P und  Q oder  durch 
B und  S,  wenn  n nogerade  nnd  m gerade  ist 


Soll  die  Cnrve  dnrch  P nnd  R gehen,  so  muss  sein 
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n = 4r-j-l 

und 

m = 4*-f-l 

die  Phasendifferenz  = 0 

n = 4f4-3 

m — 4r-|-l 

W 

„ = JA  oder  JA' 

n = 4H-1 

m = 4*-J-3 

W 

„ = JA  oder  JA' 

« = 4r-l-3 

>5 

m = 4*4^ 

»1 

„ =0 

Soll  die  Corve  dorcb  Q und  S gehen,  so  roOsscn  die  Phaeen- 
diffcrcDzcn  in  derselben  Folge  sein:  oder  ik'-,  0;  0 nad  oder 

Dass  die  Cnrve  durch  die  gegenüberliegenden  Ecken  des  Pa- 
rallelogramms gebt,  ist  nnr  möglich,  wenn  n nnd  m beide  ungerade 
sind. 


Endlich  wird  die  Cnrve  dnreh  P nnd  S gehen  für 

n = 4r-j-2  und  ™ = 4*4-11  nu  ,, 

_ . _ 4 I , } Pbasendmerenz  = jA 

n — 4r  „ m — ‘ 

" ~ 1 Phascüdifferenz  = JA 

n = 4r  ,,  m = 4*-f-3  ; * 

Die  Cnrve  wird  durch  Q nnd  S geben,  wenn  die  Phasendifferenz 
JA  grösser  ist.  Dieses  ist  nnr  möglich  für  n gerade  nnd  m ungerade. 


Um  die  Schnittpunkte  der  Cnrve  mit  der  y,  Achse  zu  finden, 
muss  — 0 sein,  also 


2»6  = kn 


worin  k alle  ganze  Zahlen  von  1 bis  2n  sein  kann,  wir  finden  also 
2»  Schnittpunkte  mit  der  T,  Achse.  Die  Werte  der  für  diese 
sind 


y,  — ö sin 


(^iw4-,p) 


Bei  den  Schnittpunkten  mit  der  X Achse  muss  yj  0 sein,  also 
2mB  -|-  4 •—  iw 

worin  l alle  ganzen  Zahlen  von  1 bis  2m  sein  kann,  also  2m  Schnitt- 
punkte mit  der  JT,  Achse: 


A ^ ^ 

® “ 2m  2m 


•*i  ”08in-{f»  — ^1 


Oft  fallen  einige  dieser  Schnittpunkte  zusammen.  Gebt  die  Cnrve 
durch  2 Ecken  des  Parallelogramms,  so  ist  die  Zahl  der  Schnitt- 
pnnkte  mit  der  A’j  Achse  m nnd  mit  der  F,  Achse  n,  von  diesen 
können  anch  wieder  einige  zusammen  fallen. 
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Nun  werden  wir  bestimmen, 
muss 

inB  — 


wenn  r,  den  Wert  -j-o  bat;  dazu 
4Ar  + l 

“T"  ” 


sein,  worin  h alle  Werte  von  1 bis  n haben  kann,  also  berührt  die 
Cnrve  diese  Seite  des  Parallelogramms  n mal.  FOr  diese  Punkte  ist: 

^ . (m  4t+l  , \ 

>1  " + 

X,  wird  gleich  — a für 


und  so  ist 


4 

. . (m  4i+3  , 1 

Si  = *8'“  \ - — 4“’^+  j 


Soll  Vi  = £ Bein,  so  muss 


MID. 


2mB+-^  = * 

- 414-1  M, 

8m  " 2m 


. » (414-1  1 

für  y,  — — i ist 

2me4-t-^» 

und  also 

: » (4^+3 

*1  - “Sin- 1— 4- »-V’ 

1 kann  alle  Werte  von  1 bis  m haben,  also  berflhrt  die  Cnrve  jede 
der  Seiten  des  Parallelogramms,  welche  gleieh  2a  sind,  m mal. 

Bei  verschiedenen  Phasendifferenzen  werden  wir  jedoch  dieselbe 
Cnrve  finden.  Wir  mttssen  zwei  Fftlie  'nnterscheiden , das  heisst, 
die  Richtung , in  welcher  die  Cnrve  durchlanfen  wird , bleibt  die- 
selbe, oder  die  Cnrve  Ändert  ihre  Form  zwar  nicht,  wird  aber  in 
einer  Richtnng  entgegengesetzt  jener  im  ersten  Falle  durchlanfen. 

Wir  haben  gefunden : 

x,—asin2«^  und  y,  = Asin2w^^,  4- 
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Sei  p 


V 


Nach  einigen  ganzen  Scbwingungszeiten  T wird  z,  wieder  dasselbe 
sein,  also  genügt  z,  der  Gleiclinng 

• o 

Zj  ““  aSinZTT y — 

in  welcher  / eine  ganze  Zahl  ist. 

So  ist  in  einem  Zeitpunkte 


oder 


y,  = 4sin2n^-^,;+'^,  + 


isinän 


Also  ist  die  allgemeine  Formel  für  die  Phasendifferenzen,  bei  wel- 
chen die  Curve  dieselbe  ist,  nnd  in  derselben  Richtung  dnreh- 

lanfen  wird,  ^l/c+  ~ in  welcher  n ^ f ~ 1 ist,  dieses  ist  in 

Wellenlängen  der  anderen  Bewegung  ausgedrückt 

welcher  g eine  ganze  Zahl  von  1 bis  m ist. 

Ist  die  ursprüngliche  Phasendifferenz  = 0,  so  wird  diese  Formel 

was  übereinstimmt  mit  der  vorher  gefundenen  Bedingung,  dass 

die  Curve  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  gehen  soll,  wenn  in 
dieser  A-  — 0 ist. 


Wird  die  Cnrvc  in  entgegengesetzter  Richtung  durchlaufen,  so 
bat  man: 

If+lr-, 

t 2 * 

z,  ■=•  asin2«-^  ~ a sin  2t ^ 

und 

y,  = i sin  2«  ^ ^ = i sin  2 n 

2/-L 1 

Substitniren  wir  in  y,  für  t den  Wort  ^ T—t-,  so  hat  man 


V 
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oder 


and  also  ist  die  erforderte  Pbasendifferenz  gleich 
a(2y  + l)  ~(2r+l)m-^" 

io  welcher  g and  f wieder  ganze  Zahlen  sind. 

In  Wellenlängen  der  anderen  Bewegung  ausgedrOckt  findet  man 
die  Phasendifferenz  gleich 


«(2/+1) -(5?j+l)n- 
2m 


2m 


Diese  Formel  wird  für  1/rf  = 0 


oder 


”>(2^-f~  1) — n(2y-f~l) . 

2m 


und  weil  f keinen  Einflnss  hat. 


( 


2g  + l ^ .( 

2 m *1 


l 


g kann  m Werte  haben,  also  finden  wir  hier  anch  m Phasendiffe- 
renzen; diese  kommen  Überein  mit  den  früher  gefundenen,  wenn 
1;  1 ist 


^ Die  Formel  (3)  gibt  die  Cnrve  in  einem  schiefwinkligen  Coor- 
dinatensy Sterne,  wir  worden  sie  jetzt  anf  ein  rechtwinkeliges,  von 
welchem  die  X Achse  mit  jener  des  nrsprUnglichen  Systems  zusammen 
fällt,  and  also  die  ¥ Achse  auf  dieser  senkrecht  steht,  Übertragen. 

Nun  ist 

X » x,-|-yjCos<a  und  g = yiSino) 

. • . * = 1,-fyCOtgo) 

aber 

X,  = asin2n6  und  y,  — 6sin(2m0-l-if>) 
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• . y » isin<DsiD(2m9-|'4') 


und  also 

ö = s-  (arcsin V*) 

2ro\  isina) 

r = a sin  ^{arcsin  ^--j^-t/zj+ycotgo,  (4) 

Diese  ist  die  allgemeine  Formel  der  Lissajous’schen  Gurren  in  einem 
rechtwinkligen  Coordinatensysteme.  Nennen  wir  den  Winkel,  welchen 
die  Tangente  in  einem  Punkte  der  Curve  mit  der  ^Achse  macht^ 
T,  so  ist: 

(5) 

dx  na  n (.  y \ 1 , , 

cotgT  — — = — COS  - 1 arcsin.—; 1/<  =T-4-cotga> 

^ (ly  M m\  i Sinai  /V(°* — y ) ' “ 

Wir  werden  diese  Formel  gebrauchen,  nm  die  Richtung  der  Tangente 
fQr  den  Coordinatenanfangspunkt,  wenn  die  Curve  dnreb  diesen  Punkt 
geht,  zn  bestimmen.  Dann  mnss,  wie  wir  gefunden  haben,  p O 

oder  = 4 i oder  sein,  also  — 0 oder  — — — j*.  Diese  sind 
* n 

die  wichtigsten  Pbasendifferenzen , die  Übrigen  hierzu  geforderten 

PhasendifTerenzen  kann  man  nach  den  oben  gegebenen  Formeln  finden. 

In  dem  Coordinatenanfangspunkt  ist  z = 0 und  y •»  0.  Substitniren 

wir  dieses  in  der  Formel  (5),  so  finden  wir  r,  allein  auf  diese  Weise 

können  wir  nicht  Uber  das  Zeichen  der  2ten  Seite  urteilen,  dafür 

bringen  wir  die  Gleichung  in  die  Form: 


COtgt— COtgO) 


na 

mh 


COS 


m\ 


arcsin 


6sin  01 


cos  arcsin 


isin  ca 


Ist  y — 0,  so  kann  arcsin 7- • — 0 oder  = m»  sein:  also  fOr 

' ’ b sin  Ol 


tp—0  finden  wir  im  ersten  Falle 

cotgT  — COtgO)  = 

im  zweiten  Falle 


na 

mb  sin  01 


, na  COSniT 

COtg  t — cotg  ca  = — - 

^ ^ 171^  Sin  CD  cos  mn 


Ist  n oder  m gerade  und  das  andere  ungerade,  so  wird  die  letzte 
Formel 


cotg  t'— cotg  0) 


na 

misino) 


die  beiden  Tangenten  machen  einen  Winkel. 
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Sind  > nnd  m beide  ungerade,  so  wird  diese  Formel: 

na 

cotgT'-cotg«,- 

die  beiden  Tangenten  fallen  zusammen. 


Ist  * — ft,  so  ist  im  ersten  Falle 

n 


COtgT  — COtgM 

im  zweiten  Falle 

cotg  t' — COtgB 


na 

misin  ca 

na  cos  (n  + 1)  » 
mö  sin  03  COStnn 


Ist  n gerade  nnd  m ungerade  oder  umgekehrt,  so  wird  die  letzte 
Gleich  nug 


cotg  t'— cotg  0) 


na 

misin  a> 


Diese  Tangenten  machen  einen  Winkel,  aber  sie  fallen  mit  den 
znerat  gefundenen  zusammen. 


Sind  n nnd  m beide  ungerade,  so  ist; 


cotg  t'— cotg  M 


na 

misin  a> 


die  beiden  Tangenten  fallen  wieder  zusammen,  allein  sie  machen 
einen  Winkel  mit  denjenigen,  welche  wir  fär  t|;  = 0 fanden. 

Bestimmen  wir  den  Winkel  ä,  welchen  die  Tangenten  mit  ein- 
ander machen. 


— tg(t  — T‘)  = 


misin  w 


cotg«-|- 


fnisin  ai 


-|-cotgw 


IV.-  .-i cotg*  w — 1 

m*£*  810*0  ^ 


Sin  o - 


2m5 

na 


m*b* 


. • . tg  ^ = 8in  cö  tg  < 2 arc  tg  — > 
\ na  I 


2arctg—  ist  der  Winkel,  welchen  die  Tangenten  machen,  wenn 

o>  — 90*  ist.  Verschiedene  Teile  der  Curve  werden  einander  schnei- 
den; anf  folgende  Weise  können  wir  diese  Doppelpunkte  Anden. 


Anh.  4«  ibtli.  I.  Phjr«.  3.  Still.,  Teil  TL 


4 
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Id  einem  Doppelpaokte  muss  Xj  •>  a8in2n9  — asin2n0'  und 
y,  — • &sin(2mO-f-t|/)  = 6sin(2f»0'-f-^)- 


Dem  genflgen: 

2n0  •=  2n6'-f-25«  und  2m0-j-^  «=  2m0‘ -j- -j- 25» 

2nB  — • (2p  — 1)«  — 2n6'  2m0-f-ip  = (2/)  — 1)J* — 2m0‘ — 

oder: 


S-B'-^n.  . . 

. («) 

n 

• (ß) 

Aus  (o)  und  (d)  findet  man 


• ■ ■ ■>'> 
aus  (ß)  und  (d) 


4n»  2m'  2n 


B'  - 


>— 1 


Ip 


4m  **  2ra  2n  * 


B - 


0'  = 


2p-l 

4n 


2p — 1 

4n 


n 


\ 

( 

) 


II 


Himstedt’)  bat  die  Zahl  der  Doppelpunkte  der  Lissajons'schen 
Curven  bestimmt  uud  er  fand,  dass  diese  Zahl  im  allgemeinen 
2mn  — (m  n)  ist,  aber  in  dem  speciellen  Falle,  dass  die  Cnrve  dnrcb 
die  Ecken  des  Parallelogramms  geht,  ist  die  Zahl  nur  )(m  — l)(n — 1). 

Die  Formel  (5)  können  wir  auch  schreiben 

na  COS  2n0 

cotgT  “ o^sin  oj  cos(2ra0-|-rp) 

Setzen  wir  in  diese  Formel  die  Werte,  welche  0 und  0'  in  einem 
Doppelpunkte  haben,  so  finden  wir  fOr  I: 


cotgTi(  — cotga 


na 

m&sin 


in  <0  ( 2p— 1 , m ■ \ 

cosl'-'^»  + 


na 

m&sin  » 


n (2p— \ 

cos  g«  cos  - ( — „ — * - 
m V 2 


. 2p — 1 m 

Sin  — a — **  8in  - qn 

£ fl 


1)  Diu.  psg.  19. 
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cos 


cotg  r/ — cotg  a ■■ 


tn&sin 


tut 
f^sin  01 


01  (2p — 1 m , 1 

n /2p — 1 \ 


cos< 


f&r  U; 


. 2p  —1  . m 

8in-^ — Ä Sin  - oj* 

2 fl  ^ 


cos 


COt^Ti  — COtgO) 


mi  sin  01 


COS 


( 2p  — 1 , n l 

(2p — Im  1 


cos 


. 2p — 1 n 

sin — ä — * sin  — 01» 

2 m 

/2p  —Im  \ 

^-«+^^C0S3Ä 


cotg  Ti' — cotg  01 


na 

^sincu 


. 2p  — 1 . n 
sin  —j, — sm  - oj» 
na  2 m ^ 

misinoi  /m2p  — 1 , .\ 

cos  l — 5*  + 'l')  cos  gl» 

Also  ist  immer 

COtgTi-j-COtgTi'—  2cotgoi  (x) 

Wenn  man  in  einem  Doppelpunkte  die  beiden  Tangenten  zieht, 
so  ist  die  Somme  der  Cotangenten  der  Winkel,  welche  sie  mit  einer 
der  Achsen  machen,  gleich  zweimal  Cotangens  des  Coordinaten- 
winkels. 

Ist  01  = 90**,  so  wird  diese  Formel 

tg»i+tg»i'—  0 

welche  mit  der  von  Himstedt  gefundenen  Formel  flbereinstimmt 
Weiter  folgt  hieraus,  dass  die  Linie,  welche  den  Doppelpunkt  ver- 
bindet mit  der  Mitte  der  Achsen- Strecke,  die  zwischen  den  beiden 
Tangenten  liegt,  der  anderen  Coordinatenaebse  parallel  ist. 

Sei  A der  Doppelpunkt,  in  welchem  AC  und  AB  die  Tangenten 
seien.  Nehmen  wir  CD  = BD  und  sei  Wkl.  ADB  = {,  so  ist,  weil 
Wkl.  CAB  - Xi'— Xi  ist,  in  A ADB 

4* 
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oder 

Iq  A -dJSC  ist 


I CB : AB  -=  sin  (ti‘  — J) : sin  4 

CiJ : jIÄ  ■=  2(sintrf'cotg{  — cosTrf*) : 1 

CB : AB  — sin(rd‘  — ra) : sinxd 


= sinT<(‘cotgr,<  - costrf' : 1 
. • . 2sinT,('cotg4  — 2cos t/ = sin  Trf' cotg Trf  — cos  Td' 

2cotg4  — cotgrd-|-cotgtd‘ 

also  nach  (x) 

J = a> 

was  zu  beweisen  war.  Auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  fOr  den  Winkel, 
den  die  beiden  Tangenten  durch  den  Coordinatenanfangspnnkt  ge- 
zogen mit  einander  machen,  kann  man  jetzt  im  allgemeinen  fQr  jeden 
Doppelpunkt  beweisen,  dass  der  Tangens  des  Winkels,  welchen  die 
beiden  Tangenten  in  diesem  Punkte  an  die  beiden  Teile  der  Cnrve 
gezogen  mit  einander  machen,  dem  Tangens  des  Winkels  zwischen 
den  Tangenten,  wenn  das  Coordinatensystem  rechtwinklig  war,  mit 
dem  Sinns  des  Coordinatenwinkels  multiplicirt,  gleich  ist 


Um  die  Wendepunkte  zu  bestimmen,  müssen  wir  (5)  nochmals 
differentiiren,  so  finden  wir: 


X 


y6*sin*o) 

m 


- y*  sin  - ( arcsin  »h  )-|-y  cos  -( arc sin r;?—- ) 

»i»\  osinoi  / »n\  osinu  / 


yÄ*sin*oi  — y* 


d^x 

Für  einen  Wendepunkt  muss  ^ — 0 sein,  also 


. n / y \ 

ntg-  I arcsm  I 

^ m V i sin  09 


tny 


oder 


■j/6*sin*o) — y* 

ntg-Tarcsin^-  — •=  -r^^L= 
i / Vb^  — yi* 


(6) 


Aendert  sich  der  Wert  des  o>,  so  wird  der  Wendepunkt  einen 
Kreis  mit  dem  Itadins  y^  beschreiben.  (Fig.  2 und  3.) 

Fahren  wir  in  Gl.  (6)  die  6 wieder  ein,  so  wird  sie: 

ntg2n0  — > mtg(2i»G-|-^)  (7) 
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Durch  Bestimmung  von  B aus  dieser  Gleichung  finden  wir  die  Zeit- 
punkte, in  welchen  der  Punkt  durch  einen  Wendepunkt  geht.  Diese 
Zeiten  sind  unabhängig  von  u. 

Dieser  Gleichung  werden  unendlich  viele  Werte  der  B genOgen, 
unter  welchen  jedoch  nur  eine  bestimmte  Zahl  verschiedene  Vor- 
kommen, die  Zahl  der  verschiedenen  reellen  Werte  der  B muss  man 
bestimmen,  um  die  Zahl  der  Wendepunkte  zu  wissen.  Wenn  wir  die 
Formel  (7)  in  Potenzen  des  Sinns  der  G entwickeln  und  die  irra- 
tionalen Functionen  durch  Qnadrimng  fortsebaffen  , so  bekommen 
wir  eine  algebraische  Gleichung  höherer  Ordnung  in  Bezug  auf  sin  B. 
Die  Zahl  reeller  Wurzeln  zwischen  -|-1  und  —1  giebt  die  Zahl  der 
Wendepunkte.  Auf  diese  Weise  werden  wir  es  jedoch  schwer  finden, 
und  durch  die  Quadrimng  fahren  wir  Werte  fOr  B ein,  welche 
nicht  der  Formel  (7)  genügen. 


Die  Cnrve  hat  an  jeder  Seite  der  F,  Achse  n mal  ihre  grösste 
Entfernung  und  an  jeder  Seite  der  Achse  m mal.  Gebt  die  Cnrve 
von  einem  Punkte,  wo  sie  ihre  grösste  Entfernung  von  der  F,  Achse  hat, 
nach  einem  solchen  Punkte  in  Bezug  auf  die  X^  Achse  oder  umgekehrt, 
BO  hat  die  Cnrve  keinen  Wendepunkt;  dies  ist  zwar  der  Fall,  wenn 
der  Teil  der  Cnrve  zwei  Punkte,  welche  die  grösste  Entfernung  von 
derselben  Achse  haben,  verbindet.  Nun  sei  n grösser  ab  m,  so  wird 
die  Cnrve  2(n  — m)  Teile,  welche  Punkte  mit  der  grössten  Entfernung 
von  der  F]  Achse  verbinden,  haben ; demzufolge  bat  die  Cnrve  2(n  — m) 
Wendepunkte.  Die  Formel  (7)  bat  dann  auch  2(n — m)  reelle  Wur- 
zeln für  sind.  Geht  die  Cnrve  durch  zwei  Ecken  des  Parallelogram- 
mes,  so  fallen  die  Wendepunkte,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche 
gerade  in  den  Ecken  liegen,  je  zwei  und  zwei  zusammen,  und  ver- 


^ j , 2(n  — ro)— 2 

scbwmden  abo 5 


Punkte,  dann  bat  die  Cnrve  in  diesem 


speciollen  Falle  nur  n— Wendepunkte. 


Ans  (4)  und  (5)  folgt  durch  Dividimng: 


X — y COtgw 
CotgT  — cotg  a 


? tg  ^ (arcsin  ^ - ,p)Vi>sin* «,  -y» 


und  wenn  wir  (6)  gebrauchen: 
X — ycotgm 


COtgt  — cotg»  n* 


oder 


z/y — COtgo)  m* 


COtgt  — cotg» 

Bringen  wir  die  Cnrve  auf  Poiarcoordinaten,  so  bt 

X =>  rcoatp  und  y — rsin^ 
und 
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oder 


cotg  <p  — cotg  OJ  in’ 

COtgT  — cotg»  ” n* 

BiD(i« — (p)  _ TO*  ain  (n>  — t) 
sin  q»  n*  sint 


(8) 


Diese  Formel  lehrt  uns  die  Beziehnng,  welche  in  einem  Wende- 
punkte zwischen  dem  Winkel,  welchen  die  Tangente  mit  der  Ä Achse 
macht,  nnd  der  Anomalie  besteht. 


Gebt  die  Cnrve  durch  den  Coordinatenanfangspunkt,  so  ist  dieser 
Pnnkt  auch  ein  Wendepunkt,  jedoch  dieser  Punkt  genOgt  nicht  der 
Formel  (8);  der  Grund  dafür  wird  später  gegeben. 

Wir  werden  jetzt  die  Geschwindigkeit  nnd  die  Beschlennignng  in 
jedem  Punkte  der  Curve  bestimmen,  ln  dem  schiefwinkligen  Coor- 
dinatensysteme  war 

Z|=asin2n6  nnd  y,  — 6 sin(2TO#-|-V') 
wo 

e - - - 

ist,  also 

M j* 
t«  “ nr 


und 


»’x, 


dB 
dS  lü 


2wa  „ ^ 
— -;;rCOS2n6 


r 


dy,  dB 
dB  dl 


2to  bn 

~~nT~ 


cos(2TO0-)-tl') 


die  Geschwindigkeit  ist 

V = V {v*,  • v»i* -|- 2va,  v^,  cos  m J 

Sei  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  in  Bczng  auf  die  X Achse  P, 
so  ist: 


sin(io  — y) na  COS  2nB  sin  (ni  — t) 

1’,,  siny  mb  cos(2to6-}^  ip)  sinot 

Die  Componenten  der  Beschleunigung  sind: 


nnd 


dVi,  dB 
dB  M 


4«’«  • „ « 4«* 

^sin2n»  = — -^x, 


dv«,  dB 
^‘=-dB^ 


An*  bm* 
n*T* 


sin  (2m6  -f  v)  = — ^ yi 


nnd  also  die  Beschlennignng: 
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p — 4»>l/  I ^^^^2  ^Hcoswj 
Sei  die  Ricbtnog  der  Beschleanigang  zar  X Acbso  d,  so  ist: 


pi,  sin  (w — d)  n*a8in2n9  n*  *| 

Pt,  ” sind  “ m*6sin(2m6-J-^)  “ 

n*  Bin(o> — (p) 

m*  sin  9 


Diese  Formel  gibt  die  Beziebnng  zwiseben  der  Anomalie  and  der 
Ricbtnog  der  Bcscblennignng. 


Sollen  die  Ricbtnngen  der  Geschwindigkeit  nnd  der  Beschlenni- 
gnng  zasammen  fallen,  also  in  einem  Wendepnnkto,  so  mnss  sein 


oder 


na  COS  2n&  n*asin  2n© 

micos(2>»  0 + 9)  m*isin(2tn0+ 9) 

mtg(2m0  + 9)  = ntg2n0 


Diese  Formel  ist  der  Formel  (7)  ähnlich. 


Ist  die  Phasendifferenz  so  gewählt,  dass  die  Cnnre  dnreh  den 
Coordinatenaniangspankt  gebt,  so  ist  in  diesem  Pnnkte  px,  nnd 
Pt,  = 0,  folglich  ist  die  Beschleanigang  in  diesem  Pnnkte  anch  0. 
In  allen  übrigen  Pnnkten  ist  die  Beschleanigang  grösser  als  0.  Die 
Geschwindigkeit  ist  in  den  Ecken  des  Parallelogramms  0. 

In  einem  Doppelpnnkte  ist: 

sin((o  — d)  »**,  sin(u  — d')  n**j' 

sind  n**yi  ****  sind'  n**yi' 

aber 

*,=*,'  and  yi=yi'  also  anch  d = d' 

was  ans  lehrt,  dass  in  einem  Doppelpunkte  die  Bcscblennignngen  in 
den  beiden  Teilen  dieselbe  Richtung  haben. 


Jetzt  werden  wir  den  geometrischen  Ort  der  Wendepnnkto  aller 
Cnrren  bestimmen,  welche  bei  bestimmten  n and  m Vorkommen. 


Die  Cnnre,  welche  diesen  geometrischen  Ort  gibt,  werde  ich 
die  Cnrve  der  Wendepunkte  nennen. 

Ans  (7)  folgt  durch  Snbstitntion  der  Werte  (2) 
myiVo* — »,*  = n «jVi*  — y,* 

oder 

(n*  — 01*)  *i*yi*  ” n**|*  6*  — m*yi*o*  (9) 

Diese  Formel  enthält  nicht  die  y,  also  ist  diese  Gleichnng  jene 
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der  gesnchten  Corve  in  dem  schiefwinkligen  Coordinatensysteme. 
Die  Cnrve  ist  vom  4ten  Grade  und  symmetrisch  zu  den  Achsen. 
Sie  geht  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  und  durch  die  Ecken 
des  Parallelogrammes.  Fig.  2 und  3. 

Bringen  wir  die  Curve  auf  Polarcoordinaten,  so  ist 

rsin(e  — »')  , _rsin<p' 

^ Sin  €0  8in» 


**  — 


■1*  — m* 


6*  cosec’*  <p'  — w*  a’  cosec  * ( w — 9')  j 


Soil  r reell  sein,  so  muss  sein: 

n*A’cosec*i)>'  5»  m*o*cosec*(a) — >p') 
nAsin(«  — v')  ^ >»osin(p' 

^ nA  sin  oa 

• ^ nA  cos 


oder 


Die  Anomalie  ist  bei  dieser  Cnrve  unstet^. 

Für 

itAsin  n 

” flAcos  oi-^-ma 

ist  r — 0,  also  gebt  die  Cnrve  durch  den  Coordinatenanfangspunkt. 

Sei  der  Winkel,  welchen  eine  Tangente  dieser  Curve  mit  der 
X Achse  macht,  t,,  so  ist 

r^tgv'+r» 

t«»i=  


dr  ^ , dr  , 

j^.-»-tg»  r^-r»tgv 


r ^,  = — ?^-^,{»*A*cos9'cosec*qp'-{-m*o*cos(M— (j)')cosec*(«»— v')J 

alp  II*— m* 

Durch  Substitution  dieses  Wertes  und  des  Wertes  von  r*  in  die 
Formel  für  tgr,  findet  man 

m*o*sin*y  jcotg(M— y')tgy*-{-l} 

” n*A^sin’'(ca-q:')|cotg9>'-f-tg9'}-Hn’o^Ül*qp‘|cotg(o>  — 91')— tgv'} 

n*A*  sin*(w— ®') 
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Nach  (8)  ist 

lin(o)— (jp)  "*  sin(w— i) 
sin9P  ” n*  sinT 

also  weil  in  einem  Wendepunkte  <p  <»•  7'  ist 

sin(ii» — T,)  _ CT*  ft*  sin*(tti — t) 

sinTj  n*o*  sin*T  ' ' 


Diese  Formel  gibt  uns  die  Beziehnng  zwischen  den  Winkeln, 
welche  die  Tangenten  in  einem  Wendepunkte  an  die  Cnrve  nnd  an 
die  Cnrve  der  Wendepunkte  gezogen,  machen. 


Formel  (8)  gilt  nicht  im  Coordinatenanfangspnnkt;  hier  ist 


cotg^p 


X g|-fy,C0Sa>_  <Bi  , 

y jf]  sin » yi  sin  pp  ** 


C0tg9  — cotgu 


«1 

fl  sinw 


0Bin2ne 
ft  sin«  sin2CT0 


Fflr  6—0  wird  die  rechte  Seite  — <*/g,  dnreh  Differentiation  findet  man 


also  fttr  6 — 0 ist 


2»  a cos  2nB 
2CTftsinppcos2CT  9 


sin  (tt)  — 0»)  na 

sin  qp  mb 

Nach  (5)  ist  fttr  6 — 0 


sin(n> — t)  na 

sin  T mb 


. • . im  Coordinatenanfangspnnkt  ist  qp  = r. 

Bei  der  Cnrve  der  Wendepunkte  haben  wir  fOr  r = 0 gefnnden 


nnd  nach  (10;  ist 


also 


sinfw — q>')  CTO 

sinqp'  »ft 

sinfi»  — »i)_  CTO 
sinri  ~ nb 

*1=9' 


Weiter  folgt  ans  diesen  Formeln 
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sin  (ta  — t,)  TO*  6*  gin*((u  — t) 

sin  t,  n*a*  sin*T 

Formol  (11)  gilt  also  in  dor  Tat  im  Coordinatenanfangspnnkt. 
Fttr  Zj  — a und  t/t  =■  b oder  y -^b  sini»  ist 


also 


a : Ä = sin  (»—  qi') : sin  <p' 

sio(o>  — t,)  n*6*  o*  _n*a 

sinz,  m*a*  b*  TO*i 


Ans  (5)  folgt 

COtgT  - cotgoj  = o/o 
Die  Differentiation  der  rechten  Seite  gibt: 


to4 sino»®'**  m i sin w *^)yA*sin‘o>  — y* 


Va* 


sin'w 


»IO  — y* 


und  dieses  wird  für  y = Asin  o>  gleich  — ; 

” “ TO  Asm  o) 


also 


sin(t  — 6)) w*  o 

sint  m*A 


folglich  haben  wir  in  der  Ecke  des  Parallelogramms  t — t,  ; dass  die 
Formel  in  der  rechten  Seite  ®/o  wird,  ist  nur  möglich,  wenn  die  Werte 
z,  = + a nnd  y,  -=  +A  der  Formel  (3)  genügen. 


Die  Formel  (9)  gibt  nur  den  Ort  eines  Wendepunktes,  wenn 
a > z,  > — o nnd  4 > Vi  > — A ist.  Die  Curve  dehnt  sich  jedoch 
weiter  ans.  Sie  wird  eine  Asymptote  haben,  wenn  z,  bei  einem  be- 
stimmten Werte  der  y^  oder  umgekehrt,  unendlich  gross  ist 

Sei  n,  wie  wir  angenommen  haben,  grösser  als  to. 

Ans  (9)  folgt 

my^a _ TOyo 

**  y (A*n*  — (n* — TO*)y,*)  y {A*  n*  sin*M  — (n*  — w»*)y*} 

also  ist  zj  =00  für 

hn 
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Für  eine  Asymptote  muss  r anendlich  gross  werden  bei  einem 
bestimmten  Werte  von  9',  dieses  wird  der  Fall  bei  9'  = 0 (denn  bei 
1»'  — • wird  r imnginir),  also  ist: 

cotgr,  — cotgia— OD  nnd  also  t,=0 

Die  Asymptoten  sind  der  X Achse  parallel  and  die  Gleichang 
der  Asymptoten  wird  also  sein 

In  Fig.  (3)  sind  die  Linien  OO'  and  PP“  die  Asymptoten;  hier 
” 5 nnd  m = 3,  also  y = i */4isinoi. 


Um  den  Krflmmnngsradias  jedes  Pnnktes  der  Conre  za  finden, 
haben  wir  die  Formel 


9 — ^ d*x  dx  »Py 

dt  dp  * ^ 


dy  JPx  dx  tPy 
rf»  ~dS  dB* 


Non  ist: 


y = isia«sin(2M6-f^)  and  2 — osin2a0-f-a  cos«sin(2m6-f-ip) 



^ = 2aiasia«cos(2ii«+tp)  = 2«V'6*sin*»— p = 2«.sinw^'^:ip 
€py 

^ = — 4»«asiBwein(2»«+ip)=  — 4*V  - — 

dx 

= 2fMicos2a«#-|-2aiacoeMooe(2at9-|.tp) 


= 2«y  o*  — (x  — g cotg  •)*  -f  2m  cotg  m V i*  sin*«—  y* 
= 2*  Va*— »,*  -j-imcotm  V^—y* 

jp«  = — 4a^sia2a9 — 4aacos«ein(2>i<S'-|-<;) 

= — 4a*(«— ycotga)  — 4a^COtg  m 
= — 4»*r,  — 4«*y,cotg«» 


wefl 

and 
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rin(»  — T,)  »«J*  siii*(w  — r) 

dn  Tj  **a*  siB*r 

Forncl  (11)  gilt  alK>  io  der  Tat  im  Coordioateaanfiuigspaiikt. 
Ftr  Xj  — a und  fi=b  oder  jr  — i sin«  ist 


also 


o : 6 = sin(«— v') ; EU^' 

sin(»  — T|)  ■***  «*_■*« 

sin*,  “ wV  iS  ~m’b 


Ans  (5)  folgt 

cotg*  - cotg  m = % 

Die  Differentiation  der  rechten  Seite  gibt: 

*»*sin»*™  4sin«  *^)>  i*sin*»  — f* 

f 

— r* 


nnd  dieses  wird  ftr  y = 4sin  m ^eich 


■ 

■lisin« 


also 


sin(*  — • 

sin* 

fdgüch  haben  wir  in  der  Ecke  des  ParalieiogTaBas  * — *,:  da":  .i 
Formel  in  der  rechten  Säte  * » wird,  ist  nnr  mdgtkk,  wenn  die  ^V 
X,  = n«  «wi  >1  — 4er  Fonael  (3)  genkgea. 


Die  Forari  (9)  gibt  nnr  den  Ort  eines  Wmiepnnktes,  ' 
s > X,  > — <i  nnd  4 > y,  > — 4 ist.  Die  Citrse  dehnt  sieb  je<l 
weiter  ans.  Sie  wird  eise  Ascmptde  haben,  wenn  x,  bä  einen 
stimmten  Werte  der  jf,  oder  nmgä»hrt.  nnndlkh  gross  ist. 

Sä  m.  wie  wir  am^enomniea  haben.  grOssser  als  ■*. 


Aas  (9)  6)igt 

">i* 

also  ist  X,  =x  ftr 

'--V 


■>  ;4^w*sin*m — l»* — 


anw 
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1 j»*(o*-*j*)-f-2wiiC08  m y(a*-ij*)(4*— 

ffwisinoi  myj  Va*  — i,* — narjVi* — 

Für  to  = 90”  gebt  diese  Formel  über  in 

^ »m  royjVa*  — x-^  — nx^')/h'*  — yj* 

Für  0)  » 0 sind  alle  KrUmmnngsradicn  anendlich  gross,  ln  den 
Wendepunkten  mnss  p nnendlich  gross  sein;  dieses  ist  auch  der  Fall, 
denn  nach  (5)  i:>t  dann 

tnyiVa*—  Ti*  — nr,  yÄ‘— y,* 

Für  Punkte  in  den  Seiten  des  Parallelogramms  ist  Zi  +o,  also 


1 — yi*)j*/« 

^ mn sin  o>  naVi* y^  n*sinw  a 

and  für 

. n*  a* — *1* 

y,  = 4-  o ist  P “ ~~ä~- £ 

* m*  Sin  o>  b 


Wir  haben  gefunden;  dass  in  einem  Wendepunkte 
nsin2n6  cos2n6  _ 

m sin  (2m6  4~  ip)  cosi2m®-y^) 

ist,  nnabh&ngig  vom  Werte  des  m. 

Sehen  wir  was  dieses  bedeutet,  wenn  o><-  0 ist.  Der  Punkt 
bewogt  sich  dann  längs  einer  geraden  Linie,  und  es  kann  dann  nicht 
von  einem  Wendepnnkte  die  Uede  sein.  Das  Verbältniss  der  Go- 
sebwindigkeiten  jeder  der  beiden  Bewognngen  ist  in  jedem  Pnnkto : 

Vc,  na  cos  2n0 

Vyj  mAcos(2m0-|-^) 

and  das  Verbältniss  der  Beschleanlgnngen; 

Px]  n*asin2n0 

Pn  n»’isin(2m0-j"  IP) 

Stellen  wir  in  die  erste  Formel  den  Wert,  den  0 haben  muss  ftlr 
einen  Punkt,  der  übereinstimmen  wird  mit  einem  Wendepunkte,  so  ist: 

Vi,  n*a  sin  2n0  p*, 

*’w  n»*isin(2m0-j-i(;)  pyj 

Der  Wendepunkt  wird  im  Falle,  dass  cd  —0  ist,  ein  Punkt,  wo 
das  Verbältniss  der  Geschwindigkeiten  dem  Verhältnisse  der  Be- 
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schleanigangen  der  beiden  Bewegungen  gleich  ist  Wir  werden  auch 
im  allgemeinen  2(n—m)  solche  Punkte  finden.  In  Fig.  2 sind  diese 
Punkte  durch  Bq  angegeben;  die  oscillirende  Bewegung  findet  l&ngs 
der  JF  Achse  statt. 

Die  Curve  der  Wendepunkte  schneidet  die  Cnrve  in  mehreren 
Punkten  und  zwar  in  4n  Punkten,  denn  2n  Teile  der  Cnnre  liegen 
zwischen  den  Seiten  des  Parallelogrammes,  welche  der  V,  Achse 
parallel  sind,  und  jeder  Teil  schneidet  die  Cnrve  in  2 Punkten. 
2(i>4~”*)  vo»  diesen  Punkten  sind  Wendepunkte,  da  bleiben  also 
noch  2(n— m)  Schnittpnnkte  Qbrig,  nnd  im  speciellen  Falle,  dass  die 
Cnrve  durch  zwei  Ecken  des  Parallellogrammes  geht,  gibt  es  nur 
n-|-m  — 1 Schnittpnnkte.  Dass  wir  diese  Pnnkte  auch  finden,  hat  sei- 
nen Grund  darin,  dass  wir  die  Formel 

— ~ nXjVi*  — y,* 

qnadrirt  haben.  Zieht  man  ans  der  Formel  (9)  die  Wurzel,  so 
bekommt  man  nach  EinfOhruug  der  G: 

mtg(2mö-|-lp)  — i ntg2nG 

das  positive  Zeichen  giebt  die  Wendepunkte,  das  negative  die  Übrigen 
Schnittpunkte. 

FOr  ^ 0 genOgt  0 — 0 in  beiden  Beziehungen;  die  Cnrve  geht 

dann  durch  den  Coordinatenanfangspnnkt , folglich  genügt  dieser 
Punkt  der  Bedingung  eines  Wendepunktes  nnd  der  eines  Schnitt- 
punktes. 

W’ir  finden  für  das  negative  Zeichen: 

cosmO  nsin2n0 

COS(2m0-|-i/>)  ” »nsin(2m0-|-^) 

fUt 

Nach  Mnltipiicimng  finden  wir  durch  Substitution: 

^t__ 

”»1  Pn 

In  den  Schnittpunkten  sind  also  ancb,  wenn  man  das  Zeichen  nicht 
achtet,  das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten  nnd  das  der  Beschleuni- 
gungen einander  gleich,  jedoch  hat  eine  dieser  4 Grössen  das  ent- 
gegengesetzte Zeichen  der  3 anderen. 

Nun  ist 


also 


vji  ^ sin(c>— y)  pi,  sinfca  — 3) 

” sin  y Pw  sin  d 
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dies  giebt 


8in(<» — y)  _ 8in(a» — i) 

sin  y sin  d 

cotgy  + cotgd  — 2cotgo> 


Diese  Formel  lehrt  ans  die  Beziebang,  wdche  in  einem  Schnittpunkte 
der  beiden  Cnrven,  der  kein  Wendepunkt  ist,  zwischen  den  Richtun- 
gen der  Geschwindigkeit  und  der  Beschlennignng  bestehen  mnss. 


Für  <0  =•  90®  wird 

y = 180®— d 


Die  Liteajoue'eehen  Curven  und  die  goniometrieeken  JF^netionen 
vielfacher  Bogen. 


Wir  haben  gefunden,  dass  die  Coordinaten  eines  Punktes  einer 
Lissajons’scben  Cnrve  sind: 

* = a8in2n0  und  y — i8in(2o»0-f-ip) 

Setzen  wir  20  — ij,  so  wird 

X — asinni;  and  y •=  isin(mi)-{-ip) 

Ans  diesen  Gleichungen  muss  17  eliminirt  werden,  nm  die  Gleichung 
der  Cnrve  zu  finden. 


m und  R sind  ganze  Zahlen,  welche  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor  haben,  so  dass  wir  also  folgende  F&Ue  unterscheiden  können: 


I n gerade 

II  n ungerade 

III  n ungerade 


m ungerade 
m ungerade 
m gerade 


Sei  die  Phasendifferenz  gleich  0,  so  ist 

X — asinni;  und  y — ösium«; 
8inm(ni])  — sinnfmi;) 


Nnn  ist 


(1) 


Ist  es  möglich  sinmfni})  in  eine  Reihe  von  Potenzen  von  sinnq 
und  sinnfmi})  in  eine  Reihe  von  Potenzen  von  sinmi;  zn  entwickeln, 
so  haben  wir  die  gewünschte  Gleichung  der  Cnrve  gefnnden.  Nnn 
ist  jedoch  die  Entwickelung  des  Sinns  eines  vieliachen  Bogens  in 
Potenzen  des  Sinus  des  einfachen  Bogens  nnr  möglich,  wenn  das 
Vielfach  ungerade  ist.*) 


1)  Stblömilch.  Alg.  Anslytii  pag.  189. 
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Nur  im  Uten  Falle  wird  die  Entwickelnng  möglich  sein,  und 
wir  bekommen; 


I 1 2 3 . 

^ -1  ” (”*  !*)(”*  6*) 

1^12  3 


im«-(2p-3)»} 

2p  — 1 


sin*i’-*«i} 


■ |n«-(2g-3)»} 
. 2a— 1 


sin**“*TOij 


% , »»(ro«  -l«)(w«-3»)...  {ot«-(2p-3)«1 

1 1 2 3 ...  2p  — 1 

1^12  3 ...  2a  — 1 i*»-i 


Die  Cnrve  ist  für  x vom  mten  Grade  and  fOr  y vom  nten  Grade. 

In  den  beiden  andern  Fällen  ist  eine  der  Seiten  der  Formel  (1) 
anentwickelbar.  Erhebt  man  die  Formel  (1)  in’s  Quadrat,  so  be- 
kommen wir: 

sin'f7>(ni])  ■—  siu*n(mi}) 

Wir  mOssen  nnn  untersuchen,  welche  die  Reihe  sei,  welche  wir 
bekommen,  so  wir  die  2te  Potenz  eines  Sinns  eines  vielfachen  Bogens 
entwickeln  in  eine  Reihe  von  Potenzen  des  Sinus  des  einfachen 
Bogens. 

. . ...  "f'»  — 1)(" — 2)  . ... 

Binni  -•  nsin5cos*-‘J  — j — 2 g— sin*{cos"“*£ 


+ 


n (n  - l)(n  — 2)(n  - 3)(n  — 4) 
1 2 3 4 5 


sin*  £ COS"“’ £ 


also 


n(n — 1)(»  — 2)(n  — 3)(n — 4)(n — 5){» — 6) 
i 2 3 4 5 6 T~ 


sin*£coB"~’£  etc. 


sin*n£ 


n*sin*£cos*"“*{ — — sin*£cos*»-^| 


n*  (n — 1)(»  — 2)(n — 3)n — 4)n— 5)(n — 6) 
~i  3 4 5 6 7 


8in*£co8^-*£  . . . 
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4. 


n*(i.  — l)»(n— 2)«(n— 3)(w— 4)  . 


3* 


8in*{coB*"-*{  . . . 


Setzen  wir  1 — sin*{  für  cos*{,  so  können  wir  die  Potenzen 
nach  dem  Binominm  Newton’s  entwickeln,  und  weil  in  der  Formel  nur 
ganze  positive  Potenzen  Vorkommen,  werden  wir  endliche  Beihen  finden. 

sin*  b{  = n*  sin*  { ^ g ■ sin*  { + 2 ^ — sin*  | 


«*(n*-l*)(n*-2*)(«*-3*)  . 
i 3i 6 ••• 

4.3n*(n*— 1*) 


...  , (2  , . 4.3«*(n*-l  , , 

sin*fi{  = i 1 1"  ®‘“  lT2i 3^^  ^ 

6.5.4n*(n*— l*)(fi*— 2*) 


sin*f 


+ 1.2.3  i 3*  5* 

8. 7. 6. 5 n»(B*— 1*)(b*-2*)(b« -3») 


1.2.3.4  1 3* 

(3) 


6* 


7* 


sin»{  . . . 


Sei 


»in*»(^-“) 


t * 

«-  2 — 


«*(n*-l*)(n*-2*)...{n*-(p-l)*} 


Ist  n gerade,  so  ist: 


»*  (n*-l*)(B*-2*)...|n«-(p-l)*} 


5* 


Bin*nu  = i £(-l)r~^C,*r  3» 

Für  n ungerade  ist 

. .5.  .X  ,„.,«*(b*— l*)(n*— 2*)...|**-(f»-l)*l 

cosnti  — |.S(  ly  ‘C,*Vj  g,  g, 

oder 

»*(,*-1*X»*-2*)...1b*-(p-1)*| 
1 3*  5*  ...  (2p  — 1)» 


sin*»«- 1— i £(— 1)1’-»  Cp%» 
1 


cos^l 


C08*»’m 


COS^H 
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Wenden  wir  (3)  aaf  die  Gleichnng 

sin’m(ni])  = am*n(mtj) 

an,  so  bekommen  wir: 


5«  ...  (2p -1)« 


w»* (m*  — l*)(ni*  — 2*)...  jn>* — (p  — l)*j 


oder 

i’i-l)!'-!  C,*e 


3* 


...  (2p  — 1)* 


«» («»— l*)(n»  - 2«) . . . l»i«  - (g  - 1 )» 1 j 


y/_i r 2«  ' ''  '•••  I- VI 

M f'««!  3«  ö*  ...  (29-1)«  *2» 


(6) 


Die  Curve  ist  also  für  x vom  2«>ten  Grade  und  für  y vom  2nten 
Grade.  In  der  Formel  kommen  nur  gerade  Potenzen  der  y und  der 
z vor,  deswegen  wird  die  Curve  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide 
Achsen  sein. 

Wir  werden  jetzt  die  speciellen  Fälle  untersuchen,  dass  -=>  90®, 
180°  oder  270®  ist,  was  ttbereinstimmt  mit  einer  Phasendifferenz 
gleich  iF;  und  Ji'. 

Ist  tji  = 90®,  so  werden  die  Gleichungen,  welche  die  Stelle  des 
Punktes  geben : 

X = aaiünri  und  y =•  isin(mi;-|-i’*)  = *co8m»; 
Gebrauchen  wir  das  Axiom 


COSm(nij)  = C08n(m>;) 

Der  Cosinus  des  vielfachen  Bogens  kann  nur  in  einer  Reihe  von 
Potenzen  des  Sinns  des  einfachen  Bogens  entwickelt  werden,  wenn 
das  Vielfach  gerade  ist‘)  Er  kann  immer  in  einer  Reihe  von  Po- 
tenzen des  Cosinus  des  einfachen  Bogens  entwickelt  werden.^}  Die 
Gleichnng  der  Curve  wird  im  III ten  Falle,  das  ist  wenn  n ungerade 
und  m gerade  ist: 


i«  . m« (m«- 2«)(w»- 4») ...  I m»-  (2p  - 2)«) 
l + -*(  1)'^  1 2 3 ...  2p 


sin^rnij 


I)  SchIGmilch.  Alg.  .ännlyiis  pag.  ISS. 

S)  „ „ , 19i- 

Ank.  a«r  Math.  i.  Pkri.  S.  Beike,  Teil  VI.  8 
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oder 

l + ^( 


' i |(2c08inij)’*  — j(2c08n»Jj)"“2-l-  ^ (2C08in>;)"~'* 


m(n  — 4)(n — 5) 


(2c08mij)«-*  U.  8 W.  I 


m* (m*  — — 4*)  . . . | m* - (2p  — 2 )* ) **»- 

1 2 3 ...  2p  ~ 

(2"j("  n2"-2jf"-2  n(n  — 3)2"-^3/*'-< 

“ * i “ 1 ~^b<^  T i ^ b^*  ~ 


n(n  — 4)(n  — 5)2"~*y"~*  ) 

— i 2 3 ■ ■ ■ ■ “•  ®-  ) 


(7) 


Die  Curve  ist  fQr  z vom  mten  Grade,  für  y vom  nten  Grade, 
n dieser  Formel  kommen  nur  gerade  Potenzen  der  z vor,  also  ist 
die  Curve  symmetrisch  zur  K Achse. 


Im  Ilten  Falle  sind  m und  n angerade,  also  ist  cosn(mi})  ao- 
entwickelbar  in  eine  Reihe  von  Potenzen  von  sinni;,  wir  müssen 
wieder  gebrauchen  die  Formel: 

sin*m(n?j)  -=  Sin*n(mi2) 

Werden  diese  Functionen  entwickelt  nach  den  Formeln  (3)  und  (5), 
so  finden  wir: 


o-  ~ — 2*) 

1 3*  5» 


l«n*— (p—  1)*| 
(2p -D* 


Siu*^  ntj 


1 

oder 


n»  (»«  — 1 »)(««  - 2«). . . I n«  — (g  - 1 )» I 


3* 


5* 


(23-1)* 


cos*«  mt! 


i 5 r 2p  ”»^(»"*-l«)(m*-2*)...|m*-(p-  1 )»1 

*7'  3»  5*  ...  (-’p-l)* 


- 1 -ii(-i)«-» 


n«(»»-l*)(«*-2*) 
1 3*  5* 


l»^-(g-i)»l 
(23  — 1)* 


Diese  Curve  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide  Achsen  und  sie  ist 
für  z vom  2mten  und  für  y vom  2ntcn  Grade.  Sie  geht  nicht  durch 
den  Coordinatenanfangspunkt. 

Ist  nun  im  Iten  Falle  n gerade  und  m ungerade,  so  finden  wir 
bei  der  Entwickelung: 
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1 5(-iy-i  c.*p  ~ ^*^^”** - 2*)  • • • I "»» - (P  --  DM  j 2 

^ ‘''1  3*  5*  ...  (2p  — D* 


1)»  jj*  (2^— 1)*  COS'*®**? 


oder 


",  1 ^._1  p O.  ”»*  (”**  - 1 *)(m*—  2») . . . {m*  - ( p — 1 )« 1 «SP 

z(-i)i>  CpSKj  p 5*'  :;. 

i;»  t-»»!  3i  -5,  - (23-1)*  i2« 


Diese  Gleichang  ist  der  Formel  (6)  gleich ; die  Carve  wird  in  diesem 
Falle  dieselbe  sein,  als  wenn  die  Pbascndifferenz  gleich  0 wäre. 

Ist  = 180®,  so  wird 


X — asinnij  und  y ■=  4sin(»uj-f- >*)  = — isiiimij 

Ira  ersten  und  dritten  Falle  finden  wir  dieselben  Gleichungen 
fOr  die  Curven,  als  wenn  die  Phasendifferenz  0 wäre;  im  zweiten 
Falle  wird  die  Gleichung  (2) 


i,  , — !*)(«>*  — •1*)...  [m*  - (2p  — 3)*1 1**’“' 

t 1 2 3 ...  2p -1  a*!--' 

”4~i 

l r ,'.-1  "("*-!*)(»*- 3*) (-y)*«-‘ 
“ I ' 1 2 3 ...  23-1  42«-> 

Die  Potenzen,  welche  in  der  rechten  Seite  Vorkommen,  sind  un- 
gerade, also  haben  diese  Glieder  das  entgegengcstellte  Zeichen  wie 
in  der  Formel  (2).  Hieraus  folgt,  dass  die  Curven,  welche  bei  den- 
sellten  n und  m entstehen , bei  einer  Phasendifferenz  gleich  0 oder 
gleich  ^1'  Spiegelbilder  von  einander  sind. 

Zum  Schlüsse  sei  die  Phasendifferenz  } 1',  so  finden  wir  im 
ersten  und  zweiten  Falle  dieselben  Curven,  als  wenn  die  Phasen- 
differenz  j l'  wäre.  Im  dritten  Falle  finden  wir  jedoch,  weil 

X = asianri  und  y — isiD(m3-j-*/,  «)  = — 4sinm>;] 
ist 

1 r_i M. ”>*(»»*- I *)(»»*- 2«)... |m*~ (2p- 2)*  1 x2»> 

■^1^1  2 3 . . . 2p  aäP 

_ (2"(— y)»  «2— 2(-y)"-*  «(71-3)  2— M-y)"-^ 

* \ b”  1 4»-*  +1  2 4"-< 

«(«  — 4)(n  — 5)  2"~*( — y)"~*  _ ( 

— 2 3 u.  s.  w. } 
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Da  n ungerade  ist,  so  sind  alle  Potenzen,  welche  in  der  rechten  Seite 
Vorkommen,  nngerade,  also  haben  diese  Glieder  das  entgegengesetzte 
Zeichen  derselben  Glieder  in  der  Formel  (7),  also  sind  die  Cnrven, 
welche  im  3ten  Falle  entstehen,  bei  der  Phasendiffereuz  wie  bei  i X'. 

Im  ersten  Falle  bekommen  wir  also  bei  jeder  der  genannten 
Phasendifferenz  dieselben  Curven. 

Wir  könnten  jetzt  noch  nntersnehen  die  Fälle,  dass  dis  Pbasen- 
differenzen  jH,  nnd  JX  waren,  aber  wir  würden  dasselbe  finden, 
als  wenn  wir  n nnd  m mit  einander  wechselten.  Fig.  4 zeigt  die 
Richtigkeit  des  Abgeleiteten.  Diese  Betrachtungen  gelten  oben  so 
gut  für  ein  schiefwinkliges,  wie  für  ein  rechtwinkliges  Coordiuaten- 
sy  Stern. 

Schiedam,  Juli  188G. 
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III. 

Erweiterung  zweier  Sätze  auf  n DimcnBionen. 

Von 

R.  Hoppe. 


§.  1.  Bermann’scher  Satz. 

ln  Scblömilch’s  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Pbys.  Bd.  XXXI.  S.  3S1 
enthält  ein  Aufsatz  überscbrieben : „Ein  Minimumproblem“  Von 
0.  Bermanu—  einen  Satz  über  die  BerQhrungsebene  einer  Fläche 
der  nebst  seinem  Beweise  nichts  von  seiner  Einfachheit  verliert, 
wenn  man  ihn  sogleich  anf  beliebig  viele  Dimensionen  erweitert  Er 
lantet  alsdann: 

„Das  ndehnige  (n-f-l)eck  begrenzt  von  n (n— IJdebnigen  ?«- 
ecken,  deren  eins  eine  feste  krumme  (n — Ddehnung  berührt,  wäh- 
rend die  abrigen  in  festen  linearen  (n — l}dehnungen  liegen,  ist  bei 
variirendem  BerOhrnngspunkt  ein  Minimum,  nur  wenn  der  Berührungs- 
punkt Schwerpunkt  jenes  berUbrondon  necks  ist“ 

Zum  Beweise  bedarf  es  zunächst  eines  passenden  Ausdrucks  für 
den  Inhalt  eines  ndehnigeu  (n-f-l)ocks  K.  Sind  die  von  einer  Ecke 
ausgehenden  n Kanten  r„  r,,  ...  r»  sämtlich  normal  zu  einander,  so 
ist  offenbar 

V - •••  *•" 

~ n! 

Gibt  man  nun  der  Kante  gegen  die  Kante  r„  dann  der  Kante  rg 
gegen  die  Ebene  r^r, , dann  der  Kante  r«  gegen  den  Raum  r,  rgr, 
n.  s.  f.  eine  Neigung,  so  multiplicirt  sich  jedesmal  bei  unveränderter 
Basis  die  Höhe  von  V,  mithin  auch  V selbst  mit  dem  Sinus  des 
Neigungswinkels.  Da  alle  diese  Winkel  von  der  Lage  des  (n-f-l)ten 
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»ecks,  welches  den  Ansgangspankt  der  r nicht  enthlUt,  unabhängig 
sind,  so  kann  man,  gültig  für  beliebige  Neigungen,  schreiben : 

V = C’r, r,  ..Tn  (1) 

wo  C gegen  alle  Verändernngen  der  r und  der  durch  ihre  Eodpnnkte 
bestimmten  (n  — l)dehnnng  constant  ist 


Der  Schnittpunkt  der  n festen  linearen  (n  — l)dcbnnugcn  sei 
Anfang  der  orthogonalen  Coordinaten  x,  f,,  zj,  ...  Zh-i.  Sind  nun 
p,  Pi,...  pn-\  die  Ricbtnngscosinns  der  Normale  der  krnmraen  (n — 1)- 
dchnuug  Sl  iin  Punkte  (z,  ...),  £j,  ...  (h-i  die  Coordinaten  eines 

Punkts  der  berührenden  linearen  (n — l)dehnung,  und  setzt  man 


M — Spx  (2) 

so  ist  die  Gleiehung  der  Berührenden; 

Zpl  - Af  (3) 


Sind  ferner  o»,  ati,  at>,  ...  die  Richtnngscosinns  der  t-ten  Kante  rt, 
mithin  r«  au,  etc.  die  Coordinaten  des  Schnittpunkts  mit  der  Berühren- 
den, so  ist  nach  Gl.  (3) 

rkZpak  -=  M (4) 


daher  das  Volnm  des  ndehnigen  (n-^l)ecks  nach  G!.  (1) 


woraus : 


Cilf» 

UkZpak 


dv=  V 


ndM  ^ £akdp\ 

“ÄT  “ £pok  ) 


(5) 


Da  nun  £pdx  = 0 ist,  so  hat  man  nach  Gl.  (2) 

0A/  = £xSp 

Die  Differentiale  dp,  etc.,  welche  jetzt  allein  Vorkommen,  hangen 
bloss  durch  die  Relation 

ZpBp  = 0 


von  einander  ab.  Soll  also  V ein  Minimum  sein,  so  ist  erste  Be- 
dingung: 


— — i: 

M * £p  ak 


Xp 


•^1  y.  «1 , 

Af  ^£paki~^^' 


WZm-1 

Af 


-£k 


atn-l 

ZpOkn- 


— ^Pn-l 
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MulUplicirt  man  diese  Gleichnngen  der  Reibe  nach  mit  p,  ... 
P.-I,  so  ergibt  ihre  Somme  : 


and  man  liat: 


n — Ü ■=  i oder  1 = 0 


X 


M ok 
n ^^Zpax' 


etc. 


Die  Coordinato  der  Iton  Ecke  der  berObrenden  »debnong  ist  nach 


Gl.  (4) 


folglich 


Mak 

Zpok 


ik—x  = 


n \ Zpak  * Zpok  / 


gültig  für  1 — 1,  2,  ...  H and  Ar  alle  Coordinaton  x.  Die  Worte 
befriedigen  die  Gleichnngen: 


Zk{lk — ®)=0;  etc. 

folglich  ist  der  Berttbrnngsponkt  Schwerpunkt  der  Ecken  des  nocks, 
mithin  bekanntlich  auch  Schwerpunkt  des  necks  selbst  (vcrgl.  T.  V. 
a 420). 


Hiermit  ist  die  Notwendigkeit  der  Bedingung  bewiesen;  ob  sie 
aosreicbend  sei,  bleibt  auch  im  citirten  Aufsätze  für  3 Dimensionen 
onentschieden. 


§.  2.  Ronth’scher  Satz. 

Im  Quarterly  Journal  of  pure  and  applied  Mathematics,  V.  XXI. 
p.  281.  sind  zu  Anfang  eines  Aufsatzes  von  E.  J.  Ronth  die  Worte 
des  Integrals  / wenn  sich  dasselbe  ttber  ein  Dreieck,  Viereck, 
Tetraeder  und  körperliches  Fünfeck  erstreckt,  aofgestellt. 

Die  bemerkenswerte,  vom  Verfasser  weiterhin  fruchtbar  gemachte 
Eigenschaft  dieser  Ansdrfleko,  dass  sie  nümlicb  ansser  dem  Factor 
* V nnr  Coordinaten  gewisser  Punkte  in  der  einen  a Richtung  ent- 
halten, Hess  vermuten,  dass  jene  4 speciellen  Figuren  aus  einer  um- 
fassenderen Classe  von  Figuren  hergeleitet  werden  können.  Be- 
trachtet man  zunächst  das  Dreieck  und  Tetraeder  als  Anfang  der  Reibe 
der  ndehnigen  (n-|- 1)  ecke,  so  lässt  sich  in  der  Tat  das  ebene  Viereck 
und  körperliche  Fünfeck  durch  Projection  des  dreidohnigen  Vierecks 
anf  die  Ebene,  des  vierdehnigen  Fünfecks  auf  den  Raum  gewinnen, 
und  so  eine  zweite  Reihe  von  Figuren  aus  der  ersten  herleiten.  Die 
Berechnung  der  entsprechenden  Formel  ergibt  sich  jedoch  einfacher 
nach  derjenigen  Beziehung  der  zweiten  Reibe  zur  ersten,  in  welche 


D' 
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sie  an  der  citirten  Stelle  gesetzt  wird,  der  gemäss  das  ndebnige 
(n-|-^)cck  ans  zwei  ndehnigcn  (n-|-l)ccken  mit  einer  gemciusamon 
Seite  besteht  Wir  wollen  daher  zuerst  die  Formel  für  das  ndehnigo 
(u-)-l)eck  berechnen,  daraas  durch  Addition  die  Formel  für  das 
ndebnige  (n-}-2)cck  ableiten  und  schliesslich  auf  die  erstgenannte 
Beziehung  näher  eingeben. 


§.  3.  Erweiterter  Routh’scher  Satz  tür  ndehniges 
(n-}-l)eck. 

Substituirt  mau  für  die  Abscisse  z des  Elements  eines  ndehnigen 
(n^-l)ecks  K auf  beliebiger  Axe  mit  beliebigem  Anfang  (nachX.  V. 
S.  419)  folgende  Function  der  Unabhängigen  u,.  uj,  u« 

*=B+1 

z — («— ...  tt«  (z«+2  = 0) 


wo  xk  die  Abscisse  der  t-ten  Ecke  von  K bezeichnet,  und  macht  An- 
wendung auf  n orthogonale  Axen , so  lautet  die  Fnnctionsdetermi- 
nante 

B — n\  KmjUj*u4*  ... 

und  das  Element 

3 F = Bd  Uj  . . Sum 

erfüllt  V,  wenn  alle  u von  0 bis  1 variiren. 

Sei  non  z Abscisse  von  3 F in  beliebiger  Richtung,  in  oder  ausser 
der  ndehnung,  so  dass 

*=B+1 

(**  — z*+l)wi«»+l  ...  «»  (z«42  = 0) 

und  man  setzt 


*=b4i 

z(ft,  v)  = (Zfi  — z,)u,-iup  ...  u„-|-  A;  {zk—Xk+l)ttk  ...  «*» 

k=r 

so  wird 
1 


v)8ttr_i  = ^ v) 


v) 

3tt»-i 


3u,_i  . 


(Zß  — Zi>)ut  ...  Un 


z*+*(^,  v-j-1)  — z*+*(v,  v-)-l) 

(x  + 1)  (Zß  — z») «»  ...  u„ 

daher  insbesondere  (für  f«  = 1;  v — 2,  dann  — 1,  2;  v = 3,  etc.) 


Digiiized  by  Google 


Hoppe:  Bneeitentng  tweier  Sätze  auf  n Dimensionen. 


73 


3)  - 3) 

(p  + l)(*i  — *s)“»  •••  “« 


1 I 


1 (jJ>+2(l,  4)-*H-2(3,4) 

(p  + l)(P  + 2)( 


«»>+2(2,4)  - (MH  1 

(**  — — *s)  /(Uj  •■•«>•)* 

1 ( «I>+2(1,  4) «»>+2(2,4) 

(p  + l)(P  + 2)  U«,  — «s)  («,— «s)  ' (*«  — «i)(*i  — s^s) 

«»>+2(3,4)  ) 

(’s— *l)(*8— 2i)H“s  •••“«)* 


demnach,  wie  leicht  zu  ersehen,  allgemein 


Uh" 


zPBu^  = 




...  (p-f-A)(«*-|-i  ...  »„)* 

*=J.+‘ «»>i*(t,;.+2) 

(**  — *i)  (*t  - «i-l)(«t  — «i|l)  •••  (.n  — Sk) 


woraus  für  A = n: 


xpS  V 


1 

«i’Uf u,2  ...  Uh"-* Buf  ...  dtin  = 


!LlZ X 

(p+l)...(p  + n)^ 

*=»+1  «tP+" 

^ — — 

»=1  (»t  — ^l)  • ••  (**— «t-l)(»*  — 2*  + l)  • ..  («t  — «h) 


(6) 


§.  4.  Erweiterter  Ronth>scher  Satz  für  ndehniges 
(«  + 2)eck. 

Nehmen  wir  nun  das  (n  — l)dehnige  neck 
(2,  3,  ...  n + 1) 

als  gemeinsame  Seite  der  zwei  ndehnigen  (n-|-l)ecke 

F'  = (l,  2,  3,  ...  n+1),  V"  = (2,  3,  ...  n+2) 
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BO  Stellt  die  Gcsarnttigtir  V' >=  V'+ V*  ein  ndchniges  (n-f2)eck 
dar,  für  welches 


J*  tPdV= J*  tPdV+  j'  tPdV" 


durch  Addition  zweier  Werte  der  Function  (6)  erhalten  wird  nämlich 


/ 


*r0K. 


I *=^+  > V ztS»» 

n)\  i=i  (»»— *»- 


(p+1)  •••  (p+ 

F'V+" 


t=n4-2 

+ £ 


*=2  *»+2) 


1 


Die  Summe  der  allgemeinen  Terme  beider  Reiben  ist,  wenn  At  den 
Generalnenner  bezeichnet. 


= a»J’+» 


F'(n— »H-ts)  + F"(n-«,) 
A*  ■ 


WO 


Vn^ 

A* 


A*  >=  (**  — z,)  ...  (zt  — zt_i)(z*  — z*.|.l)  ...  (zt  — ssn+2)  (7) 
D-  K’z,+2+K"z,  (8) 

Dieser  Wert  bleibt  auch  für  i = l und  i==n-j-2  richtig,  folglich  ist 


VPdV-~ 


n ! 


(p+i)  •••  (p-H»)  »=i 


i=n^-2 

£ zB+" 


Vn  — D 
~yk 


(9) 


Wird  nun  die  gemeinsame  Seite  von  V und  V"  von  der  Dia- 
gonale (1,  n-j-2)  im  Pnnkte  (0)  geschnitten,  so  verhält  sich 


z,  — zo  : Z(,  — z*+2  “ V : V" 

daher  ist 

z,=zo-fAr-,  ZH+2-i^-iK" 


also  nach  Gl.  (8) 
und  man  bat: 


D- 


n\V 

(p-fl)  - (P+") 


t=n^2 
£ ZS+» 
»=i 


**— »D 

Ai 


(10) 


§ 5.  Schlnssbemerkung. 

Die  Projection  eines  ndebnigen  (n-j-l)ecks  auf  eine  lineare 
(n— l)dehnnng  ist  entweder  ein  neck  oder  (n-}-l)eck  (letzteres  mit 
seinen  Diagonalgebilden,  ersteres  mit  einem  Punkte  und  dessen  Ver- 
bind nngsgebilden  im  Innern).  Alle  itdebnigen  linearen  Grenzgebildo 
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des  ndebnigeo  (n-fl)ecks  sind  nSmlicb  (A-f-l)ccke,  als  solche  mithin 
sämtlich  convexe  Figuren,  die  von  einer  Geraden  nur  in  2 Punkten 
geschnitten  werden  können.  Der  Umfang  (d.  i.  Seitensnmme)  des 
ndebnigen  (n+llecks  V sei  ß.  Jede  Seite  von  V ist  ein  (n— 1)- 
dehniges  neck,  daher  ihre  Projection  auf  eine  lineare  (n— Ddehnnng 
gleichfalls.  Nur  die  noch  Obrigo  Ecke  von  Kkann  sich  in  verschie- 
dener Lage  projiciren.  Entweder  fällt  ihre  Projection  in  das  Innere 
jenes  necks  oder  nicht.  Demnach  sind  nnr  die  2 Fälle  zn  nntcr- 
scheiden:  Fällt  die  Projection  irgend  einer  Ecke  von  F in  das  In- 
nere der  Projection  der  Gegenseite,  so  ist  die  Projection  von  V und 
ß ein  neck,  fällt  die  Projection  keiner  Ecke  in  das  Innere  der 
Projection  der  Gegenseite,  ein  (n-|-l)eck. 

Bezeichnet  ß'  die  Projection  von  ß,  so  gibt  im  ersten  Falle 
Gl.  (6),  im  zweiten  Gl.  (10)  den  Wert  von 

JxfdSl’ 

wenn  man  die  n — 1 ersten  Coordinatenazen  in  die  Projectionsbasis 
legt  nnd  n— 1 statt  n setzt 

Die  Beziehnng  zwischen  den  verglichenen  Projectionen  ist  fol- 
gende. Das  (n  -Ijdcbnige  neck  bat  eine  Ecke  weniger  als  ß,  daher 
fallen  in  ß'  alle  Grenzgcbilde  weg,  welche  diese  Ecke  besitzen.  Das 
(n— l)dehnige  (n-j-l)eck  hat  eine  Kante  weniger  als  ß,  daher  gehen 
in  ß'  alle  Grenzgebilde  in  Diagonalgebilde  über,  welche  diese  Kante 
besitzen. 

Ein  allgemeines  Kriterinm  der  2 Fälle  lässt  sich  schwerlich 
geben. 
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IV. 

lieber  Triederschnitte  und  Minimaltetraeder. 


Von 

Dr.  Bermann 

in  Lingnitz. 


Vor  läDgcrer  Zeit ')  untersuchte  ich  in  einer  Programmarbeit 
die  Oertcr  der  Schwerpunkte  solcher  Dreiecke,  in  welchen  ein  Tri- 
eder  (Dreikant)  von  einer  Ebene  geschnitten  wird.  Ich  bezeiebneto 
dieselben  als  „Triederschuittc‘‘.  Dabei  nahm  ich  au,  dass  die  schnei- 
denden Ebenen  entweder  durch  einen  festen  Punkt  oder  eine  feste 
Achse  geben  oder  DerQbruugsebenen  gegebener  Fl&chen  seien  oder 
endlich  ein  Tetraeder  von  gegebenem  Volumen  abschneiden;  auch 
betrachtete  ich  den  Fall,  wo  der  Triederschuitt  eine  vorgeschriebeuo 
Gestalt  hat.  Im  Folgenden  beabsichtige  ich,  hierzu  noch  Einzelnes 
nachzutragen. 

Die  Kanten  des  Trieders  seien  die  Achsen  der  z,  •/,  z,  und  es 
bedeute  a den  Winkel  (y,  z),  ß (i,  *),  y (z,  y).  f,  £ mögen  die 
Coordiuaten  des  Schwerpunkts  eines  Triedersebnitts  bezeichnen,  t, 
u,  V die  Parameter  der  schneidenden  Ebene  auf  den  Achsen  der  z, 
y,  z.  Es  ist  dann  t -»  3§,  u = ‘dtj,  v — 3£. 

1.  Zur  Ermittelung  der  bei  gegebenem  Ort  dos  Schwerpunkts 
von  den  schneidenden  Ebenen  umbttUten  Gebilde  ist  zwischen  den 
Gleichungen  dieser  Ebene,  des  gegebenen  Ortes  und  ihren  ersten 
Differentialgleichungen  |,  rj,  £,  uud  zu  eliminiren.  Es  ist 

aber  erstem  Gleichung 


1)  Progr.  1874.  des  Oymn.  zu  Liegnitz. 
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“ “t“  “ H — — 1 

t ' U * V 

oder 

(1) 

l+;+i=^ 

und  hieraus 

(2) 

U.£  - - 1 ■ 

Ist  der  Ort  des  Schwerpunktes  ein  auf  die  Kanten  des  Trieders  als 
seine  zageordneten  Durchmesser  bezogenes  Ellipsoid 


(3) 

so  hat  man 

(4) 

Ans  (2)  und  (4)  folgt 


und  dann  ans  (3) 


t = 


]/yx+  M+- 


Die  Substitution  dieser  Worte  in  (1)  liefert  dann  nach  einigen 
leichten  Umformnngen 


(5) 


(f)’+(9'+C)’=^ 


als  Gleichung  der  von  den  schneidenden  Ebenen  umhQllten  Fläche  *)) 

1)  Die  — um  c»  8u  auszudrflckrn  — umgekehrte  Aufgabe,  d.  h.  die  IJe- 
dingnng.  dai»  die  s ehn e i d cn die n Kbenen  ein  dem  obigen  gleiches  Klli)>- 
»oid  umhollcn  aollcn,  führt  zu  der  Fläche  6.  Oidnung 

u)+(4)'+(ir=- 

all  Ort  des  Sehwerpunkta.  8.  Progr.  74,  8.  11. 
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Mit  sechs  Rückkehrpunkten  erstreckt  diese  sich  auf  den  Achsen  bis 
3i,  3c  (vom  Scheitel  aus  gerechnet);  die  Dreikantflächon  und 
die  denselben  (innerhalb  leicht  zu  borcchneuden  Grenzen)  parallelen 
Ebenen  schneidet  sie  in  Ellipseu-Evoluten;  nämlich  die  a-y-Ebene 
in  der  Evolute  der  Ellipse,  deren  zugeordnete  Durchmesser  auf  den 

Achsen  der  z und  y bezhw.  Flächen 

in  Evoluten  von  Ellipsen  mit  den  zugeordneten  Durchmessern: 

3ic»  3^  . 3^  3a»e 

4* — c*'  i* — c®*  — c®* 


Hat  man  insbesondere  ein  rechtwinkliges  Dreikant,  um  dessen 
Scheitel  eine  Kugelflächo  vom  Radius  r gelegt  ist,  welche  den  Schwer- 
punkuort  bilden  soll,  so  reducirt  sich  Gl.  (5)  auf 

z* +»'+**  = (3r)l 

Es  sei  zweitens  der  Schwerpunkts-Ort  die  Ebene 


(6) 

also 


o“  4“  d 


1 


D,t-~ 


c 

4 


so  hat  man  bei  Zuziehung  von  (2) 


i-tj' 

' av 
ez' 

Hieraus  durch  Substitution  in 

(G): 

I+l 

l+\ 

1+ 

[/-)  Vax 

und  endlich  aus  Gl.  (1) : 

m \/l+\/\ 

l + \ 

/-=3 
/ c 

als  Gleichung  der  von  den  schneidenden  Ebenen  umhüllten  Fläche. 
— Sie  ist  4.  Ordnung,  die  Reciprocale  des  Schwerpunkts-Ortes  der 
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durch  den  festen  Punkt  K ^ gehenden  Triederschnitte  ') 
schneidet  die  Triedertiftchen  in  Kegelschnitten. 

Es  sei  drittens  der  Ort  des  Schwerpunktes  die  Gerade 


b 

i 

(8) 

c“  d 

1 

also 

so  ergibt  sich 

analog 

und  dann 

t“ 

(Vf+V: 

f+y.) 

V 

y^+v.) 

S 

Dnrcb  Substitution  in  (8)  ergibt  sich  endlich  die  Gleichung  der 
Gratlinie,  deren  Schmiegnngsebeuen  die  Ebenen  der  Trieder- 
Bcbnitte  sind: 


79 

und 


ax-\-'\/b2)  {y' adx bey  ■\-']/bdz)  = ZabV d 

W^+Vd»)  — 3«i  y* 

Die  Division  der  einen  dieser  Gleichungen  in  die  andere  fahrt  zn 
eZäd  S'x  — aZbc  Vy  = (a—c)VbdVz  (10) 

der  Gleichung  eines  Kegels  zweiter  Ordnung,  der  mit  dem  Trieder 
den  Scheitel  gemeinschaftlich  bat  und  mithin  auch  seine  drei  Fliehen 
geradlinig  schneidet,  jede  der  beiden  Flächen  vierter  Ordnung  aber, 
welche  durch  eine  der  Gl.  (9)  ausgedrOckt  werden,  in  der  obigen 
Gratlinie. 


1)  Progr.  74  S.  2. 
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Dnrch  EliminatioD  je  einer  Variabeln  zwischen  den  beiden 
Gleichungen  (9),  bezhw.  Gleichung  (10), gelangt  man  zu  den  Projections- 
gleichungen  der  Gratlinie.  So  dnrch  Elimination  von  z und  dann 
von  y zu: 

o*  — 2abcd{a^  -|-  c^)  ary  — 6a*  (a  — c'^btPx  — 6c*  (a  — c)*i*  ely 

+ 9(rt  -eYlßeP  - 0 


(a -|- c)*  a***  — a4c(a-f'c)iz-j-6*e*z* — 6a*A(a-j-c)a: — 6«4*cz -|- 9a*6®  = 0 

Die  Gratlinie  ist  mithin  eine  Ranmenrve  4.  Ordnung,  die  gemein- 
schaftliche Durchdringungscurvc  dreier  den  Triederkanten  paralleler 
hyperbolischer  Cyiinder. 

Die  Fläche  Jjjf  = a®,  deren  Tangentialebenen  vom  Trieder 
volumengleicbe  Tetraeder  absebueideu,  besitzt  (S.  Progr.  74  S.  13) 
auch  die  Eigenschaft,  dass  die  Berührungspunkte  ihrer  Tangential- 
ebenen die  Schwerpunkte  der  zugehörigen  Triederschnitte  sind.  Bei 
dem  vorstehenden  Verfahren  muss  sieh  bei  ihr  also  wieder  dieselbe 
Fläche  ergeben  (als  von  den  schneidenden  Ebenen  umhüllt). 


In  der  Tat  ist  hier  auch: 
also  wegen  (2): 


£ 


j und  f = j £, 


Durch  Substitution  in  Sij£  = a®: 

s 


und  dann: 


und  dann  aus  (1): 


oder: 


3 

Vxyx  = a,  xyz  = a® 


3a 


II.  Sollen  die  Triederschnitte  flachengleich  werden,  so  hat 
man,  wenn  ihre  in  den  Ebenen  zy,  yz,  xz  liegenden  Seiten  bzhw. 

*11  *»i  *3  _ 

und  da  wegen 
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« — 3{,  « = 31},  r — Sf 

»1*  = 9(5*+»)®— 2^1}  COS  y) 

= 9(»)*+J*  — 2»}5cos«) 
.,*  = 9(?  + £*-25tcoi/J) 
ist,  so  hat  man,  wenn 

cosa — ooaßcosy  mit  A 
cosß  — cosacosy  mit  B 
cosy — cos  o cos  ^ mit  C 

bezeichnet  wird: 


A = 9/,V»)*£®sin*(»+5*i:*sin®|J  + 5®»)»8in*y  — 25»)f(.4E+B»)+cr) 

Der  Ort  der  Sebwerpnnkto  fSr  die  Triederschnitte  vom  Inhalt  A 
ist  daher: 

(l)  jf'-*®Bin®o  + *®i*sin*/3+*®y®sin®y — 2xyx(,Ax-\-  By-\-  Cx)  =1 -g- j 
and  insbesondere  fflr  das  rechtwinklige  Trieder: 

(1‘)  + 


Die  vorstehenden  Gleichnngen  lassen  sich  auch  schreiben: 
(xysiny+yarsino  +awsin/J)®  — 4 sin  ^ ( zsin ^ 

Ty=‘“  2 >■*  ' 

bzhw. 


*•  1 / K — I ‘ ^ Y\ 

+ysin  % |-*sin ^ 


2^* 
9 


(®y  + y*+*»)*  — 2(z  + y+i)zys 


(¥)’ 


Für  A — 0 geht  diese  Fläche  Ober  in  eine  der  von  nnseru 
grossen  Mathematikern  Kummer  and  Weierstrass  synthetisch  erörter- 
ten (Monatsberichte  der  Kgl.  Akad.  d.  W.  1863  p.  332  sqq.), ')  Kegcl- 
sebnittssebaaren  enthaltenden  Stcincr’schen  Flächen. 


Da  es  an  Modellen  derselben  nicht  fehlt,  so  kann  man  sich  auch 
von  Fläche  (1)  eine  Anschauung  bilden,  wenn  man  sich  die  tiefsten 
Stellen  ihrer  trichterförmigen  Einsenknngen  nicht  znsammenstossend, 
sondern  um  eine  leicht  zn  ermittelnde  Strecke  von  einander  ab- 


1)  Cfr.  Schroeter  ibid.  p.  SSO  iqq.  und  Grelle  (Borchardt)  Jahrg,  64 
p.  64  0.  66  aqq.  — Aoeh  ibid.  Jabrg.  63  p.  SIS  ron  Cremona  nebit  Note 
»on  Cajrlejr  (Jabrg.  64  p.  72)  and  Salmon-Fiedlrr  Analyt.  Oeom.  d.  Raami 
Th.  2,  S.  SS6. 

Ai«h.  der  Math.  a.  Pkfa.  2.  Baika,  Teil  TL  6 


Digilized  by  Google 


82 


Btrmamn;  Utbtr  TritderiehmilU  tinii  Uiaimaltetratder. 


Stehend  denkt  Besondere  einfach  wird  dies  bei  dem  rechtwinkligen 
Trieder  ond  der  Fläche  (1*).  üie  innerhalb  der  letzteren  befindlichen 
Strecken  der  Triederkanten  sind  die  Achsen  eines  regulären  Okta- 
eders. Legt  man  nnn  dnreh  den  Tricderecheitel  die  vier  den  Oktaeder- 
flächen parallelen  Ebenen  <±yd:z  = 0,  so  schneiden  sie  die  Fläche 
(1*)  in  Kreisen.  Man  erhält  nämlich  far  die  Schnittenrven : 

1 **»*+(*  + y)Hx*  +y*)  — {*/$  äf 
\ -t-  (*  ± -f»*)  = (»/g 

oder  nach  beiderseitiger  Radicimng: 

( = */gi# 

Eine  snccessive  erfolgende  Drehung  der  Achsen  in  ihrer  Ebene  um 
n/^  lässt  dieselben  Ubergehen  in 

Die  Flächen  des  Oktaeders  sind  aber  gegen  die  des  Triedcre 
(hier  gegen  die  xy-,  bzhw.  zz-Ebene)  unter  dem  dnreb  cos  i — rb 
gegebenen  Winkel  i geneigt.  Die  vorstehenden  Ellipscngleichungen 
sind  also  die  Projectionsgleichungen  von  vier  Kreisen  mit  dem  Radius 
2i/2  4i/^ 

g ^ . und  3 ^ K>bt  hier  den  Abstand  der  tiefsten  Stellen  der 

Fläche  an.') 


III.  Soll  das  Volumen  des  abgeschnittenen  Tetra- 
eders ein  Minimum  sein,  so  hat  man,  wenn  zugleich  die  Be- 
dingung /■(<,  u,  o)  — 0 besteht: 

(1)  K (uv  sin  / sin  t 

wo  1 oder  Wkl.  (z,  xy)  durch 


cos» 


I /cos*«-|-cos*/J  — 2cosacos^cosy 
V sin  y 


gegeben  ist, 


I)  d.  b.  dz  die  Fläche  «az  vier  consnienton  Teilen  beztehl,  den  Abzund 
e zweier  einender  gegenfiberztehender  Teile. 
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DtV.D^f—D,  V.Dtf-O 
Dn  V.  D,f—  fl,  F.  ß«/  - 0 


Gehen  die  Triederschnitte  durch  einen  festen  Pnnkt  {.r,y',z),  so  ist 


Dl  V = \ uv  sin  y sin  i, 
fl»  V Jttisinysin», 
fl,  F ■=  Jtiisinj'sini; 

Dtf^—^t  fl«/  — — ^1  D,f  = —^ 

also  nimmt  Gl  (2)  dann  die  Form  an : 

x'v  — »'(  — 0 
y'v  — x’u  — 0 

oder 

X y ^ 

/ U V 

und  mithin : 

0^1  O t 

/=  ■ 1 — 0 oder  — — 1=0  oder  — 1—0 

’ t U V 

d.  h. 

t - 3*'  - I 
u — 3y'  — ij 
r = 3z'  — t 

Es  schneidet  also  derjenige  Triederschnitt,  dessen  Schwer- 
punkt der  gegebene  feste  Punkt  ist,  das  Minimaltetraeder  ab. 

Gehen  die  Triederschnitte  durch  eine  feste  Gerade 


m ' n 

-+^=1 
P i 


SO  ist  die  Gleichung  einer  Triederschnittebene: 


oder: 


*+?_l+4L^.f_i)„o 

p ' q ‘ V.»*  “ / 

f»+PP 


6» 
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Mithin 


i 


D^V. 


”»yg(l  + >*)^r 


Wegen  K — 
sprechenden  it: 


i [P/**  + 2 (m  —p)  (*—»»]  sin  y sin  i 

0 hat  man  zur  Bestimmnng  des  dem  Minimum  ent- 

,>  + 2(?_l)  r-^-0 

1 K •»  0 wird,  entsprechend  einem  durch  den  Trieder- 
scheitel  gehenden  Schnitte,  nnd  da,  weil  durch  die  gegebene  Gerade 
eine  Ebene  gelegt  werden  kann,  die  einer  der  Triedcrkanten  parallel 
l&uft,  so  dass  K — 00  wird,  ein  Maximum  ausgeschlossen  ist. 

Nach  einigen  Rednctionen  folgt  hieraus: 


woraus: 


da  fOr  p 


1 ^ (2m  — p i Vra*  — mp  -|-p*) 

M — ^ (2p  — m + Vm®  — mp-\-f^) 

V =»  m-\-p^Vm'^  — mp-f-p* 

Läuft  die  feste  Gerade  einer  Triederfläche , etwa  der  zz-Ebene,  pa- 
rallel, so  wird  p unendlich  nnd  es  redncirt  sich  die  Gleichung  der 
schneidenden  Ebene  auf 


"-(i+„ 


V auf 
V auf 

Es  ist  dann  also  p 
far  p = 00  ergibt 


.(l+f*)’  . . . 

J 2 — mnq  Sin  y Sin  i 

. . .(l+p)>(p-2) 

jimn^sinysini  

= 2,  wie  sich  ja  auch  unmittelbar  aus  dem  obigen 


f P p p ' 

Es  wird  dann: 

t — fn,  u = 3g,  e •=  Jm 
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worans  ertichtlicb  ist,  dass  in  diesem  Falle  der  Schwerpunkt  des 
Triederschnitts  in  die  Drehungsachse  (feste  Gerade)  fUlt. 

Sollen  die  Triederschnitte  eine  gegebene  Fläche  nmhOllen,  so 
ergibt  sich  die  Bedingnng  fOr  das  Minimaltetraeder  in  folgender 
Weise: 

Die  Gleichung  der  Fläche  sei  <p(jr,  y,  *)  — 0;  sind  £,  tj,  ( die 
Coordinaten  des  Bcrflhrungspnnktos  nnd  bedeuten  p,  g,  r bzhw. 
V>  t).  -De  9.  80  “t: 

1»(®  — + =0 

die  Gleichung  der  Tangentialebene.  Ihre  Parameter  t,  u,  v sind  also 
bzhw. 

p{+3’?+*’J  pS+9^+»'t  pt-hiV-h't 

~ — — f » 

p q r 

Es  ist  somit  V oder  Jcuesinysint  hier 

_ 1 BJQ  y ,IQ  , 

* pqr  ' 

Die  obige  Minimalbedingnng  (2)  wird  demnach  ffir  diesen  Fall: 

irD-K— pD  7=0 
rX»,7— 

Setzt  man: 

Pl  + 9»l  + »i— S,  pqr  = P 
und  differontiirt  snccessive  nach  i,  g,  so  erhält  man: 


Da  aber 


6P* 

■S-, — ßi  y — SPDj.8—  8D,  P 

S*sin/sini  i t * 


6P* 


— D^V  — 3PD^8—8D^P 


S*sinysini' 

y = SPD, 8—  8D,  P 
A*sinysin>  C t t 


D^S  — p-\-lD^-\-nD^q-\-tD^r 
D^8  — 

D^8  •=■  r+£D;r+{Z)jP  + ’J-f^;9 
nnd 

qrD^p-^prD^q-]rpqD^t 
D„P  — qrD,iP^prD„q-{-pqD^r 
D^P—  «rDjP  + prDjg+pqDjr 

ist,  so  erhält  man  nach  Einsetzung  dieser  Werte: 
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6P* 

ä^ginysini”  ~9V- ^i) ß^p  + pr(2gv-pi-  rO  D^q 

+ pq  (2rt  — — qq)D^r 

6P*  DvV 

i>'’‘'sin'y8in»'  “ 3p2’'’  + 9^(2/>l— fZ»?  — >f) ^P+P*-(2g»/— r*  — 

+P9 (2rf  — p{  — qq)  D^r 

—>lV  — rl)D^p  + f>r  (2qq  —pl  — rt)D^q 
+pq{2ri~pl  — qq)  D^r 

Werden  diese  Werte  in  (2*)  substituirt,  so  gehen  die  beiden  dortigen 
Gleichnngeu  schliesslich  Ober  in 


(2*) 


qr{2pf  — qq  — ri)(rD^p  —pDj.p) 

+ pr  (2qq  — pi  — rt){rD^q  — pD^q) 

+Pq  (2r{  — pj  — qq)(rD^r  —pD^  r)  = 0 

qr(2pi  — qq—ri){rD^p  - qD^p) 

-\-pr(2qq—pi  — rf)(rO,  q — qD^  q) 
+P<l(2ri  — pl  — qq)(rD,ir—qD  r)  0 


Unabhängig  von  den  (partiellen)  Differcntialqnotienten  wird  diesen 
Gleichungen  durch 

p?  =.  5,  _ rj 

geuflgt,  wodurch  die  obigen  Werte  der  Parameter  t,  u,  v in  3?,  3q,  31 
Übergeben,  und  sich  demnach  als  Ergebniss  hcransstcllt,  dass  die 
Tangentialebene  das  Minimaltetraedor  abschneidet,  deren  Berüh- 
rungspunkt zugleich  der  Schwerpunkt  des  zugehörigen 
Tricderschnittcs  ist 

Der  Miuimalwert  von  V wird  Jft/^siuysiu«. 

Beispiele: 

1)  Für  das  Ellipsoid 


* I » 

««“r 


hat  man: 


9 * 
n* 


qD^tp 


4*  ’ 


t* 


SO  dass  also 


= ^ = ^ = i.  £ = 


V3 


b 

V3’ 


f- 


V3 


wird.  Vol.  des  Minimaltetraeders  = |<iöcy3sinysini. 
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2)  Für  die  obige  Fläche 


üt 


also: 


(!)*+(0’+a)’-> 

8 3 3 

fp  — I vn  = i VWi  £*■•“!  Vcf^ 

oi*  — 6i}*  — cj*  oder  17  — E j/^  t J — { 


Dies  in  die  Flächeogleichang  eingesetzt,  ergibt: 


Miniroaltctnteder-Volamen  o: 


} sin  y sin »' 


Oder 


3) 


ae*+iy4-c»-)-d  — 0 (Paraboloid) 
{p  — 2oE*,  17«  = iij,  £>•  = «{ 

2af*  = bri  = ei 


( 

V 


2d 


VI 

18  «i*Vd  . 


t = 


5c 


4)  xV+**»*+y***  = (M)*  (s.  oben) 
fp  = 2i*(i7*+r) 

fr  = W+172) 

« = »i  = f = iy^.yi 

c= 
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V. 

Constniction  der  den  Brennpunkten  eines 
Kegelschnitts  entsprechenden  Punkte 
im  oollinearen  Systeme. 

Von 

L.  Klug. 


K.  Poblke  bringt  in  seiner  „darst  Geometrie“  (zweite  Abth., 
Berlin  1876;  § 114)  ohne  Beweis  die  Constniction  derjenigen  Punkte 
in  der  Ebene  eines  Kreises,  deren  Central-Projectionen  die  Brenn- 
punkte der  Ccntral-Projection  des  Kreises  werden 

Im  folgenden  wollen  wir  den  Beweis  der  Poblke’scben  Constmetion 
geben  in  dem  allgemeinen  Falle  , wenn  statt  des  Kreises  ein  Kegel- 
schnitt angenommen  wird,  die  Constmetion  wenn  das  Projections- 
Centmm  ins  Unendliche  rückt,  endlich  die  umgekehrte  Aufgabe 
lösen,  nämlich:  Projections - Centram  und  Ebene  so  bestimmen, 
dass  die  Projection  zweier  beliebiger  Punkte  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  die  Brennpunkte  der  Projection  des  Kegelschnitts 
werden. 

„Schneidet  die  zn  einer  Tangente  eines  Kegelschnitts  Parallele, 
die  durch  den  BerObrangspunkt  P gezogene  beliebige  Gerade  in 
B,  den  zur  Geraden  PB  conjngirten  Durchmesser  in  A,  so  liegt  der 
Punkt  B mit  dem  Pole  der  Geraden  PA  in  einem  Durchmesser  des 
Kegelschnitts.“ 

Die  Pole  U,  V der  Geraden  AB,  itP  liegen  in  dem  dnreh  P, 
resp.  A gehenden  sDurchmesser,  und  das  Dreieck  ABP  mit  dem 
UVC\  dessen  Ecken  die  Pole  der  Seiten  des  ersteren  sind,  persp.  liegt, 
so  ist  BC  der  zur  Geraden  AP  conjngirte  Durchmesser  des  Kegel- 
schnitts. 
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folgt,  wenn  A in  einen  Brennpunkt  des  Kegelschnitts 
n Betracht  zieht,  dass  der  Pol  einer  Brennpnnkt- 
m Brennpunkte  errichteten  Senkrechten  liegt: 
<1  -u  Brennpunkt  A eines  Kegelschnitts  zu  einer 
. . liiü  vom  Berahrnngspuukte  P auf  die  Hanptaxe 
: tc  in  ß die  Tangeuto  des  Punktes  i’in  C,  so  liegen  die 
i C auf  dem  zur  Geraden  AP  conjugirten  Durchmesser. 

i.v'.  iilmet  man  den  Schnittpunkt  dieses  Durchmessers  und  der 
u .-I  ivii  .1/’ mit  D,  den  Schnittpuukt  der  durch  B zur  Hauptaxo 
jrar.d'.ejcn  und  AP  mit  A',  den  Fusspnnkt  der  von  B auf  AP  ge- 
fällten Senkrechten  mit  E,  so  folgt  aus  den  vorhandenen  ähnlichen 
Dreiecken:  ADi  DE  CDiBD\  DP:  AD^CDiBD,  welche  Propor- 
tionen die  Relation  D.-t*  =>  DP.DE  geben.  Ferner  ist  aus  der  Figur 
ersichtlich,  dass  der  Punkt  B,  da  er  auf  der  zu  einer  Seite  des 
CAP  Dreieckes  Parallelen  sich  befindet,  immer  ausserbalb  des  Drei- 
eckes, daher  E innerhalb  der  Strecke  DP,  und  wegen  des  recht- 
winkligen Dreieckes  PBM  auch  innerhalb  der  Strecke  PA'  liegt,  wes- 
halb auch  E niemals  auf  die  Strecke  ND  gelangen  kann. 

Mittelst  der  froheren  Relation  und  dieser  Bemerkung  kann  man 
die  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts,  wenn  die  Lage  der  Axen  und 
ein  Par  conjugirte  Durchmesser  bekannt  sind,  auf  folgende  Art 
nonstmiren : 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  O zieht  man  Parallele  zu  den 
Axen  und  einem  der  Durchmesser  und  eine  Senkrechte  auf  den  an- 
deren Durchmesser,  und  schneidet  diese  vier  Geraden  mit  einer  zn  dem 
letzteren  Durchmesser  Parallelen  g in  A\  P,  D,  E;  liegt  nnn  E auf 
der  Strecke  DP,  so  bestimmt  man  den  Punkt  A auf  g derart,  dass 
DA*  = DP.DE  und  führt  durch  die  Bertthrungspnnkte  der  zu  AO 
parallel  gehenden  Tangenten  des  Kegelschnitts  Parallele  zu  g;  die 
Letzteren  treffen  die  mit  ON  parallele  Hanptaxe  in  den  Brenn- 
punkten. 

Die  Constmetion  geht  bei  der  Parabel,  da  die  Durchmesser  pa- 
rallel sind,  in  folgende  Ober:  durch  O führt  man  eine  Parallele  und 
Senkrechte  zur  Axo  und  eine  beliebige  Gerade,  schneidet  dieselben 
mit  einer  auf  der  Letzteren  Senkrechten  in  D,  P,  E-,  bestimmt  den 
Punkt  A derart  auf  ihr,  dass  DA*  = DP.DE,  zieht  die  mit  OA 
parallele  Tangente;  die  durch  den  Berührungspunkt  zu  DP  Parallele 
schneidet  die  Axe  im  Brennpunkte. 

Wir  wollen  nnn  die  hier  gegebenen  Constmetionen  zur  Bo- 
sümmung  der  Brennpunkte  des  einem  Kegelschnitt  persp.  coUinearen 
Kegelschnitts  benutzen. 


Digitized  by  Google 


90 


Klug',  Comtruction  der  den  Urennpunkten  eines  Kegehchniits 


Es  sei  k ein  beliebiger  Kegelschnitt,  C die  Colliueations-Axe 
und  das  Contrum,  q',  r die  Gegenaxeu,  k‘  die  dem  k entsprechende  persp. 
colliucaro  P'igur,  ^der  Pol  von  r bezüglich  k.  Sind  R3,  Ä* 

zwei  Par  bezüglich  k conjugirte  Punkte  auf  r.,  vou  welchen  das 
erste  Par  aus  C unter  einem  rechten  Winkel  erscheint,  so  gehen  die 
Geraden  CR-,,  CH,  mit  den  Axen,  CR^,  CR^  mit  einem  Par  conjugirter 
Durchmesser  von  k'  parallel.  Schneidet  man  die  ersten  drei  Ge- 
raden und  die  auf  der  vierten  in  C errichtete  Senkrechte  mit  einer 
zur  vierten  parallelen  in  N,  1‘,  D,  E,  bestimmt  auf  dieser  den  Punkt 
A derart,  dass  im  Falle  E auf  der  Strecke  DP  liegt,  DA^=l^.DE, 
im  Falle  aber  A' auf  der  Ssrecke  DA  liegt,  ■=  DA.  DA’ wird,  zieht 
vom  Schnittpunkte  der  Geraden  CA,  r Tangenten  zu  k,  so  treffen 
die  Verbinduugsliuicn  des  Punktes  A4  mit  den  Berührungspunkten 
im  ersten  Falle  R,M,  im  zweiten  aber  H^M  in  denjenigen  Punkten, 
deren  entsprechende  die  Brennpunkte  von  k'  sind. 

Fällt  Ä4  ins  Unendliche,  ist  daher  R3M  der  zur  Richtung  der 
Geraden  r conjugirte  Durchmesser  von  k,  so  fälle  man  von  C eine 
Senkrechte  auf  r;  liegt  der  Fusspunkt  A derselben  zwischen  A3  and 
Aj,  daun  ziehe  man  von  den  aus  der  Relation  A3A- =>  AjA,. A,A 
bestimmten  Punkte  A auf  r Tangenteu  zu  k-,  die  Schnittpunkte  der 
durch  diu  Berührungspunkte  parallel  zu  r gelegten  Geraden  mit  AfA, 
geben  die  den  Brennpunkten  des  k'  entsprechende  Punkte.  — Dies 
ist  die  oben  erwähnte  Pohlko’sche  Construction ; welche  aber  im 
Falle,  dass  A,  nach  D gelangt,  nicht  anwendbar  ist,  daher  die  all- 
gemeine Construction  benutzt  wird. 

Berührt  r den  Kegelschnitt  k im  Punkto  A,  und  sind  die  Schnitt- 
punkte der  durch  6' gehenden  und  der  aufr,  wie  auch  auf  CR  senkrecht 
stehenden  Geraden  mit  r,  A,  resp.  A,  daun  bestimmt  mau  den  Paukt 
A auf  r aus  der  Relation  RE.RR^  — RA^,  zieht  von  A,  und  A 
Tangenten  zu  k,  und  durch  die  Berührungspunkto  Parallele  zu  CR 
resp.  r,  der  Schnittpunkt  derselben  ist  der  dem  Brennpunkte  der 
Parabel  entsprechende  Punkt. 

Obige  Coustrnctionen  werden  bei  Bestimmung  der  Bronnpnnkte 
des  einem  Kegelschnitt  affinen  Kegelschnitts  folgender  Art  ange- 
wendet. 

Sind  k,  k'  zwei  affine  Kegelschnitte  in  persp.  Lage,  M,  M'  ihre 
Mittelpunkte,  « die  Affinitätsaxe , AfS,,  A/5,  die  den  Axon  A/'S,, 
A/S,  von  k'  chtsprechenden  conjugirten  Durchmesser  von  k,  D der  Schnitt- 
punkt des  zu  s conjugirten  Durchmessers  A/D  mit  « , endlich  A der 
Fusspunkt  der  aus  A/'  auf  « gefällten  Senkrechten.  Liegt  A anf 
der  Strecke  DS,,  dann  bestimme  mau  A anf  t ans  der  Relation 
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DE.DSf  = DA^,  ziehe  mit  AM  parallele  Tangenten  zu  die  durch 
die  Berührungspunkte  zu  « parallel  gelegten  Geraden  schneiden  MS^ 
ia  den,  den  Brennpunkten  von  k'  entsprechenden  Punkten. 

Bemerkung.  1.  Liegt  M,  daher  auch  M'  auf  »,  dann  werden  die 
Schnittpunkte  von  3/S, , MS^,  ME,  MD  mit  einer  beliebigen  zu  » 
Parallelen  benutzt. 

2.  Geht  < parallel  zu  den  Axen  von  k,  und  ist  zugleich  die  Pro- 
jectionsrichtuog  senkrecht  zu  s,  daun  werden  statt  « und  des  dieser 
Geraden  conjngirten  Durchmessers  von  k'  eine  andere  Gerade  und 
der  ihr  conjngirte  Durchmesser  angewendet. 

Wir  wollen  jetzt  die  umgekehrte  Aufgabe  lösen,  nSmlich:  es  sind 
gegeben  ein  Eegelschnitt  k und  zwei  Punkte  O seiner  Ebene, 
man  bestimme  die  Collineatious-Axc  und  das  Ccntrum,  wie  auch  dio 
Gegenaxen  derart,  dass  die  den  F,  G entsprechenden  Punkto  F',  G ' 
die  Brennpunkte  des  dem  Kegelschnitt  k entsprechenden  Kegelschnitts 
werden. 

Diese  Aufgabe  kann  nur  daun  gelöst  werden,  wenn  F,  G inner- 
halb k liegen,  d.  h.  wenn  die  durch  F oder  G gehenden  conjngirten 
Geraden  eine  ellipt  Involution  bilden.  Sind  M.  p die  von  F,  G har- 
monisch getrennten  conjngirten  Punkte,  II  der  Pol  von  FG,  dann 
entsprechen  entweder  die  conjngirten  Geraden  Mp,  MH,  oder  Mp, 
pH  den  Axen  des  gewünschten  Kegelschnitts,  weshalb  auch  der  Auf- 
gabe zwei  Systeme  von  Kegelschnitten  entsprechen.  Das  erste  Sy- 
stem enthalt  Ellipsen,  das  zweite  Hyperbeln.  Der  der  Geraden  pH  = r 
conjugirte  Durchmesser  schneide  r in  />,  die  Tangenten  in  einem 
der  Endpnnkte  der  durch  F oder  G zn  r parallel  geführten  Sehne 
tchneule  r in  A.  Ist  nun  der  Punkt  E auf  r so  bestimmt,  dass  er 
auf  der  Strecke  IJH  liegt  und  DE  ■=  DA^ : DH  ist,  dann  wird  die  in 
£ asf  r errichtete  Senkrechte  den  über  pH  als  Durchmesser  be- 
Khriebenen  Kreis  im  CoUineations-Centrum  treffen ; die  CoUineations- 
Axe  wird  zn  r parallel  angenommen. 

Diese  Construction  ist  nicht  anwendbar,  wenn  p (oder  i/)  ins 
l'aeadlicKe  rdefct,  da  in  diesem  Falle  die  Punkte  D,  H,  E,  A zn- 
«imwseafsHrm.  Kan  aber  die  Lage  des  (x/Uineations-Centmms 
in  dieseni,  wie  ancb  im  allgemeinen  Falle  bestimmen,  wenn  man  in 
Betracht  zieht,  dass  die  sich  im  Brennpunkte  schneidetiden  cosjagirteu 
Gerade*  aafeiaander  Senkretht  stehen, daher  man  die  Schnittpunkte 
vo*  zwei  Par  durch  F gehenden  conjugirten  Gerades  mit  der  Polare 
«M  K,  d.  h.  der  Genien  rermltteit,  durch  die  enUpreci)end<'a 
Sfhailtpuakte  Kreise  legt,  deren  Mitte.punkl  ia  r lie^ ; (te  ge»>.ia- 
ttmea  Pnakte  iäeaer  Kreise  sind  die  Colimeatioas-Kitielpunkte. 
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Fallen  F und  G zasammen  in  den  innerhalb  dea  Kegelschnitts 
gel^enon  Pnnkt  M,  daun  gelangt  A,  daher  auch  E nach  D,  nnd  os 
werden  alle  conjngirten  Paukte  der  Geraden  r ans  C unter  einem 
rechten  Winkel  projicirt,  nnd  k'  geht  in  einen  Kreis  über. 

Im  Falle,  dass  G auf  k angenommen  wird,  gebt  k'  in  eine  Pa- 
rabel Ober,  und  die  Constructiou  ist  leicht  dem  bei  der  Parabel  ge- 
zeigten directen  Verfahren  nachzubilden;  im  P'alle  aber  anch  F auf 
k gelangt,  ist  die  Gegenaxe  r unbestimmt,  indem  dieselbe  dnreh  den 
Pol  von  F(e'  beliebig  gezogen  werden  kann ; immerhin  f&llt  aber  C in 
diesen  Pol,  daher  it'  in  eine  Gerade  abergeht 

Liegen  F,  G auf  einem  Durchmesser  von  k und  vom  Mittelpunkt 
3/  desselben  gleich  weit  entfernt,  dann  wird  fOr  ein  System  der 
Kegelschnitte  k'  die  Collineation  znr  Affinität,  und  die  Lago  der 
Affinitätsaxo  « kann  beliebig  angenommen  werden.  Verbindet  man 
den  einen  Endpnukt  T der  durch  F zu  * parallelen  Sehne  mit  Af, 
nennt  die  Schnittpunkte  der  zu  TM,  FG,  » conjngirten  Durchmesser 
mit  «,  resp.  A,  S^,  D,  wie  auch  den  Schnittpunkt  von  G mit  der- 
selben Geraden  errichtet  in  dem  durch  die  Relation  DE—DA*D^ 
bestimmten  Paukte  E der  Strecke  DS^  eine  Senkrechte  auf  «,  so 
schneidet  dieselbe  den  Ober  <S,  <S,  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kreis  im  Mittelpunhte  M‘  des  zu  k affinen  Kegelschnitts. 

PrcEsburg,  im  Febr.  1886. 
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VI. 

Ueber  mehrfach  perspective  Tetraeder. 

Von 

L.  Klug. 


1.  „Wenn  fünf  Kanten  eines  Tetraeders  von  welchen 
„die  ersten  drei  dnrch  einen  Eckpunkt  gehen,  fünf  Kanten 
„eines  andern  Tetraeders,  von  welchen  die  ersten  drei  eben- 
„falls  durch  einen  Eckpunkt  gehen,  schneiden,  ohne  dass 
„die  Tetraeder  einen  gemeinsamen  Eckpunkt  oder  Flüche 
„haben,  so  schneidet  auch  die  sechste  Kante  des  einen 
„Tetraeders  die  sechste  Kante  des  andern,  und  dieselben 
„liegen  perspectiv.“ 

Wir  bezeichnen  mit  Agh  den  Schnittpunkt  der  MgMk,  NgNk 
Kanten  der  Tetraeder  M=  Mg  Mg  Mg,  N=  N^Ng  Ng  Ng  und  setzen 

vorans,  dass  ausser  Mg  Mg,  Ng  Ng  die  flhrigen  Kanten  sich  schneiden. 
Die  Punkte  Agg  Agg  Agg,  Agg,  Agg  Agg  als  die  Schuittpunkte  der  in  den 
Flüchen  NgNgNg,  MgMgMg  und  NgNgNg,  MgMgMg  liogeuden  Kan- 
ten, welche  Flüchen  weder  dnrch  einen  gemeinsamen  Eckpunkt  gehen, 
noch  in  einer  Ebene  liegen,  befinden  sich  je  in  einer  Geraden.  Weil 
sich  diese  Geraden  im  Punkte  ^(,4  schneiden,  so  haben  auch 
die  Geraden  AggAgg,  Ag^Agg  daher  auch  die  Flüchen  NgNgNg, 
UgMgMg-,  NgNgNg,  Mg  Mg  Mg  elueu  gemeinsamen  Punkt,  welcher  der 
Schnittpunkt  der  Kanten  NgNg,  Mg  Mg  ist. 

2.  „Wenn  drei  Kanten  eines  Tetraeders  drei  Par 
„Gegenkanten  eines  anderen  Tetraeders,  und  ausserdem  zwei 
„Kanten  des  ersten  zwei  Kanten  des  anderen  schneiden,  so 
„schneidet  auch  die  sechste  Kante  des  ersten  ein  Par 
„Gegenkanten  des  zweiten  Tetraeders  nnd  dieselben  liegen 
„auf  zweierlei  Art  perspectiv.  Der  einer  perspectiven  Lage 
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„cutsprecheude  Colliucations-Mittelpunkt  liegt  in  derjenigen 
„Collincations-Ebene,  welche  der  anderen  perspectiven  Lago 
„zugehört.“ 

Vorausgesetzt,  dass  A',  A*  Kauten  des  N Tetraeders,  ausser  A,  A,, 
die  Kanten  Mg  Mt,  des  M in  Agh  schneiden,  und  noch  die  Kanten 
Aj  A^,  M^M^\  Aj  A4,  Afg  M^j  A3A4,  in  A 23,  resp.  A 14,  A*^^ 

gemeinsame  Punkte  haben,  so  wird,  da  A,  A3,  A,  A4,  A,  A3,  AjAi, 
A3  A4  Kanten  des  einen,  M^  M^,  A/,  A/4,  A/,  A/3,  Mg  A/4,  A/3  M^  und 
A/,  A/3,  A/g  A/3.  A/j  A/4,  A/g  A/4,  A/,  A/j  Kanten  des  anderen  schneiden : 
Kante  Aj  A’g  sowol  mit  A/j  A/g,  als  A/j  A/,  einen  Punkt  A,g,  resp.  .4',g 
gemeinsam  haben.  Die  zwei  Tetraeder  hegen  daher  auf  zweierlei 
Art  perspectiv,  und  es  entsprechen  den  A,  Aj  A3  A4  Eckpunkten  des 
einen  A/j  A/g  A/3  A/4  und  A/3A/4A/,  ^Vg  Eckpunkte  des  anderen. 

Bezeichnet  man  mit  0^  den  zur  ersten  persp.  Lage  gehörigen 
Coli. -Mittelpunkt,  so  schneiden  die  Geraden  O,  A'34,  von 

welchen  die  erste  mit  den  Kanten  A/  A/g,  Aj  A4,  die  zweite  mit  A/gA/3, 
A,A’4  in  A'34,  resp.  gemeinsame  Punkte  hat,  die  den  genannten 
Kauten  in  der  ersten  persp.  Lage  entsprechenden  A’,Ag,  MgM^  resp. 
AjAg,  A/jA/,  Kanten  in  den  Punkten  A'jg  resp.  A'gj,  woraus  ersicht- 
lich, dass  Oj  ein  Diagonalpunkt  des  Vierseits  A,3Aj4/l',gA'j4A'gjA'34 
ist,  welches  in  der  zur  zweiten  persp.  Lago  gehörige  Coll.-Ebene  liegt 

Um  das  Tetraeder  A’  bei  gegebenem  M zu  construiron,  nimmt 
man  auf  der  Transversale  von  zwei  Gegenkanten  z.  B.  A/,A/4,  A/gA/, 
des  M zwei  beliebige  Punkto  A'g,  A3  an,  sucht  die  Schnittpunkte 
Og,  A4,  Aj  von  AgA/g,  A3A/3,  resp.  AgA/4,  AgA/j  ^ OjA/j,  OgA/^  ^ OgA/g, 
OgA/g,  ; AjAgAgAj  ist  das  mit  M■,MgM^M^  auf  zweierlei  Art  bezüg- 
lich />,,  Og  persp.  liegende  Tetraeder 

3.  „Schneiden  fünf  Kanten  eines  Tetraeders  fünf  Par 
„Gegenkanten  eines  anderen,  so  schneidet  auch  die  sechste 
„Kante  dos  ersten  ein  Par  Gegenkanten  des  anderen,  und 
„die  zwei  Tetraeder  liegen  auf  viererlei  Art  perspectiv.“ 

Wir  nehmen  an,  dass  KgA'k  Kante  des  A",  mit  Ausnahme  von 
A,Ag  die  Kanten  MgMk,  A/,A/*  des  Tetraeders  M in  Agh,  A'gh 
schneidet.  Wenn  den  Eckpunkten  A',A3A’3A4  die  Eckpunkte  A/,A/g 
A/g  A/4  entsprechen,  so  wird  A,Ag,  da  die  übrigen  fünf  entsprechen- 
den Kanten  sich  schneiden,  mit  A/,A/g  einen  gemeinsamen  Punkt  A,g 
haben,  wenn  aber  denselben  Eckpunkten  A/jAf^A/jA/g  entsprechen, 
so  wird  aus  demselben  Grunde  A',Ag  auch  in  A',g  schneiden. 

Den  Eckpunkten  können  aber  auch  die  Eckpunkte  A/gA/, 

A/4A/3  und  A/gA/gA/gA/,  entsprechen  (weil  die  homologen  Kauten  sich 
schneiden),  daher  die  Tetraeder  auf  viererlei  Art  persp.  sind.  — Wir 
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bezeichnen  die  zn  den  genannten  Lagen  gehörigen  Coli. -Mittelpunkte 
mit  0„  resp.  Oj,  Oj,  O4,  und  es  gehen  die  zu  0„  resp.  Oa  gehörigen 
Coll.-Ebenen  durch  die  Vierecke  resp.  AikAa 

A'uA'uA'kiA'it. 

Weil  die  Gerade  OjA'ji,  die  Kanten  A^,Ay 

die,  diesen  Kanten  in  der  ersten  persp.  Lage  entsprechende  AaAV, 
Af,Af,  in  A'kt  schneidet,  ferner  OgAu,  resp.  0^'j»  Geraden  A/,A/i, 
N,Sk\  MtAfi,  NjNf  Kanten  in  An,  A\g  und  die,  diesen  Kanten  in 
der  jten  persp.  Lage  entsprechenden  A’^Av,  MgM,-  NkNi,  MgM^  in 
Agi,  Mki  schneidet ; so  sind  die  vier  Coll.-Mittelpnnkte  die  Diagonal- 
pnnkte  der  in  den  Coll.-Ebenen  liegenden  Vierecke.  Daraus  folgt, 
wegen  der  barm.  Lage  der  Punkte  O^A\gOgA\i,  OgAgkihAoi,  dass 
zwei  beliebige  Kanten  MgMh,  MiMk\  A’gM,  A'.Ai  von  M oder  iV 
dnreh  zwei  Coll.-Mittelpnnkte  Og,  Oh  wie  auch  0,0t  und  daher  durch 
zwei  Coll.-Ebenen  OgOkOi,  OgOhOk-,  OiOkOg,  OiOkOk,  endlich  durch 
einen  beliebigen  Coll.-Mittelpnnkt  und  seine  Coli. -Ebene  harro.  ge- 
trennt sind. 

Da  die  Projection  der  Punkte  ATi^IiaAa^'ia  aus  O,  : M^AnMkA'a-, 
dieser  Punkte  ans  O, : A',vl,tAA;d',t;  dieser  Punkte  ans  Oy : MiAikMkA'n-, 
endlich  die  Projection  dieser  Punkte  ans  Ok : A\AnMyA'n  ist,  so 
folgt,  dass  zwei  Gegenkauten  M,  N Tetraeder,  wie  MgMk,  MiMk  und 
A’,A'a,  NiNk  durch  zwei  Par  Eckpunhte  Ng,  Nh\  A',,  A'*,  resp.  Mg, 
ih-,  Ali,  Mk  der  N und  M Tetraeder,  daher  auch  durch  zwei  Par 
Fliehen  KgNkNi,  NgNkAik-,  NiNkA»'g,  AiXkNk,  resp.  MgMi,Mi,  MgAfkAfk. 
AliAIkAfg,  MiMkMk  endlich  durch  einen  Eckpunkt  und  die  Gegenfläche 
von  X,  resp.  Af  harm.  getrennt  sind. 

Ans  der  harm  Lage  der  Punkte  MgAgkAhA' ik , XgAgkXkA' gk  und 
daraus,  dass  0,0a  Gerade  durch  A,k  oder  A'gk,  A'tk  geht  (je 
nachdem  g,  h,  oder  >,  Ic  gleich  1 ist)  folgt,  dass  zwei  Gegenkanten 
des  0,0,0,04  = ® Tetraeders  durch  Afg,  Afk\  Mi,  Afk  wie  auch 
Ng,  Xk-,  Xi,  Xk  Punkte,  daher  durch  MgMkMi,  AlgAhMk-,  MiMkMg, 
HiAfkAfk  und  XgXkXi,  XgXkXk-,  XtXkXg,  XiXkXk  Ebenen,  endlich  durch 
einen  Eckpunkt  und  Gegenfläche  von  AI  oder  X harm.  getrennt  siud. 

Ans  der  soeben  gefundenen  Lage  der  Eckpunkte,  Kanten  und 
Fliehen  der  Tetraeder  M,  X,  O und  aus  dem  Umstande,  dass  wegen 
der  persp.  Lage  die  Verbindungs-  oder  Schnittlinie  von  zwei  zu  ver- 
schiedenen Tetraedern  gehörigenj  Eckpunkten  resp.  Flächen  durch 
einen  Eckpunkt  des  dritten  gehen,  resp.  in  einer  Fläche  liegen,  folgt: 
zwei  zn  verschiedenen  Tetraedern  gehörige  Eckpunkte  oder  Flächen 
werden  durch  einen  Eckpunkt  und  Gegenfläche  des  dritten  Tetraeders 
harm.,  drei  in  einer  Geraden  liegende  Eckpunkte  der  Tetraeder, 
durch  die  Gogenflächen  involntorisch  getrennt. 
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Das  Rcanitat  dieser  Untersnchang  lautet : 

„Durch  ein  Tetraeder  und  einen  ausserhalb  seiner 
„Flächen  liegenden  Punkt  ist  ein  anderes  Tetraeder  he- 
„stimmt,  von  welchem  der  angenommene  Punkt,  und  die  von 
„ihm  durch  die  Gegenkanten  des  Tetraeders  harmonisch 
„getrennten  Punkte  die  Eckpunkte  sind.  Dieses  und  das 
„angenommene  Tetraeder  sind  auf  viererlei  Art  persp.;  die 
„Coll.-Mittclpnnkto  und  Ebenen  sind  die  Eckpunkte  und 
„Flächen  ein  und  desselben  neuen  Tetraeders.  Zwei  be- 
„liebige  Eckpunkte,  Flächen,  Gegenkanten,  Eckpunkte  und 
„Gegentlächen  jedes  der  drei  Tetraeder  werden  von  den 
„Gegenkanten  der  anderen  zwei  harm.  getrennt.  Zwei  zu 
„verschiedenen  Tetraedern  gehörige  Eckpunkte  oder  Flächen 
„werden  durch  einen  Eckpunkt  und  Gegenfläcbe  des  dritten 
„Tetraeders  harm.,  drei  in  einer  Geraden  liegende  Eckpunkte 
„durch  die  Gegenflächen  invol.  getrennt.  Die  12  Eckpunkte 
„und  Flächen  der  drei  Tetraeder  liegen  resp.  schneiden 
„sich  zu  dreien  in  je  16  Geraden;  von  den  ersten  16  Gera- 
„den  gehen  durch  jeden  Eckpunkt  4,  welche  ein  Vierkant 
„bestimmen,  dessen  Diagonal-Dreikant  drei  Kanten  eines 
„der  Tetraeder  sind,  von  den  anderen  16  Geraden  liegen 
„in  jeder  Tetraeder-Fläche  4 und  bilden  ein  Vierseit,  dessen 
„Diagonaldrcieck  die  Kauten  eines  der  Tetraeder  sind.  Die 
„Kanten  der  drei  Tetraeder  liegen  in  12  Ebenen  und  gehen 
„durch  12  Punkte;  dieselben  sind  die  Flächen  resp.  Eck- 
„punkte  von  drei  neuen  Tetraedern,  weiche  dieselbe  gegen- 
„seitige  Lage  haben  als  die  ersten  drei  Tetraeder.  Aber 
„auch  die  gegenseitige  Lage  der  zweimal  drei  Tetraeder 
„ist  übereinstimmend,  indem  die  Flächen  oder  Eckpunkte 
, Jedes  der  drei  neuen  Tetraeder  durch  sechs  Eckpunkte 
„der  anderen  gehen,  resp.  in  sechs  Flächen  derselben  liegen, 
„so  wie  die  P'lächen  oder  Eckpunkte  der  ersten  drei  Tetra- 
„eder  durch  sechs  Eckpunkte  der  neuen  geben,  resp.  in 
„sechs  Flächen  derselben  liegen.“ 

„Die  ganze  Figur  enthält  24  Punkte,  24  Ebenen  und  50  Gerade; 
„die  Punkte  liegen  (Ebenen  gehen)  zu  vieren  in  (durch)  18  Geraden 
„und  zu  dreien  in  (durch)  32  Geraden ; durch  jeden  Punkt  geben  (in 
,Jeder  Ebene  liegen)  von  den  32  und  18  Geraden  4,  resp.  3,  von 
„den  24  Ebenen  (Punkten)  7,  welche  ein  Vierkant  (Vierseit)  mit  dem 
„Diagonal-Dreikant  (-Dreiseit)  bestimmen.“ 

Die  Eckpunkte  der  im  Satze  erwähnten  drei  neuen  Tetraeder 
sind:  AgkAaA'gkA'ik,  . . . und  es  sind  je  zwei  bezüglich  der  Eckpunkte 
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oDd  Oegenfl&chen  des  dritten  Tetraeders,  als  Coll.-Mitteipnnkt  nnd 
Ebenen,  auf  viererlei  Art  persp.  So  z.  B.  sind  bezüglich  A',„ 

A'j4  Coll.-Mittelpnnlcte  persp.  mit  AnAnA'aA'n,  A,t 

AtaA'uA'fj,  A'^A'nAf^Aj^,  A J^A 

Aus  der  eigentümlichen  Lage  der  M,  A',  O Tetraeder,  dass  zwei 
zn  verschiedenen  Tetraedern  gehörige  Eckpunkte  durch  einen  Eck- 
punkt nnd  Gegenflache  des  dritten  harm.  getrennt  sind,  folgt: 

„Die  8 Mittelpunkte  der  in  ein  Tetraeder  einbescbrie- 
„benen  Kugeln  sind  die  Eckpnnkte  von  zwei  Tetraedern, 
„welche  sowol  zu  einander  als  zu  dem  Original-Tetraeder 
„auf  viererlei  Art  persp.  liegen.“ 

5.  Zwei  Tetraeder  haben  in  Rücksicht  auf  ihre  gemeinsamen 
Ecken  oder  Flächen  folgende  Lage:  sie  haben  a)  3 gemeins.  Ecken 
und  3,  2,  1 gemeins.  Flächen;  b)  2 gemeins.  Ecken  und  3,  2,  1,  0 
gemeins.  Flächen;  c)  1 gemeins.  Ecke  und  3,  2,  1,  0 gemeins.  Flä- 
chen, endlich  d)  0 gemeins.  Ecke  und  2,  1,  0 gemeins.  Flächen. 

Bezeichnet  man  die  Eckpunkte  der  Tetraeder  mit 

nnd  fallen  a)  Afj,  A, ; A',;  3/,,  A3  zusammen,  dann 

wird  Af,Af,3fj.W4  entweder  mit  AjA^AjA’,, 

AiA'jA’^Aj  oder  blos  mit  den  drei  letzteren  persp.  liegen,  je  nachdem 
A4  auf  MfM^  liegt  oder  nicht,  b)  Fallen  3/„  A, ; A,  zusammen, 
nnd  liegen  ausserdem  entweder  Aj,  N^  auf  resp.  Kanten, 

oder  schneiden  sich  Geraden  in  einem  Punkte, 

so  ist  mit  wenn  sich 

aber  ausser  den  gemeins.  Eckpunkten  blos  A3A4  Kanten 

schneiden  oder  auf  derselben  Geraden  liegen , dann  ist  M Tetraeder 
mit  A nur  in  den  zwei  ersten  Grnppiruiigen  der  Eckpnnkte  per- 
spectiv. c)  Fallen  A/j,  A,  zusammen,  so  sind  die  Tetraeder  selbst 
wenn  3,  2,  1 Eckpnnkte  von  N auf  die  dnreh  gehenden  Kanten 
oder  Flächen  liegen,  blos  auf  einerlei  Art  persp. ; wenn  aber 

Dreiecke  in  derselben  Ebene  liegend  auf  0,  1,  2,  3,  4-erlei 
Art  persp.  sind'),  dann  liegen  auch  die  Tetraeder  auf  ebenso  vielerlei 
Art  persp.  d)  Haben  die  Tetraeder  keinen  gemeins.  Eckpunkt,  fallen 
aber  A,Aj,  A/,3/,  Kanten  auf  dieselbe  Gerade,  und  gehen  A/,A/„ 
3f,A„  3/4A4  Gerade  durch  einen  Punkt  (die  Tetraeder  haben  zwei 
gemeins.  Flächen),  so  ist  persp.  mit  A, A,A,A4,  A'iA', AjA,. 

Ans  diesem  ist  ersichtlich:  „Zwei  Tetraeder,  welche  eine 
„oder  mehr  gemeins.  Ecken,  Flächen,  Kanten  haben,  können  nicht 
, Anehr  als  anf  viererlei  Art  persp.  liegen“. 


1)  bei  reellen  Eckpunkten. 

Arch.  a.  Mmtli.  e.  Ph7>.  2.  Beih«,  T.  VI.  7 
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6.  „Zwei  Tetraeder,  welclie  keiue  gemeins.  Ecken, 
„Kanten,  oder  Flächen  haben,  können  nicht  dermassen  auf 
„zweierlei  Art  persp.  liegen,  dass  einem  oder  zwei  Eckpunk- 
„ten  des  einen  in  beiden  Lagen  dieselben  ein  oder  zwei 
„Eckpnnktc  des  andern  entsprechen. 

Weii  MkMiMk,  NsNiNi  Dreiecke  keine  gemeinsamen  Eckpunkte 
haben  und  auch  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  so  können  sie  nur  anf 
einerlei  Art,  z.  B.  in  der  aufgeschriebenen  Ordnung  der  entsprechen- 
den Eckpunkte,  persp.  sein,  woraus  folgt:  dass  Tetraeder 

mit  NgSkNiNi  uud  mit  einem  durch  eine  andere  Gruppirung  der  AhNiA't 
oder  blos  der  A^.A*  Eckpunkte  entstandenen  Tetraeder,  z.  B.  A,AVA'» 
A*,  A,A'*A'tAi,  etc.  nicht  persp.  sein  kann. 

7.  „Zwei  Tetraeder  können  nicht  dermassen  zn  ein- 
„ander  persp.  liegen,  dass  vier  Eckpunkten  des  einen  vier 
„Eckpunkte  des  anderen  und  noch  eine  derartige  andere 
„Gruppe  dieser  letzteren  Eckpunkte  entsprechen  sollen,  in 
„welcher  keiner  von  ihnen  demselben  Eckpunkt  des  ersteren 
„Tetraeders  entspricht,  als  in  der  Mheren  Gmppe,  aus- 
„genommeu  die  drei  Fälle,  wo  zwei  und  zugleich  die  an- 
„deren  zwei  Eckpunkte  ihre  Stelle  in  der  Gruppe  abwech- 
„selnd  verändern.“ 

Damit  zu  A>A'*A,At  und  A»AiA>A,  persp.  sei,  ist 

notwendig,  dass  in  beiden  Lagen  die  entsprechenden  Kanten  sich 
schneiden;  dies  ist  aber  in  dem  Falle  nnr  dann  möglich,  wenn  ein 
Eckpunkt  nnd  seine  Gegenfläche  in  der  einen,  und  ein  anderer  Eck- 
punkt und  seine  Gegenfläche  in  der  auderen  persp.  Lage  mit  seinem 
entsprechenden  Eckpunkte  und  Gegeufläche  zusammenfällt,  z.  B. 

Mh  Eckpunkte  mit  A’,,  A’t;  AfhMiAft,  AfgMiMk  Flächen  mit  A\N,A'i, 
NgA\Ni  zusammen  fallen.  Die  Verbindungslinien  der  entsprechenden 
Eckpunkte  der  Tetraeder  AfgAfkAfiAft,  AjA*A’,A'j  können  aber  bej 
dieser  Lage  nur  dann  durch  einen  Punkt  gehen,  wenn  entweder  A'*, 
A’k  oder  AV,  Afi  zusammenfallen ; während  die  Verbindungslinien  der 
entsprechenden  Eckpunkte  der  Tetraeder  Af,Afi,AfiAfk,  AkNkA’gA'i  nur 
dann  durch  einen  Punkt  gehen,  wenn  A\,  Ai  oder  Ai,  A\  zusammen 
fallen,  und  weil  weder  A*  in  Afk  nnd  zugleich  Ali,  noch  Ai  in 
Afi  und  Afk  fallen  kann , so  werden  die  Tetraeder  in  den  angegebe- 
nen Lagen  nicht  persp.  sein. 

8.  „Zwei  Tetraeder  mit  reellen  Eckpunkten  können 
„höchstens  anf  viererlei  Art  persp.  liegen.“ 

In  5.  ist  gezeigt  worden,  dass  zwei  Tetraeder  mit  teilweise  zu- 
sammenfallenden Elementen  nicht  mehr  als  auf  viererlei  Art  persp. 
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■ein  können;  wir  schliessen  daher  diesen  Fall  aus.  Ist 
Tetraeder  mit  N^NkNiNi  persp.,  dann  kann  es  laut  6.  nicht  mit  den 
14,  nnd  laut  7.  mit  den  6 Tetraedern  persp.  sein,  welche  durch  eine 
tndere  Gmppirung  der  entsprechenden  Eckpunkte  entstehen,  es 
bleiben  daher  blos  übrig  diejenigen  drei  Tetraeder  A'<A* 

SfNk,  KiNiNkN)  deren  persp.  Lage  in  4.  betrachtet  wurde. 

9.  „Wenn  zwei  Tetraeder  keine  gemeinsamen  Elemente 
„haben,  können  sie  nicht  auf  dreierlei  Art  persp.  sein.“ 

Hat  nämlich  M Tetraeder  mit  N keine  gemeins.  Elemente,  und 
ist  M,MkAf,Mk  zu  NgNkN.-Kk  persp.,  so  kann  es  noch  zu  Ni,NgNi,N„ 
A'iAiA'^*,  \k\iKkNf  persp.  sein.  Wenn  man  aber  voraussetzt,  dass 
MgMkMiMk  zu  NgNkNiNk,  NkNgNkNi,  A',A'*Ar,A*  persp.  ist,  dann 
schneiden  sich  die  Kanten:  AfgMt,  N,Nk-,  MkMi,  AT*A.;  MkMk, 
hr,Mi^  A*ATt;  MfMk,  N{Nk\  A/,A/*  NgNk,  daher  MgMkMiMk  auch  zn 
\\KiNkNg  persp.  sein  wird. 


10.  Drei  parweise  persp.  Tetraeder  bestimmen  ausser  den  in 
4.  beschriebenen,  noch  andere  Tetraeder. 


Projicirt  man  nämlich  aus  Ng  die  MgMkMtMk  Eckpunkte  des  M 
Tetraeders  auf  den  Gegenflächen  nach  A/,tr»/*WA/,<v)A/i(v),  so  bestim- 
men dieselben  ein  Tetraeder  Af^  und  da  man  ans  jedem  Eckpunkte 

(.V  ) 

des  AT  Tetraeders  projiciren  kann,  so  gibt  es  vier  solche  Af'  ' , 
P*) 

M , . . . Tetraeder. 


Bezeichnet  man  die  Schnittpunkte  der  Af,A/Ä,  N,Nh\  Af.Aft,  A',A’j 
Kanten  wie  früher  mit  Agu,  A'gk,  so  ist  ersichtlich , dass  A,jk.\' gkAot, 
AgkAikA'ü,  die  Diagonaldreiecke  der  Vierecke  A/,<»)AA<v>Af,(*)A/*(*), 
resp.  A/,!')3/*(*/A^(*)A/*(*)  sind  nnd  dass  die  Viereck-Seiten  Sfg^t>^Afi,f>\ 
Alg'tiMkW,  A/*(iOA/,(*),  jt/,(0A/*(0,  Af,(0jt/-,(‘),  Afg(i)MiA>^)  durch 
die  Punkte  A',»,  resp.  A'gk,  Agk,  Agk,  A^,  Aa,  A'*  geben. 

Jedes  der  a/  . Tetraeder  ist  zn  Af  nnd  O persp., 

die  Coll.-Mittelpnnkte  sind  die  Eckpunkte  von  N,  die  Coll.-Ebenen 
ihre  Gegenflächen,  da  sich  die  entsprechenden  Kauten  nach  dem 
Obigen  in  Punkten  der  Flächen  des  N Tetraeders  schneideu. 


/X  \ 

Die  16  Eckpunkte  der  vier  A/'  ' Tetraeder  können  aber  auch 
als  Eckpunkte  von  vier  anderen  dem  A/  einbeschriebenen  Tetraeder: 

^ ’^=  Af,(»)A^(*)Af,<flA/-j(*),  AT^°*^=  A/,(*)A/*(M3f,<‘)Aft(0  und  von  vier 

7» 
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Klug',  Dtber  mthrfaeh  pertptcliv*  Tetratdtr, 


f*«) 

in  den  Flächen  von  M liegenden  Vierecken:  3/  * = 

betrachtet  werden;  diese  Tetraeder  sind  zu  Af,  iv  bezttglich 
der  Eckpunkte|nnd  Gegenflächen  des  O Tetraeders  als  Coll.-Mittel- 
pUnkt  and  Ebenen,  die  Vierecke  zn  O,  K bezOglich  der  Eckpunkte 
von  M persp. , da  die  Eckpunkte  der  M(Ot)  Tetraeder,  die 

Projectionen  von  aus  O, , resp.  O*,  die  Eckpunkte  der 

(Jf ) 

3/  , ...  Vierecke  die  Projectionen  von  NglfkNiNt  aus  Aig  sind. 

Je  zwei  der  3f^  3f^  . . . , nnd  3/^  ...  wie  auch 

(Mg)  (M 

M , 3/  *'  ...  Tetraeder  nnd  Vierecke  sind  zn  einander  bezdglich 
den  Eckpunkten  und  Gegenflächen  der  AghAik  A'ghAik  Tetraeder 
als  Coli. -Mittelpunkte  und  Ebenen  auf  zweierlei  Art  persp.  So  sind 

z.  B.  die  Tetraeder  M'  3f^  bezüglich  Agk,  A',*;  3f(0i»,  3f(0*)  be- 
züglich A'ik,  A'ik-,  3t(®A),  3/to.)  bezüglich  Ait,  Aa,,  die  Vierecke 

IM  ) IM^) 

M , M bezüglich  A^a,  A'ik  persp.,  nnd  es  entsprechen  den 
Eckpunkten  von  M^WMk^•‘)M ^<ljUkW,  A/,(*)jwa<‘> 

3f,<*)3fA<0,  3/^)3f,(*)Jtf,(0Af,(*),  resp.  die  Eckpunkte  3/A(*)3fj,(*)3f,<*)AfA<*>. 
MgW  MtWMkW  3f,  (*) , 3f,(*)  AtA<'>  3/,  <*) , a/a<‘>  3/,<*)  3/,  '*)  3fA<''>; 

3rj(03/,(l)3/-*(»)3/ik(*)  ; 3/*(*)3/*(.»)  3f*(0  3/*(*)| 

jI/*(v)3/ä(*>3/ä(*>3/aW,  da  die  Verbindungslinien  der  entsprechenden 
Eckpunkte  durch  die  angegebenen  Coli. -Mittelpunkte  gehen.  Es  ist 
aber  auch  leicht  einzusehen,  dass  die  Gegenflächen  der  Coll.-Mittel- 
pnnkte  der  AgkAniA'gkA'a  Tetraeder  die  Coli. -Ebenen  sind,  da  sich 

iM.)  (A’.\ 

z.  B.  bei  den  Tetraedern  , Ja  ^dieKantcn!3/,(»>3#Ais),  3fA<*'3#i'*> 
3/*(s)3/i(»).  3/i(*)3/A<*>  in  beiden  persp.  Lagen  entsprechen,  daher  die 
beiden  Coll.-Ebenen  durch  ihre  Schnittpunkte  A'ik,  A,k  und  (laut  2.) 
auch  abwechselnd  durch  die  ColL-Mittelpunkte  gehen. 

Jedes  der  3/^^'^  ...  Tetraeder  ist  zu  jedem  der  3/^  ^^  . . . 
persp.;  die  Coli. -Mittelpunkte  und  Ebenen  sind  die  Eckpunkte  und 

Gegenflächen  von  3/.  So  sind  die  Tetraeder  3/^  bei  jedem 

Werte  des  g Indexes  bezüglich  3f, ; 3f^  ’ V"‘’i 

3/^*'  3f^  bezüglich  Mk  persp.,  da  3//«) 3f,<*> , 

34<*)3/,<*)  als  Verbindungsgeraden  der  entsprechenden  Eckpunkte 
dnreb  Mk  gehen. 

(If  ) /Af  ) (0  ) 

Die  Vierecke  M ’ , ...  sind  auch  persp.  mit  M ’ , ...  3T  * 
Tetraeder;  die  32  zu  diesen  Lagen  gehörigen  Coll.-Mittelpnnkte  sind 
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die  Eckpunkte  von  8 dem  M nmschriebenen  Tetraedern,  welche 
dieselben  16  Flächen  haben,  nnd  von  welchen  vier  zn  Af,  N,  vier  zn 
M,  0 perep.  liegen. 

Das  Tetraeder  und  Viereck  a/  hat  nämlich  in  A/,(») 

einen  gemeine.  Eckpunkt,  und  es  schneiden  sich  die  entsprechenden 
Seiten  der  A<*<»)  A/<<»)  Aftiv),  Af,(*)Af,WA/,(*)  Dreieckein 
Punkten,  daher  das  Tetraeder  nnd  Viereck  persp.  liegen.  Die  durch 
M^^’Afit/),  MgWMg(>)  entsprechende  Seiten  gelegte  Ebene  enthält 
AkiA,kAfi  Mk  Punkte,  daher  ist  der  zn  Af('^,)  gehörige 

ColL-Uittelpnnkt  der  Schnittpunkt  von  den  Verbindungsebenen  der 
AkiAgkAfi,  AkkAgkA/k,  AikAgiAgk  Geraden  mit  Afs,  resp.  Mi,  A/t 
Pnnkten,  and  da  diese  Geraden  die  Schnittlinien  der 
Ebene  mit  den  durch  Mg  gehenden  Flächen  des  M Tetraeders 
nnd;  so  werden  die  Eckpunkte  desjenigen  Tetraeders,  welches 
Jf  umschrieben  ist,  und  dessen  Flächen  Af  in  der 

(.V  ) 

0,0,04  Ebene  schneiden,  die  zn  den  persp.  Lagen  der  Af  , 

...  Tetraeder  und  Vierecke  gehörige  Coll.- 

Mittelpnnkte  sein. 


Ebenso  kann  bewiesen  werden,  dass  die  zn  den  persp.  Lagen 
der  a/^‘\  a/**^;  a/^*\  Af^**^  nnd  M(Og),  ...; 

M^  *^gehörigenColl.-Mittelpunkte 


die  Eckpunkte  deijenigen  dem  M nmschriebenen  Tetraeder  sind, 
«eiche  die  Flächen  von  M in  den  Ebenen  O,  O.Oi,  resp. 

K^NiKk  schneiden. 

Weil  sich  (laut  4.)  die  Flächen  der  M,  N,  O Tetraeder  in  16 
Geraden  schneiden,  so  haben  die  8 umgeschriebenen  Tetraeder  die- 
selben Flächen,  nnd  weil  vier  von  ihnen  die  Flächen  der  M,  N,  die 
anderen  die  Flächen  der  Af,  O in  einer  Ebene  liegenden  Geraden 
schneiden,  so  sind  vier  der  umschriebenen  Tetraeder  mit  Af,  vier 
mit  Af,  0 persp. 

Wir  haben  daher  folgenden  Satz,  dessen  reciprok  entsprechender 
leicht  ansgesprochen  werden  kann. 

„Wenn  drei  Tetraeder  parweise  persp.  liegen,  dann 
„gibt  es' vier , zn  dem  ersten  und  zweiten , vier  zn  dem  ersten 
„nnd  dritten  persp.,  dem  ersten  einbeschriebene  Tetraeder, 
„nnd  vier  zn  dem  zweiten  nnd  dritten  Tetraeder  persp. 
„Vierecke,  welche  in  den  Flächen  des  ersten  liegen;  die  8 
„Tetraeder  nnd  4 Vierecke  haben  dieselben  16  Eckpunkte. 
„Die  ersten  vier,  sowie  die  zweiten  vier  Tetraeder  nnd 
„die  Vierecke  sind  parweise  zn  einander  in  Bezug  auf  die 
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Klug:  Ueber  mehrfach  perepeetiv*  Tetraeder, 


„Kanten-Schnittpankto  der  Urtetraeder  als  Coll.-Mittul- 
„punkte  auf  zweierlei  Art  persp.  Zwei  eiubeschriebeue  Tc- 
„traeder,  welche  nicht  zu  denselben  zwei  Urtotraederu 
„persp.  liegen,  sind  zu  einander  bezüglich  der  Eckpunkte 
„des  ersten  Tetraeders  persp.;  jedes  einbeschriebene  Te- 
„traeder  liegt  auch  persp.  zu  den  Vierecken  bezüglich  der 
„Eckpunkte  derjenigen  Tetraeder,  welche  dem  ersten  um- 
„schrieben  und  zugleich  dem  ersten  und  zweiten,  oder  dem 
„ersten  und  dritten  persp.  ist.“ 

11.  Wir  wollen  endlich  die  gegenseitige  Lage,  der  in  dem  M 
N,  O Tetraedern  cinbeschriebenen  Tetraeder  untersuchen. 

Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  wie  oben  die  Projection  der  Eck- 
punkte NfKkNiKk  auf  die  Gegenilächen  ans  Ok,  O,,  Ot  mit 
Nflti Nk^> , A^WAV*)  AV*> ...;  die  Tetraeder,  deren 
Eckpunkte  die  16  Projoctionen , und  welche  in  N,  M resp.  N,  O 

einbeschricben  sind,  mit  = Ngli»Nk^^W»Nklt\  ...;  = 

A’jC)  Alf(*)  AV’lA'*'*',  A^'  ' = A?,(*)  Aa(*)  Af,<‘)  JVj'O,  und  bemerken,  dass 
Ngl!»Nk<^\  TV,«  AT,«W»), 

AT,(0  TV*«  Gerade  durch  Agh,  A'tk,  A'gh,  Ä'gh,  Aüc,  Agh,  A'gk 
oder  A'gh^  Aik,  Agh,  Agh,  A'ik,  A'gh,  Agh  geben,  je  nachdem  g,  k 
oder  i,  k gleich  1 ist 

Die  Tetraeder  , sind  bei  jedem  Werte  des  g Indexes 
auf  viererlei  Art  persp.  bezüglich  der  Eckpunkte  and  Gegenflüchen 
dos  O Tetraeders,  als  Coll.-Mittelpnnkte  und  Ebenon,;und  zwar  der- 
weisc,  dass  den  Eckpunkten  TWj(')TVf*(*)Tlf,<')Tlf*(*)  des  Afto*)  die  Eck- 
punkte TVf,(i)TWi,(»T»f,^>)TVf*(i),  TV*(i)TVi(»TV,<»TV*fi)  von  TV(o.)  bezüg- 

(Ok) 

lieh  0|,  resp.  0*,  den  Eckpunkten  T>fj(*)Tlf*(i)Tkr,<*)Tlf*(*')  des  MT  , 
die  Eckpunkte  TV,i*)TV*(*)TV.WTV*(*),  TV*(*)AT,(*)TV*WTV,<*),  TV,<*)TV*(*) 
TV,(*)TV*i*),  TV*l*)TV,<*)TV*(*)TV,(*)  bezüglich  O,,  Ok,  O,,  O*  als  Coll.- 
Mittclpunktc  entsprechen. 

Dies  folgt  für  O,  als  Coll.-Mittclpunkt  und  Ttf,(>)TW*(*)TVf,<OTlf*(*), 
A'j(')TV*(>)TV,<i.’TV*(*),  wie  auch  für  O*  als  Coll.-Mittclpunkt  und 
TVf,(*)TH*(*>Tlf,<*)TVf*<0,  TV*'*)TVj(*>TVj(*)TV,'*)  als  entsprechende  Eck- 

punkte nnmtttelbar,  da  die  Geraden  TVf,TV,  bei  jedem  Worte  von  g 
durch  Oj,  die  Geraden  MkNj,  M^Nk,  3/,  TV*,  TW* TV,  durch  O*  geben. 
Dies  in  Betracht  gezogen  wird  der  Beweis  für  die  übrigen  Tetra- 
eder-Combinationen  auf  folgende  Art  erhalten. 

Die  Diagonaldrciecke  der  Vierecke  TWjTW*TV,TV*,  JW,TW*TViTV* 
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i Mionlsebeii  Reihe. 

V rtation  aber  die  „harmonische 
■ dcfinirt,  bei  der  von  je  drei  anfein- 
.ure  das  harmonische  Mittel  der  beiden 
I eine  Folge  von  Brflchen  mit  Gen- 
uine arithmetische  Reihe  bilden.  Als 
!:ann  ohne  Beschränknng  der  Allgomein- 
liun;  denn  wird 


iue  harmonische  Reihe 


„ + 2Ä+-  + 


1 

o-j-fiA 


urückznführen.  In  grundsätzlich  elementarer 
in  der  Satz  gewonnen,  dass  mit  n zwar  auch 
wächst,  aber  nur  wie  der  Logarithmus  von  n, 


*’>•(*)— log  (n-f-*)  = Ck{*) 
l'unction  Cn(*)  mit  wachsendem  n,  beständig  ab- 
. nur  von  z abhängigen  Grenzwert  C(x)  znstrebt. 
'Lutlich  gleichbedeutend  mit  der  Ganss’schen  Fnnc- 

^(.*)=  „Ü!*oo  [logw— &.-i(»+l)] 


C’W  = - «F(.  - 1),  «F(.) C(.-fl) 

1 886.  Ein  Termehrter  Abdruck  der  Arbeit  im  ,Archir 

■cht  bevor. 

'|uiiitioDet  generulet  circa  seriem  infinitam  etc.  Art.  SO.  - 
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Klug',  l/eber  mehrfach  perepeetim  Tetraeder, 


„Wenn  drei  Tetraeder  parweise  aaf  Tiererlei  Art 

„persp.  liegen,  dann  sind  a)  je  zwei  zn  dem  ersten  and 

„zweiten  Tetraeder  perspective,  and  zugleich  dem  ersten 

{einbesebriebene  , 

. . . Tetraeder  zu  einander 

umschriebene 

„bezüglich  der  Eckpunkte  und  Gegenflachen  des  dritten 
„Tetraeders  als  Coll.-Mittelpunkte  und  Ebenen,  auf  viererlei 

{einbeschriebene 
umschriebene 

„zu  dem  ersten  und  dritten  perspective  Tetraeder  ist  za 

...  ( oinbeschriebenen  , 

, jedem  dem  zweiten  < i.  ■ v und  zum  zweiten 

( umschriebenen 

„und  dritten  perspectiven  Tetraeder,  bezüglich  eines  Eck- 
„punktes  und  Gegenflache  des  dritten  Tetraeders,  als  Coll.- 
Mittelpunkt  und  Ebene,  perspectiv.“ 
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VII. 

Miscellen. 


1. 


Zar  Thearie  der  harmonischen  Keihe. 


!•  In  meiner  luangural-Dissertation  aber  die  „harmonische 
Reibe“ ')  ist  diese  Reibe  als  solche  definirt,  bei  der  von  je  drei  anfein- 
ander  folgenden  Gliedern  das  mittlere  das  harmonische  Mittel  der  beiden 
hnssem  ist  Es  ergiebt  sich  so  eine  Folge  von  Brüchen  mit  con- 
stantem  Zähler,  deren  Nenner  eine  arithmetische  Reihe  bilden.  Als 
die  „Differenz“  der  letzteren  kann  ohne  Beschränkung  der  Allgemein- 
heit stets  1 angenommen  werden;  denn  wird 


gesetzt,  so  ist  die  allgemeine  harmonische  Reihe 


•••  + G) 

also  anf  jene  sofort  zarOckznführen.  In  grundsätzlich  elementarer 
Abhandlung  wurde  nun  der  Satz  gewonnen,  dass  mit  n zwar  auch 
Sii(»)  ins  Unendliche  wächst,  aber  nur  wie  der  Logarithmus  von  n, 
so  dass,  wenn 


(3)  S4»)-log(«-f»)  = C,(i) 

gesetzt  wird,  die  Function  G,(»)  mit  wachsendem  i»,  beständig  ab- 
nebmend,  einem  nur  von  s abhängigen  Grenzwert  C(»)  znstrebt 
Denelbe  ist  wesentlich  gleichbedeutend  mit  der  G an ss 'sehen  Func- 
tion^ 

V(,)=  [log«- &.-!(*+ 1)] 


da  offenbar 


C(l)  1), 


*F(.) 


— cr(*+l) 


1)  Halle  1886.  Ein  Termehrler  Abdruck  der  Arbeit  im  .Archiv 

d.  Uath.“  itebt  bevor. 

S)  Diiqniulioiief  generales  circa  seriem  infinitam  etc.  Art.  SO. 
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MuctUen. 


ist  InsbesoDdere  bat  man  für  t = 1 dio  Enler'Masrberoni’acbe 
CoDstaoto 

C(l)  = 0 3"^  n — ” 0,5772156649  ... 

Von  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Fnnction,  die  schon 
Ganss  anfgefnnden  hat,  sind  hier  nnr  drei  zn  erwähnen,  die  im  Fol- 
genden Anwendung  finden.  Es  ist  nämlich 

(4)  C(j)  — 6(1  — »)  = Jicotg«*, 

(5)  ” m6'(wj-|- 1) -j-ralogm 


und  mit  Hilfe  dieser  Sätze  kann  man  C(t)  für  beliebige  rationale 
nnd  echt  gebrochene  z durch  die  Formeln  darstellen; 


m — 1 


(n\  , n nn  , , , _ 'Iknn  . . kit\ 

-j  - c cotg-  -f  log»  -2  cos  log(^2sin 

6)  fär  ungerade  », 


m — 2 
2 


^ 1 " . I . . ^ 2in» 

\mJ  “ J W>fg  ^ + log»»— •*  COS 


»-< 


log(2sin^) 

-f-(-l)"+Mog2, 

fttr  gerade  m, 
kn 
m 


(0‘)  ^ ® + 2 ^ “ 2 X cos  ^^2  log  tg 

ungerade,  m gerade;  i — 1,  2,  3 ^ ^ oder  — 


Durch  dio  Fnnction  C Missen  sich  leicht  beliebige  Ausschnitte 
der  harmonischen  Reihe  ausdrücken;  die  alternirende  Reihe 

■ — H r s vö  lässt  sich  als  Differenz  zweier  har- 

3 *+l  *+2  »-j-O 

monischen  Reihen  mit  positiven  Gliedern  durch  zwei  C-Functionon 
snmmiren,  nnd  die  Wert-Aendernng,  die  dieselbe  Reihe  erfährt,  wenn 
das  Verhältniss  der  Anzahl  der  positiven  Glieder  zur  Anzahl  der 
negativen  Glieder  geändert  wird,  ist  ebenfalls  mit  Hilfe  von  C leicht 
zn  entwickeln.  Bezflglich  aller  dieser,  sowie  anderer  damit  zusam- 
menhängender Fragen  sei  anf  dio  angeführte  Arbeit  verwiesen  nnd 
nnr  bemerkt,  dass  eine  elementare  und  zugleich  strenge  Behandlung 
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derselben  banptsächlich  dadurch  ermöglicht  wird,  dass  zunächst  mit 
endlichen  Reihen  und  mit  der  noch  von  ihrem  Index  abhängigen 
Function  Cm  gerechnet  wird,  so  dass  bis  zum  Augenblick  des  Grenz- 
uberganges  fQr  n = oc  alles  durchaus  geschlossen  im  Endlichen  vor 
sich  geht. 

Dasselbe  Verfahren  wollen  wir  bei  der  hier  zu  lösenden  Aufgabe 
einschlagen. 


2.  Aus  der  harmonischen  Rcilie  werde  eine  neue  in  der  Weise 
gebildet,  dass  die  Vorzeichen  gruppenwoise  wechseln;  die  ersten  p 
Glieder  sollen  positiv,  die  p nächsten  negativ  genommen  werden 
n.  s.  f.  Gesucht  ist  die  Summe  der  neuen  Reihe,  im  Falle  ihrer 
Convergenz. 


Schreiben  wir  der  Kürze  wegen 


der  ersten  2p»  Glieder 


» At , so  ist  die  Somme 


a-jfn(t)  =■  Ao  A,  -f-  ...  -|-  hp-i  — hf  — Ap4 1 — ...  — Asp— i 
“}■  Ajp-j-  . . . -j- Asp— I — Asp  — ...  — A4p-i 

+ ~ 

+ A(2m-2)p+  ...  A(2m-1)p-1 — Ä(aM_l)p — A2»p_1 


oder,  wenn  wir  die  Glieder  nach  Vertiealreiheu  zusammenfassen, 
*2p«(*)  = I Ai  -j-  Al,  f äp-f*  • • • "t"  Aif  (2m-S)p  I 

— ^ { Ai4p -j-Ai+spH- ... +Ai4(3m-1)p  J 
i=0  I ; 


Hier  kann  man  nun  die  beiden  Summen  zu  einer  einzigen  zosammen- 
zicbon  und  die  negativen  Glieder  einzeln  hinter  die  positiven  oin- 
scbalten,  wodurch  o-ip«  als  Summe  von  altemirondcn  harmonischen 
Reihen  dargestellt  erscheint.  Um  aber  die  Snmmcnformel  für  die 
letzteren  nicht  voranssetzeu  zu  müssen,  wollen  wir  lieber  unmittel- 
bar Formel  (2)  auf  jede  der  beiden  Summen  anwendon  und  erhalten 
so : 


03pn  ”=■ 


1 

apifo\ 


iSm-1 


oder  nach  (3) 
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MiteelUn. 


+ log  - - 


2p 


»-1  + 


«+t+P 

2p 


Für  n — 00  verschwindet  jeder  der  p Logarithmen,  so  dass  sich  er- 
giebt: 


a) 


Schreiben  wir  dies  noch 


so  ist  nach  (5) 
also  anch 

(II)  *(*)  - C(,)  + log(2p)  - ^ C 


Für  p = 1 geht  a in  die  einfach  alternirende  Reihe  Ober.  Wir 
orhal  ten  für  diesen  Fall  ans  (I)  und  (II)  die  Formeln  (29)  und  (30) 
der  Üifferentation. 


Beispiel.  Es  ist 

l + + . 

7 10^13^  16  19  22^^ 


Ua  hier  p — 2 ist,  haben  wir  aus  (I) 

•(ä)“i{S2-'^ß+^ä-  <^81 


Nun  ist  ans  (6)  bzhw.  (6a) 


c|-c+|log3+JV3 

C ^ - H-3  Iog2  + ? log3-  y 31og(2  - y 3)  + 1 (2  + y 3) 
c|  - c + |log3-|-21og2-|v3 
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also 


=eH-31og2+|log3+V31og(2-V3)-  ?(2-V3) 

' + i - ? - fe  - - 1 { ('  +¥)-  '««2  - V31og(2  - y 3)} 


3.  Anwendong  auf  die  „specielle“  harniODigche 
Reibe. 

FOr  s — 1 vereiofacht  sich  Formel  (I)  erheblich,  selbst  weoo  f 
ganz  onbestimrat  bleibt  Es  ist 


2p  0(1) 


— C 


2?. 

2p 


2p 


-4- 

+ ^2p 

P+i 

2p 


oder,  nach  (4),  da  die  ontoreinander  stehcodea  Fnnctionen  C Argu- 
mente besitzen,  deren  Summe  1 ist 

2po(l)  = -<H-C'^  + » (cot8^  + cotg^4-  ...  -f  cotg 

Hier  ergänzen  sieb  die  Bogen  je  zweier  symmetrisch  zur  Mitte  stehen- 
den Cotangenten  zu  Da  nun  allgemein 

. 2 

COtgM  + tgU  = jp 

® ‘ ^ Sin  2u 


ist,  so  haben  wir,  wenn  p ungerade,  etwa  gleich  2i»-|-l  ist. 


2m 

£ cotg 


kn 

4^^f2 


f sinjpT 


+ 


2m-H 


Sin 


2w 

2i^fi 


+ •••  + 


sin 


2m-fl 


und  fbr  p — 2m,  in  welchem  Falle  ein  Mittelglied  cotg  = 1 
banden  ist. 


s»-i 
£ cotg 
1 


kn 

4m 


= 2 


sin 


2m 


sin 


2)v 

2m 


+ •■•  + 


sin 


2m  I 

(m^I)«| 

2m 


+ 1 


Wenn  wir  schliesslich  noch  beachten,  dass 
Ci  — c+21og2 

ist  wie  sich  unmittelbar  aus  (5)  für  * — 0,  m = 2 ergiebt  so  kommt 
also 
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ifixctlUn. 


= O + I+I + ■••  + ;) -(^  + ^+-+^)+- 


+ fQrgeradep 

sin  — 

V 

P— 1 
2 

1 TT  1 

-=-log2-| — £ — 7“  für  ungerade  p. 

P *='  sin^? 


Beispiele:  Hiernach  ist:  Für  p ■=■  2, 

, ,1  1 1,1.1  1,  » 

^ + 2~3  -4+5+6  "=2'"«^+4 

wie  auch  unmittelbar  ersichtlich. 

Für  p = 3, 

■ +ä+ 1 - j - 1 ■ = 

3sin^- 

Für  p = 4, 

,.1,1.1  1 1 1 1 1 , n . «/  , 1\ 

*"*"2"*"3”*~4  5 6 7 8"‘”  4 4\'^^*^2/ 

4.  Anwendung  auf  die  Reihe  der  reciproken  unge- 
raden Zahlen.  Für  : | ist 

G)  = (*  + S + 5+"  +2p"y (2pVl+-+4p -l)+  - 

Nach  I.  wird  ftlr  diesen  Fall 

2pn(i)=  C 

_ _»2P+1 

4p  4p  - ^ 4p 

- « (cotg J-^-cotg^-^-..-l-cotg^^)• 

Dietelbe  Umformung  wie  vorher  ergiebt  hier 
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2 

tfi 


sm 


(IV)  a(i)=< 


(2k— IW 

2p 


, W6DD  p ungerade 


P 

2 


P ,?,-T2i-T)n’  «'«Dup  gerade, 
sin  


2p 

Beispiele.  Für  p = 2 wird  «(J)  — 


also 


2sin  ' 


1 _ 1_ 1 1 1 
^ + 3 6 T+ä"*" 


FOr  p — 3 ist  «(J)  = ^ H 

3sing 


11  ••• 

80  dass 


}V2 


^ + 3"^  5~  7~  9~  11  “ 12* 

Diese  Reibe  lässt  sieb  ancb  ableiten,  indem  man 

4 3^5  7^9  11'  13  15' 


n 

6 


2 

3 


mit  ] mnltiplicirt  und  das  Ergebniss 

+ 1-5- 

so  binznfOgt,  dass  man  die  gleichnamigen  Brüche  vereinigt. 

Für  p = 4 kommt  «(J)  — -j  / -1 r \ ” «cos  5-,  somit 


« / 1 , 1 \ « 

1(7  «+”^1 

V®‘"8 


^3^  5^7  9 11 

(Fortsetzung  folgt.) 


2 

13' 


15 


.-^2+72 


Heinrich  Simon. 
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MüetUm 


2, 


lieber  die  Normalen  der  Kegelschnitte. 

Zieht  man  von  einem  Punkte  Tf,  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
schnitts Normalen  an  denselben,  so  lässt  sich  vermittelst  einer  Glei- 
chnng  4.  Grades  fflr  die  Normale  n folgende  Relation  für  ihre  Qua- 
dratsnmme  aufstellen: 

2ä* 

»i*  + "**+«s*+"4*  = 4Ä*+2(a*  + 6»)-  (a*cos(jp*  -i'sin^») 


Hieraas  folgt  aach 


o«  — i* 


Ist  demnach  £n*=Const.,  so  erhält  man  einen  Kegelschnitt  als 
geometrischen  Ort  der  Constanz  der  Qaadratsnmme  der  Normalen. 

Derselbe  geht  in  einen  Kreis  Uber,  wenn  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel zn  Grunde  gelegt  wird,  weil  alsdann 

n,  * n,*  fig*  -j-  »»4*  = 3ä*  ist. 

Die  obige  Gleichung  gilt  auch  noch  allgemein  fOr  die  Asymp- 
toten einer  Hyperbel,  nur  ist  dann 

a — b =0,  ^ = tg£,  »8*+»«*  = 2ä* 


zu  setzen,  und  der  geometrische  Ort  wird  dann  durch  die  Ellipse 
cos  E*  sin  AI*  ” 2 sin  E * cos  £ * 

chracterisirt . 

Die  Diagonalen  des  ihr  nmbeschriebcnen  Rechtecks  fallen  dem- 
nach mit  den  Asymptoten  znsaromen.  Fällt  man  also  von  einem 
Punkt  einer  Ellipse  auf  diese  ihre  Diagonalen  Senkrechte,  so  ist  die 
Summe  ihrer  Quadrate  eine  constante  Grösse. 

E.  Oekinghans. 
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VIII. 

lieber  die  Curven  vierter  Ordnung 
mit  drei  Intlexionsknoten. 

Von 

P.  H.  Schoute. 


Vierter  Abschnitt. 

(Die  Polaren  der  Curve  6'^) 

44.  .,Die  erste  Polare  eines  Punktes  P in  Bezug  auf  eine  Curve 
C*  mit  den  Inflexionsknoten  A,  ü,  C ist  eine  durch  diese  Punkte 
gehende  Curve  dritter  Ordnung  Cp^,  welche  in  C*  die  sechs  Be- 
rahrungspunkte  ihrer  durch  P gehenden  Tangenten  einscbucidet. 
Die  erste  Polare  eines  Punktes  Q von  C*  zerfällt  in  zwei  Teile,  die 
einander  entsprechen  in  der  quadratischen  Transformation , welche 
f*  in  ihren  Weudeschuitt  Oberfuhrt,  in  die  Tangente  q'  des  Wende- 
schuittes  im  entsprechenden  Punkte  Q'  und  in  den  Kegelschnitt 
durch  A,  li,  C,  welche  C*  in  Q berührt.'^ 

Der  erste  Teil  des  Satzes  ist  ganz  der  Polarentheorio  zu  ent- 
nehmen.') Und  der  zweite  Teil  ist  eine  unmittelbare  Folge  des 
Wcj'r’schcu  Satzes.  Denn  nach  diesem  Satze  muss  die  erste  Polare 
vom  Punkte  Q der  C*  in  Bezug  auf  C*  vier  Punkto  gemein  haben 
mit  der  Tangente  q'  des  Wendeschuittes  im  entsprechenden  Punkte 
Q'  und  da  sie  nur  von  der  dritten  Ordnung  ist  diese  Gerade  ganz 
euthalteu.  Und  da  die  erste  Polare  eines  Punktes  Q der  Grundcurve 


1)  Man  vergleiche  Crcmona’a  „Einleitung  in  eine  geometrische  Theorie  des 
ebenen  Curven“,  deutsch  von  M.  Curtze. 

ArcS.  Jer  Math.  u.  Phya.  2.  Beihe,  Teil  TL  fl 
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diese  Curve  in  Q berührt,  so  muss  der  ergänzende  Kegelschnitt  C,*, 
welcher  nun  durch  A,  B,].C  geht,  die  C*  in  <2  berühren  und  also  in 
der  bekannten  Transformation  der  Tangente  q‘  vom  Wendeschnittc 
entsprechen.  Es  entsprechen  dann  die  beiden  Schnittpunkte  der 
beiden  Teile  im  allgemeinen  einander,  da  i/'  nicht  durch  einen  der 
vier  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  gebt. 

45.  „In  Bezug  auf  eine  Curve  C*  hat  jede  Gerade  g sechs  be- 
wegliche Pole  G.  Diese  Pole  G sind  die  Eckpunkte  eines  vollkom- 
menen Vierseits,  des  Vierseits  der  Tangenten  q'  am  Wendeschnitte 
in  den  Punkten  Q‘,  welche  den  vier  Schnittpunkten  Q von  g mit  C'* 
entsprechen.  Dieses  Vierseit  ist  ebenfalls  einem  in  ABC  eingeschrie- 
benen Kegelschnitte  umschrieben.*)  Und  die  Gegenecken  des  Vier- 
seits entsprechen  einander  in  der  Transformation,  welche  C*  in  ihren 
Wendeschnitt  überführt.“ 

Nach  der  Polareutheorio  bilden  die  ersten  Polaren  von  den 
Punkten  einer  Geraden  g in  Bezug  auf  ü*  einen  Büschel  von  Curven 
dritter  Ordnung  und  schneiden  diese  durch  A,  B,  C gehenden  Curven 
also  einander  zu  je  zweien  noch  in  sechs  allen  gemeinschaftlichen 
Punkten  G,  welche  man  die  Pole  von  g in  Bezug  auf  C*  nennt,  da 
diese  Punkte  die  Gerade  g zur  gemeinschaftlichen  Polgeraden  haben. 
Hieraus  folgt,  dass  man  die  sechs  Polo  irgend  einer  Geraden  g be- 
trachten kaun  als  die  sechs  Punkte,  welche  mit  A,  B,  C die  neun 
Schnittpunkte  bilden  von  den  ersten  Polaren  von  irgend  zwei  beliebig 
auf  g gewählten  Punkten.  Wählt  man  nun  für  diese  zwei  Punkte 
zwei  der  vier  Schnittpunkte  Q von  g mit  6’*,  so  hgurirt  der  Schnitt- 
punkt von  den  Tangenten  q'  am  Wendeschnitte  in  den  entsprechen-  • 
den  zwei  Punkten  Q'  unter  den  sechs  Polen  und  da  dieses  für  jede 
der  sechs  Combinationen  von  den  vier  Punkten  Q auf  g zu  je  zweien 
gilt,  sind  die  sechs  Pole  die  sechs  Schnittpunkte  der  vier  Tangenten 
q‘  des  Wendeschnittes  in  den  vier  entsprechenden  Punkten  Q'  dieser 
Curve. 

Die  vier  Punkte  sind  die  Schnittpunkte  vom  Wendeschnittc 
K mit  dem  Kegelschnitte  durch  ^1,  B,  C,  welcher  in  der  die  C*  in 
K überführenden  Transformation  der  Geraden  g entspricht  Also  ist 
die  Polarhgur  dieses  Kegelschnittes  in  Bezog  auf  K sowohl  dem 
Dreiecke  ABC  dem  Vierseito  der  vier  Geraden  eingeschrieben ; 
d.  h.  die  vier  Geraden  q'  umhüllen  einen  in  ABC  eingeschriebenen 
Kegelschnitt. 

2)  Diesen  Teil  des  SaUes  verdanke  ich  einer  brieflichen  Mitteilung  von 
Prof.  K&pper. 
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Dentct  man  die  vier  Schnittpunkte  einer  Geraden  g mit  C* 
durch  Q,,  Qj,  G4.  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  vom  Wende- 
schnitte K durch  Q,',  Qs',  04*  und  die  Tangenten  von  K in 
diesen  Punkten  durch  5,',  q^‘,  q^  an,  so  kann  man  jedem  der 
sechs  Pole  O,  welche  wir  weiterhin  zusammen  als  das  Polsextupel 
G von  g bezeichnen,  die  beiden  ludices  der  sich  in  diesem  Punkte 
schneidenden  Geraden  q‘  beilegen,  wie  es  in  Fig.  42  angegeben  ist. 
Es  sind  dann  offenbar  die  Paare  6r’,„  und  Gj.^,  6’, ,3  und  G^^,  ö,,4 
und  deren  Indices  einander  ergänzen,  die  drei  Paare  von 

Gegenecken  des  von  den  vier  Geraden  q'  gebildeten  Vierecits.  Und 
je  zwei  Gegeuecken  entsprechen  einander  in  der  Transformation, 
welche  C*  in  ihren  Wendeschnitt  nmbildct.  Betrachtet  man  nämlich 
das  Polsextnpel  mit  A,  li,  C als  die  Schnittpunkte  der  ersten  Polaren 
von  Q,  und  Q,  in  Bezug  auf  C'*,  wovon  die  erste  aus  q,“  und  dem 
ihr  entsprechenden  Kegelschnitte  C\\  die  zweite  aus  5,'  und  dem  ihr 
entsprechenden  Kegelschnitte  f,*  besteht,  so  geben  </,'  und  den 
Schnittpunkten  ö,.«,  5,'  und  6',*  die  Schnittpunkte  G,,^  und  f?i.4, 
93'  und  6',’  die  Schnittpunkte  und  f/j,4  und  mOsscu  C,*  und  VJ 
ausser  A,  Ü,  C also  den  sechsten  Pol  G^,^  als  Schnittpunkt  haben; 
da  nun  die  Kegelschnitte  C’,*  und  C,*  den  Geraden  9,“  und  9,'  ent- 
sprechen, so  muss  auch  der  freie  Schnittpunkt  (;„4  von  6’,*  und 
dem  Schnittpunkte  Cr,,j  von  9,'  und  93'  entsprechen. 

46.  „Die  acht  Schnittpunkte  von  6'*  mit  ihrem  Wendeschuitte 
K sind  dij  Berührungspunkte  von  C*  mit  ihren  vier  Doppeltangentcn ; 
die  Pole  von  diesen  Doppeltangouten  in  Bezug  auf  C"*  sind  die  vier 
Punkte  S,  welche  in  der  die  C*  in  K überfahrenden  Transformation 
sich  selbst  ontsprecheu.  Bei  den  Cnrven  C*  erster  Gattung  sind  die 
vier  Punkto  S und  also  auch  die  vier  Doppeltangeuten  sämtlich  ima- 
ginär; bei  den  Curven  6'*  zweiter  Gattung  ist  von  den  Punkten  S 
und  also  auch  von  den  Doppeltangenten  ein  Paar  reell  und  ein  Paar 
imaginär.“ 

Ist  g eine  Tangente  von  C*  und  sind  Q,  und  Q,  die  in  den 
Berührungspunkt  Q znsammengotretenen  Punkte  von  C*,  so  zeigt  das 
Polsextnpel  G von  g die  in  Fig.  43  vorgeführte  Anordnung.  Es 
fallen  dann  G,,,  und  6^3,3  in  der  Richtung  von  93'  und  fr,,«  und  G^,^ 
in  der  Richtung  von  9«  mit  einander  zusammen.  Und  indem  fr „3 
als  Schnittpunkt  der  auf  einander  folgenden  Tangenten  9,'  und  93' 
von  K auf  K liegt,  ist  nach  dem  vorhergehenden  Artikel  der 
dem  Punkte  fr„3  von  K entsprechende  Punkt  von  C*,  d.  h.  der 
Berflhmngspnnkt  Q von  9 mit  C*.  Umgekehrt,  wenn  einer  der  sechs 

8* 
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Pole  G auf  K liegt , so  berührt  die  Gerade  g im  entsprechenden 
Punkte  von  C*  diese  Curve ; denn  nach  dem  vorhergehenden  Artikel 
ist  die  Gegenecko  dann  der  entsprechende  Paukt  von  C*  und  die 
Polgerade  eines  Punktes  von  C*  ist  nach  der  Polarentheorie  die 
Tangente  der  Curve  in  diesem  Punkte. 

Ist  weiter  g eine  Doppeltaugeute  von  C*,  indem  einerseits  Q, 
und  Qi  und  andererseits  Q^  und  zusainmeufallen,  so  reducirt  sich 
das  Polsextupel  G von  g in  der  in  P’ig.  44  vorgestellteu  Weise.  Es 
fallen  dann  die  vier  Punkte  6’, .3,  Cr, ,4,  6^3,3,  G^,f  in  einen  Punkt 
zusammen,  und  dieser  Punkt  ist  daun,  da  G^.^  und  Cr'j,^  ebenso  wie 
Ct',,4  und  Cr'3,3  einander  entsprechen,  einer  der  vier  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkte  Sj  dabei  sind  die  coincidireudeu  Tangenten  q,' 
und  qJ  von  K als  die  Verbindungslinien  von  c;,,j  mit  6’, ,4  und  von 
Cij,3  mit  Cr’3,4 , die  coincidirenden  Taifgenlen  q/  und  q^'  von  K als 
die  Verbindungslinien  von  c,’,,^  und  C.3,3  und  von  6', ,4  mit  c;^,^  zu 
betrachten.  Und  die  Punkte  c;,,j  und  befinden  sich  als  Schnitt- 
punkte von  aufeinanderfolgenden  Tangenten  von  A'  auf  A".  Aber 
wenn  6',,j  und  G^.^  auf  K liegen,  so  betindeii  sich  nach  dem  vorher- 
gehenden Artikel  c»'3,4  und  CCj.j  auf  C*  und  ist  63,4  der  aus  der 
Coincidenz  von  (?,  und  Q^,  C/,,3  der  aus  der  Coincidenz  von  (^3 
und  Q4  hervorgegangene  Berührungspunkt  der  Doppeltangente  g. 
Also  sind  die  Berührungspunkte  von  6"*  mit  einer  Doppeltangentc 
Schnittpunkte  von  C*  mit  ihrem  Wendeschnitte  A'.  Und  die  Zahl 
der  Doppeltangenten  ist  jener  der  Punkte  S gleich,  also  vier;  woraus 
dann  noch  folgt,  dass  C*  uud  K acht  Punkte  gemein  haben. 

Die  im  Satze  aufgenoramene  Bemerkung  in  Bezug  auf  die  Reali- 
tät der  Punkte  S uud  der  ihnen  entsprechenden  Dopiicltangenten 
ergiebt  sich  uumittelbar  aus  der  Betrachtung  der  Xormalcurven.  Bei 
der  ersten  Norraalcurve  erster  Gattung  (Eig.  ’J'J)  liegen  die  einander 
entsprechenden  Punkte  /'  und  7''  allemal  in  zwei  Scheitelwinkeln  der 
vier  von  den  Achsen  CM  uud  CB  gebildeten  Winkel,  bei  der  zweiten 
Normaleurve  1.  Gattung  (Fig.  24)  liegen  sie  an  verschiedenen  Seiten 
der  imaginären  Achse  des  Wendeschnittes;  in  beiden  Fällen  kann  keine 
Coincidenz  eintreten,  sind  also  die  vier  Punkte  »S,  die  vier  Doppel- 
tangenten  von  C*  uud  die  acht  Schnittpunkte  von  C'^  mit  K sämtlich 
imaginär.  Bei  der  Xonnalcurve  zweiter  Gattung  giebt  es  zwei  reelle 
Punkte  iS  auf  der  imaginären  Achse  von  A',  da  die  Transformation 
in  diesem  Falle  die  um  diese  Gerade  umgelegte  Verwandtschaft  der 
reciproken  Radien  ist;  die  Entfernung  dieser  Punkte  von  C ist  der 
Potenz  dieser  Verwandtschaft  gleich. 

47.  „Die  Polsextupel  G der  verschiedenen  Geraden  g durch 
einen  gegebenen  Punkt  P liegen  auf  der  ersten  Polare  Cp^  von  P in 
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Bezog  aof  C*  and  bilden  auf  ihr  eine  Involution  sechster  Ordnung, 
die  za  dem  Strahlbüschel  der  zugeordneten  Geraden  g durch  P pro- 
jectivisch  ist. 

Die  erste  Polare  Cp’  von  P in  Bezug  auf  C*  entspricht  sich 
selbst  in  der  Transformation,  welche  C*  in  ihren  Wendeschnitt  K 
aberführt.“ 

Die  Polsextupel  G der  Geraden  g durch  P müssen  nach  der 
Polarentheorie  auf  der  ersten  Polare  Cp’  von  P in  Bezug  auf  C* 
liegen.  Sie  bilden  auf  Cp’  eine  mit  dem  Büschel  der  Strahlen  g 
durch  P projectivische  Involution;  denn,  indem  irgend  eine  Gerade 
} durch  P ein  einziger  Polsextupel  bestimmt,  so  bestimmt  auch  irgend 
ein  Punkt  G von  Cp^  mittelst  seiner  durch  P gehenden  Polgeradeu  g 
das  ganze  ihn  aufnebmendc  Polsextupel. 

Die  Curvo  Cp’  entspricht  sich  selbst  in  der  Transformation, 
welche  C*  in  K überführt.  Ist  nümlich  G irgend  ein  Punkt  von  Cp’, 
so  enthalt  diese  Curve  das  ganze  Polsextupel,  welches  G aufnimmt, 
und  also  auch  die  Gegeneckc  von  G im  vollkommenen  Vierscite, 
welches  das  Polsextupel  trägt,  d.  h.  den  dem  Punkte  G in  der  be- 
kannten Transformation  entsprechenden  Punkt.  Im  einander  Ent- 
sprochen der  beiden  Teile  von  der  ersten  Polare  eines  Punktes  von 
C*  haben  wir  schon  einen  besonderen  Fall  dieser  allgemeinen  Wahr- 
heit behandelt. 

Nach  im  vorhergehenden  Jabro  pnblicirtcn  Untersuchungen  des 
Herrn  Emil  Weyr’;  giebt  es  auf  einer  allgemeinen  Curvo  dritter 
Ordnung  C’  nur  zwei  Arten  von  involntorischen  eindeutigen  Punkt- 
beziebnngen,  die  centralen  und  die  nicht  centralen.  Die  Punktepaare 
der  ersten  liegen  auf  Strahlen,  welche  C’  zum  dritten  Male  in  einem 
festen  Punkte  treffen;  jede  nicht  centrale  Beziehung  der  verlangten 
Beschaffenheit  ist  immer  eine  der  drei  Systeme  conjugirter  Punkte 
von  C’,  welche  schon  von  Maclaurin  *}  aufgewiesen  sind.  Da  nun  die 
drei  Verbindungslinien  der  drei  Paare  von  Gegcnecken  eines  Pol- 
sextnpels  nach  den  bekannten  Eigenschaften  des  vollkommenen  Vier- 
seits  nicht  durch  einen  Punkt  gehen,  ist  die  involutorische  eindeutige 
Beziehung  der  Gegeneckon  6'„,  und  G^,^  auf  Cp®  die  Verwandtschaft 
eines  der  drei  Systeme  correspondirender  Punktepaare  von  Cp’. 


3)  „Ein  Beitrag  zur  Grappentheorio  auf  den  Cnrven  Tum  Geachlechte 
Eiu*  (Sitzungaberiebte  der  K.  Akad.  der  WiascDzcb.  zu  Wien,  Band  LXXXIX. 
Ile  Abteilnng,  Seite  436). 

4)  gSalmon-Fiedler’s  höhere  ebene  Cnrrea“,  Art.  153. 


Digitized  by  Google 


118 


Sehoute;  Utbtr  die  Curven  vierter  Ordnung 


Wirklich  folgt  aus  bekannten  Sätzen'^),  dass  die  drei  Paare  Gegen- 
ecken  eines  Polsextupels  drei  Paare  conjugirtcr  Punkte  eines  näm- 
lichen Systemes  sind,  muss  dann  aber  noch  gezeigt  werden,  dass  die 
verschiedenen  Tripel  von  Paaren  Gegenecken  aller  anf  Cp^  liegenden 
Polscxtupcl  dem  nämlichen  Systeme  angchörou;  was  ich  hier  nach 
Anführung  der  Untersuchungen  Weyr’s  wol  unterdrücken  mag. 

Wenn  eine  Curvo  Cj,®  mit  einem  ihrer  Systeme  conjugirtcr 
Punkte  6',„,  vorliegt,  so  giebt  es  bekanntlich“)  eine  einzige 
Curvo  dritter  Orduung,  welche  Cp^  zur  Hesse’scbcu  und  Steiner’schen 
Curvo  und  anf  ihr  das  System  conjugirtcr  Punkte  63,4  zum 

Systeme  von  conjugirten  Polen  bat.  Es  ist  also  die  Enveloppo  der 
Verbindungslinie  der  Punktepaare  Gj,*,  <73,4,  die  Caylcy’sche  Curve 
dieser  neuen  Curve  dritter  Qrduung’),  eine  Curve  dritter  Classe  und 
sechster  Ordnung. 

Kehren  wir  zu  der  Involution  sechster  Ordnung  der  Polscxtupcl 
G auf  Cp®  zurück,  so  bemerken  wir,  dass  diese  Involution  sechs 
Verzweigungsgroppen  von  besonderer  Beschaffenheit  hat.  Es  können 
nämlich  nur  dann  zwei  Punkte  G eines  Polsextupels  zusammenfallon, 
wenn  die  zugeordnete  Gerade  g durch  P die  C*  berührt,  und  die 
Anzahl  der  von  P an  C“  möglichen  Tangenten  ist  sechs.  Es  sind 
weiter  die  sechs  Verzweigungsgmppen  von  besonderer  Beschaffenheit, 
da  jede  von  ihnen  nach  Fig.  43  aus  einem  Paare  von  Doppelpunkten 
und  einem  Paare  von  Vcrzweignngspnnktcn  besteht.  Uebordies 
lassen  sich  die  sechs  Verzweigongspaare  leicht  anweisen-,  denn  jedes 
Paar  von  Verzweigungspunkten  besteht  aus  einem  der  sechs  von  A, 
B,  C verschiedenen  Schnittpunkte  von  C“  und  Cj,®  und  ans  dem  ent- 
sprechenden Schnittpunkte  von  K und  Cp®.  Und  da  jede  Tangente 
q'  von  K drei  Punkte  von  einer  Gruppe,  nämlich  vom  Polsextopel 
der  Geraden  PQ,  enthält,  so  muss  K in  der  involutionsenrve  der 
betrachteten  Involution  dreimal  begriffen  sein  und  diese  Involution 
ausserdem  nur  noch  die  Enveloppo  der  Verbindungslinien  von  den 
Gegenecken  der  Polsextupel  umfassen,  welche  oben  als  eine  Curve 
dritter  Classe  sechster  Ordnung  erkannt  ist. 

Wenn  man  P durch  einen  Punkt  Q von  C®  ersetzt,  wobei  die 
erste  Polare  aus  der  Tangente  q'  von  K und  dem  dieser  Geraden 


5)  Dieser  SaU  sagt  ans,  man  erhält  das  ganze  System,  wozu  irgend  ein 
Paar  conjugirle  Punkte  A,,  A,  gehört,  wenn  man  diese  Punkte  A,,  Aj  aus 
allen  Punkten  der  Curve  dritter  Ordnung  auf  diese  Curve  prujieiren,  Salmun- 
Picdlcr,  a.  a.  0.,  Art.  152. 

6)  Cremona,  a.  a.  O.,  Art.  143. 

7)  Cremona,  a.  a.  O.,  Art.  135. 
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CDtsprechcndcD  KogelscLnittc  C'y*  besteht,  so  teilt  sich  jedes  Pol- 
sextupel  iu  zwei  Tripel , wovon  das  eine  auf  q\  das  andere  anf  C',* 
liegt;  denn  der  Punkt  Q ist  daun  fUr  jede  durch  ihn  gehende  Gerade 
einer  der  vier  Schuittpuukto  dieser  Geraden  mit  C*.  Es  bilden  dann 
die  Tripel  auf  q'  eine  kubische  Involution  auf  q‘  und  die  Tripel  auf 
C',’  eine  kubische  Involution  auf  C',*,  da  ein  Punkt  von  q'  und  ebenso 
von  C',*  seine  Polgcrade  und  also  das  in  zwei  Tripel  zerfallende 
Polsextupel  bestimmt.  Jede  dieser  beiden  kubischen  Involutionen  hat 
vier  Verzweigungsgruppen,  welche  den  durch  Q gehenden  C*  in  einem 
von  Q verschiedenen  Punkto  berührenden  Tangenten  entsprechen; 
denn  die  Tangente  von  C*  iu  Q liefert  zwei  Tripel,  welche  jedes  für 
sich  aus  drei  verschiedenen  Punkten  bestehen,  wovon  aber  zwei,  die 
Schnittpunkte  von  q'  und  C,*,  in  jedes  von  beiden  eingehen.  Also 
sind  die  vier  Schnittpunkte  von  q‘  mit  C*  die  Verzweiguugspunkte 
der  Involution  auf  C’,*.  Offenbar  ist  K die  luvolutionscurvc  der  In- 
volution anf  Cy*  und  entsprechen  die  beiden  kubischen  Involutionen 
einander  iu  der  Transformation,  weiche  C*  in  X überführt. 

48.  „Die  Steiner’sche  Cnrve  des  Netzes  der  ersten  Polaren  in 
Bezug  auf  C*  besteht  aus  der  doppelt  gezählten  io*  und  ihren  vier 
Doppeltangenten.“ 

Wenn  irgend  eine  der  ersten  Polaren  einen  Doppelpunkt  D hat, 
so  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  jo  nachdem  D mit  einem  der 
vier  Punkto  S zusammcufällt  oder  nicht.  Hat  die  erste  Polare  erstens 
einen  sich  selbst  entsprechenden  Punkt  S zum  Doppelpnnkto,  so  ent- 
hält sie  das  von  diesem  Punkte  nnd  den  Berührungspunkten  der 
diesem  Punkte  zngeordneten  Doppcltangente  von  C*  gebildete  Pol- 
sextnpel  nnd  es  liegt  dann  ihr  Pol  auf  dieser  Doppcltangente.  Und 
wirklich  hat  die  erste  Polare  irgend  eines  Punktes  von  einer  be- 
stimmten Doppeltangente  einen  Doppelpunkt  im  zugeordneten  Punkte 
S.  Denn  die  ersten  Polaren  von  den  Berührungspunkten  X>  und  ß' 
dieser  Doppeltangenten  enthalten  die  vier  Punkte,  welche  mit  D und 
ry  das  Polsextupel  der  Doppcltangente  bilden,  und  diese  Punkte 
fallen  nach  Fig.  44  paarweise  in  den  Richtungen  der  Tangenten  DS 
nnd  lys  vom  Wendeschnitte,  welche  durch  S gehen,  mit  S zusammen. 
Aber  wenn  die  ersten  Polaren  von  D nnd  />'  einen  Doppelpunkt 
haben  in  S,  so  hat  umgekehrt  der  Polkegelschnitt  von  8 nach  einem 
bekannten  Satze  Doppelpunkte  in  D und  ry,  ist  dieser  Kegelschnitt 
also  die  doppelt  gezählte  Doppcltangente  und  hat  er  deshalb  einen 
Doppelpunkt  in  jedem  Punkte  der  Doppcltangente.  Und  hieraus  folgt 


8)  Crenona,  a.  a.  0.,  Art  78. 
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dann  umgekehrt  wieder,  dass  die  erste  Polare  von  irgend  einem 
Paukte  der  DoppeUangentc  einen  Doppelpunkt  hat  in  S.  Hat  die 
erste  Polare  zweitens  einen  nicht  sich  selbst  entsprechenden  Doppel- 
punkt D,  so  hat  sie  als  sich  selbst  entsprechende  Curvo  notwendig 
einen  zweiten  Doppelpunkt  im  entsprechenden  Punkte  D'  und  zerfällt 
sie  also  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt,  die  entweder  sich 
selbst  oder  einander  entsprechen.  Hierüber  giebt  nun  weiter  das 
Polsextupel  Aufschluss,  welches  D uud  also  auch  D'  aufnimmt.  Es 
können  nämlich  die  vier  Tangenten  aus  D und  D'  an  K nicht  alio 
verschieden  sein,  denn  sonst  würde  jede  dieser  vier  Geradeu  unsere 
das  Polsextupel  enthaltende  zerfallende  Polare  in  vier  Punkte  schnei- 
den. Zur  vollständigen  Beseitigung  des  Widerspruches  müssen  ent- 
weder die  Tangenten  aus  D an  K Zusammenfällen  und  ebenso  dio 
Tangenten  aus  D‘  an  K,  oder  aber  dio  Verbindungslinie  von  D und 
D'  muss  K berühren.  Aber  die  erste  Voraussetzung  macht  I)  und  D' 
zu  einander  entsprechenden  Punkten  von  K und  der  ihr  entsprechen- 
den C*,  also  zu  Berührungspunkten  einer  Doppeltangentc  von  C’*; 
woraus  dann  folgen  würde,  dass  die  vier  anderen  Punkte  des  Pol- 
sextupels  im  zugeordneten  Punkte  S vereint  sind,  dio  betrachtete 
Polarje  in  diesem  Punkte  A'  ebenfalls  einen  Doppelpunkt  hat,  und 
diese  Curvo  also  aus  drei  Geraden  zusammengesetzt  ist.  Uud  dies 
ist  unmöglich;  denn  die  Doppeltangente  gebt  nicht  durch  einen  der 
drei  Punkte  A,  B,  C\  da  sie  schon  vier  Punkte  mit  C*  gemein  hat, 
und  sic  entspricht  also  weder  sich  selbst  noch  einem  zerfallenden 
Kegelschnitte,  bildet  deshalb  mit  den  beiden  Geraden  DS  uud  D'S 
keine  sich  selbst  entsprechende  Curve,  keine  erste  Polare.  Es  rostet 
also  nur  die  zweite  Voraussetzung,  dass  DD’  den  Wendeschnitt  be- 
rührt, und  diese  liefert  immer  die  schon  früher  gefundene  erste  Polare, 
deren  Pol  auf  C*  liegt. 

Es  hat  nach  den  gefundenen  Resultaten  die  erste  Polare  eines 
Punktes  einen  einzigen  Doppelpunkt  — immer  in  einem  der  vier 
Punkte  S — wenn  der  Pol  auf  einer  der  vier  Doppeltaugonten  vou 
C'*  liegt,  und  zwei  einander  entsprechende  Doppelpunkte,  wenn  der 
Pol  ein  Punkt  von  6'‘  ist.  Also  besteht  der  Ort  der  Pole,  deren 
erste  Polaren  in  Bezug  auf  C*  einen  Doppelpunkt  haben,  d.  h.  die 
Steiner’sche  Curve  des  Netzes  der  ersten  Polaren  in  Bezug  auf  6'* 
ans  der  doppelt  gezählten  und  ihren  vier  Doppeltangenten.  Dio 
zwölf  Doppelpunkte,  welche  nach  einem  allgemeinen  Satze  dem 
Büschel  der  ersten  Polaren  von  den  Punkten  einer  Gerade  g zu- 
kommen, sind  deshalb  die  vier  Doppelpunktenpaare  der  vier  zerfal- 
lenden ersten  Polaren,  welche  den  Schnittpunkten  von  g mit  C*  ent- 
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sprechen,  und  die  vier  Punkto  <S,  als  Doppelpunkte  der  vier  ersten 
Polaren,  wovon  die  Schuittpuukte  von  g mit  den  Doppeltangeutcn 
von  C*  die  Pole  sind. 

49.  „Die  Ilcsse’sche  Curve  des  Netzes  der  ersten  Polaren  in 
Bezug  auf  C*  ist  eine  byperelliptische  Curve  sechster  Ordnung  mit 
sieben  Doppelpunkten,  die  Punkte  ^4,  C und  die  vier  Punkte  S." 

Zur  Bestimmung  der  Ort  der  Doppelpunkte  von  den  zerfallenden 
Polaren  des  Netzes  zeigen  wir  erst  die  Doppelpunkte  der  ersten 
Polare  irgend  eines  Punktes  Q von  6’*  näher  an.  Ist  q die  Taugeuto 
von  6'‘iu  Q und  nimmt  mau  wieder  an,  dass  von  den  vier  Schnittpunkten 
Q\i  Qj,  Qi,  Qe  von  q mit  6'*  die  beiden  ersten  Oj  und  Q,  in  Q zu- 
tammengefallen  sind,  so  giebt  Fig.  43  das  Polsextupel  von  q an; 
dabei  fällt  nach  Artikel  45  der  Punkt  in  Q und  ist  die  Coin- 
cidcnzlinie  q‘  der  Seiten  q^‘  und  5,'  des  Polvierseits  der  geradlinige 
Teil  der  ersten  Polare  von  Q.  Aber  dann  müssen  auch  die  Schnitt- 
punkte von  q’  mit  q^  und  «7«'  die  Doppelpunkte  dieser  ersten  Polare 
sein;  denn  diese  Curve  muss  das  Polsextupel  von  q enthalten,  also 
9]‘  und  q^'  in  den  Schnittpunkten  mit  q'  berühren  nud  deshalb  aus 
q'  und  einem  durch  die  Schnittpunkte  von  q mit  q^  und  q^  gehen- 
den Kegelschnitte  bestehen. 

Die  Ordnung  des  Ortes  der  Doppelpunkte  der  zerfallenden  Polaren 
wird  gefunden , indem  wir  suchen , wieviel  Punkte  dieser  Ort  mit 
irgend  einer  Tangente  von  K gemein  hat  Diese  Tangente  kann 
einmal,  nämlich  für  den  ihrem  Berührungspunkte  mit  K entsprechen- 
den Pnnkt  von  C als  Gerade  q‘  auftreten  und  enthält  als  solche  zwei 
Doppeipnnkto;  sie  kann  weiter  viermal,  nämlich  für  jeden  ihrer 
Schnittpunkte  mit  C*,  als  Gerade  q^  oder  q^'  auftreten  und  enthält 
als  solche  vier  Doppelpunkte.  Also  enthält  irgend  eine  Tangente 
von  K sechs  Punkte  des  Ortes,  und  ist  dieser  sechster  Ordnung. 

Die  gefundene  Curve  sechster  Ordnung  hat  A,  B,  C zu  Doppel- 
pnnktcu,  da  jeder  dieser  Punkte  Doppelpunkt  ist  von  zwei  ersten 
Polaren,  von  den  ersten  Polaren  dieses  zum  einen  oder  zum  anderen 
der  beiden  durch  ihn  gebenden  Zweigen  von  C*  gerechneten  Funda- 
mcntalpunktes.  Ebenso  bat  die  gefundene  Ilesse’scbe  Curve  die  vier 
Punkte  S zu  Doppelpunkten,  denn  da  jedes  dieser  Punkte  Doppel- 
punkt ist  von  zwei  ersten  Polaren,  welche  ihre  Pole,  die  Berührungs- 
punkte der  entsprechenden  Doppcltangentc  von  C*,  auf  C*  haben, 
so  geht  die  gesuchte  Curve  zweimal  durch  diesen  Pnnkt. 

Ein  Netz  von  Cnrven  6'^  mit  sieben  Basispnnkten  giebt  zn  einer 
involntoriscben  Verwandtschaft  Anlass,  denn  alle  Cnrven  des  Netzes, 
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welche  durch  irgend  einen  gegebenen  Punkt  P gehen,  haben  noch 
einen  Punkt  P'  mit  einander  gemein,  und  diese  Punkte  entsprechen 
einander  iuvolutorisch.  An  einer  anderen  Stelle habe  ich  diese 
Verwandtschaft  untersucht  und  unter  anderm  gefunden,  dass  sie  zweiter 
Ordnung  ist,  wenn  die  sieben  Basispuukto  die  vier  Eckpunkte  und 
die  drei  Diagonal  punkto  eines  vollkommeuon  Vierecks  sind,  d.  h. 
wenn  diese  sieben  Punkto  diu  Lago  der  vier  Punkte  S und  der  drei 
Punkto  A,  B,  C haben.  Dabei  ergab  sich  daun,  dass  die  drei 
Diagonalpaukte  die  einfacheu  Fuudamentalpunktc  der  quadratischen 
Transformation  sind,  und  jeder  dieser  Punkte  die  Verbindungslinie  der 
beiden  audoren  zur  Fundamcntalgeraden  hat  Und  man  erkennt  leicht, 
dass  die  vier  Eckpunkte  des  vollständigen  Vierecks  die  sich  selbst 
entsprechenden  Punkto  dieser  Transformation  sind;  denn  die  Curvo 
des  Netzes,  welche  ans  drei  durch  einen  dieser  vier  Punkto 
gehenden  Geraden  besteht,  schneidet  jede  Curve  des  Netzes  ausser 
den  Basispaukten  nur  noch  in  diesem  Punkte.  Also  ist  die  Ver- 
wandtschaft in  dem  besonderen  Falle  mit  der  Transformation,  welche 
in  ihren  Wendeschnitt  überfuhrt  identisch,  und  sind  zwei  einander 
in  der  letzteren  Transformation  entsprechende  Punkto  P uud  P' 
mit  A,  B,  C und  den  vier  Punkten  N immer  die  Basispuukto  eines 
Büschels  von  Curven  dritter  Ordnung. 

Weiter  habe  ich  noch  an  einer  anderen  Stelle“’)  gezeigt,  dass 
die  Curven  durch  die  Fundameutalpunkte  und  die  vier  Punkto 
S einer  quadratischen  Transformation  in  dieser  Transformation  sich 
selbst  entsprechen.  Und  dies  ist  offenbar  auch  mit  der  Hcsse’schon 
Curvo  sechster  Ordnung  der  Fall,  da  sie  der  Ort  ist  von  Paaren 
einander  entsprechender  Punkte.  Sind  nun  D und  D'  irgend  ein 
Paar  dieser  Punkto,  so  werden  die  anderen  Paare  von  den  Curven 
dritter  Ordnung  des  Büschels,  welcher  die  drei  Punkte  A,  B,  C\  die 
vier  Punkte  S uud  D und  D'  zu  Basispunkten  hat,  auf  der  Hosso’- 
schon  Curvo  eingeschnitten.  Und  diese  Bemerkung  führt  weiter  zu 
einer  Erzeugung  der  Hesse’schen  Curve  mittelst  projectivischer  Curven- 
bUschol.  Nimmt  man  nämlich  auf  dieser  Curve  zwei  Paare  einander 
entsprechende  Punkte  Z>j,  P,'  und  /)„  D^’  und  noch  drei  beliebig 
gewählte  Punkte  D^,  an,  so  kann  die  projectivische  Ver- 
wandtschaft der  beiden  Büschel  C*  {A,  B,  C,  45,  P,')  und  C*(A,  B,C\ 

45,  Z>),  Dj)  dadurch  bestimmt  werden,  dass  die  dnreh  Df,  Di,  Di 
gebenden  Cnrven  der  beiden  Büschel  einander  entsprechen  müssen. 


9)  „Sur  la  transformation  conjugucc“  (Aaaociation  fraufaUe  pour  l'aTance- 
ment  des  ssieneca,  compte  rendu  de  la  8*  Session.  Montpellier,  1879,  page  199). 

10)  „Deux  caa  porticnliera  de  la  transformation  birationnalle“  (Bulletin  des 
■cieocaa  Duitbem.  etastron.,3*  Sdrie,  tome  VI,  1883,  page  ISS — 169  et  174—189). 
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Dann  aber  erzengen  diese  beiden  Büschel  eine  Cnrve  sechster  Ordnung 
mit  den  sieben  Doppelpunkten  A,  B,  C,  AS,  welche  durch  D^,  D/, 
/»„  Z),‘,  Dj,  />4,  geht  und  also  mit  der  Hosse’schen  Curve,  wie 
leicht  bewiesen  wird,  zusammcuRUlt. 

Jode  Curve  der  von  den  sieben  Doppelpunkten  von  der  Hesse- 
schen Cnrve  bestimmten  Netzes  schneidet  die  Hesse’sche  Cnrve  in 
vier  beweglichen  Punkten,  von  welchen  man  zwei  beliebig  auf  ihr 
wiblen  kann.  Und  alle  Cnrvcn  des  Netzes,  welche  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  Dj  von  der  Hesse’schen  Cnrve  gehen,  schneiden  sie 
Boch  in  drei  anderen  Punkten,  unter  welchen  immer  der  entsprechende 
Punkt  D,‘  begriffen  ist  Dies  kennzeichnet  die  Hesse’scho  Cnrve  als 
eine  hyperelliptischo“)  Cnrve  vom  dritten  Geschlechte'^).  Und  hier- 
aus folgt  nun  weiter,  dass  die  Verbindungslinie  der  Punktenpaare 

Dj'  eine  rationale  Curve  umhüllen  muss’*);  was  uns  im  vorlie- 
genden Falle  schon  bekannt  war,  da  diese  Yerbindungslinien  Tan- 
genten von  Wendcschnitto  sind'*). 


Fünfter  Abschnitt.' 

(Der  Berübmngskegclscbnitt). 

50.  „Die  erste  Polare  Cp®  eines  Punktes  P in  Bezug  auf  C* 
wird  in  den  Inflexionsknoten  A,  B,  C von  C*  von  einem  bestimmten 
Kegelschnitte  Dp*  berührt.  Diesen  Kegelschnitt  schneidet  die  C* 
ansser  A,  B,  C noch  in  zwei  Punkten  Pp'  nnd  Pp".'' 

Ist  K (Fig.  45)  der  Wendeschnilt  von  C*,  dann  sind  bekannt- 
lich die  aus  A &n  K möglichen  Tangenten  a'  nnd  a"  die  Wende- 


11)  Mm  vergleiche  die  „Vorleiungcn  über  Geometrie  von  A.  Clebscb,  be- 
■I  beitet  und  heraurgrgeben  von  Ur.  F Lindemann,  Seite  711  oder  in  der  ur- 
»p'Snglichen  Form  die  Verhandlung  „Ueber  algebraische  Functionen*  von 
BrdI  und  Nötber  (Muthcmnlifche  Annalen,  Band  7,  Seite  286  und  287). 

12)  Das  Geschlecht  der  Curve  wird  bestimmt  von  der  Mächtigkeit  der 
Schaar  vun  adjungirten  Curven  dritter  Ordnung ; aber  die  Anzahl  der  Doppel- 
punkte Ifthrt  zum  näraliehen  Rcsnltalc.  denn  man  hat 


13)  Die  Verbindungslinie  muss  eine  rationale  Cnrve  umbQlleo  , da  jeder 
Wert  des  Parameters,  welcher  die  Curve  der  BUschel  dritter  Ordnung  be- 
Hiaunt,  eine  Verbindungslinie  liefert. 

14)  Ich  Bbergehe  hier  am  Ende  dieses  Abschnitts  die  dnalistisch  gegen- 
Aberstehenden  Ergebnisse,  da  die  dnalistische  Uebertragnng  der  Polarentheorie 
•eiche  scbwerfUlige  Uesnltaten  liefert. 
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tangentoD  von  C“*  im  Doppelpunkte  ^1.  Nun  ist  nach  der  Polaren- 
thcoric  die  Tangente  in  A an  der  ersten  Polare  Cp*  von  P in  Bc::ng 
auf  C ‘ die  Gerade  durch  A,  welche  P harmonisch  trennt  von  a'  und 
a".  Aber  diese  Gerade  geht  offenbar  durch  den  Schuittpuukt  A’  der 
Polare  p von  P in  Bezug  auf  A'  mit  PC,  da  dieser  Puukt  A'  der 
Pol  von  AP  in  Bezug  auf  K ist.  Also  liegen  die  Schuittpuuktc  A', 
B' , C der  Taugentcu  in  A,  B,  C an  Cp*  mit  den  Gegenseiten  des 
Dreiecks  ABC  in  einer  Geraden  , die  Polare  p von  P in  Bezug  auf 
K\  was  bekauutlich  beweiset,  dass  cs  einen  Kegelschnitt  Dp-  giebt, 
welcher  mit  Cp*  iu  den  Punkten  A,  B,  C die  Tangenten  AA",  BB", 
CC"  gemein  bat.  Dieser  Kegelscbuitt  hat  ausser  A,  B,  C uoch  zwei 
Punkto  Pli'  und  /W"  mit  C*  gemein,  da  die  ihr  entsprechende  Gerade 
K in  zwei  Punkten  schneidet.'*) 

51.  „Die  Berührungspunkte  der  sechs  durch  irgend  einen  Punkt 
P an  C*  möglichen  Tangenten  liegen  in  einem  Kegelschnitte  ?>*. 
Dieser  Kegelschnitt  schneidet  die  C*  iu  zwei  neuen  Punkten  Pt’  und 
Pt”,  welche  mit  I’j'  uud  Pj*  auf  einer  Geraden  liegen.“ 

Liegen  nr  — l)(i — 2)  von  den  n*  Schnittpunkten  zweier 

Curven  C"  von  der  Ordnung  « auf  einer  Curvo  C'  niederer  Ord- 
nung r,  so  enthält  C'  noch  i(r—  1)  (i — 2)  dieser  Schnittpunkte,  und 
liegen  diu  übrigen  n(n  ~ r)  Schnittpunkte  der  Curven  C"  auf  einer 
Curvo  t"“’’  der  Orduuug  » — r.  Der  von  Plnecker"')  horrtthrende 
Satz  beweiset  den  Satz  dieses  Artikels").  Wenn  man  nämlich  durch 
fünf  der  sechs  Schnittpunkte  von  Cp*  und  C*,  welche  von  A,  B,  C 
verschieden  sind,  einen  Kegelschnitt  7p*  legt,  so  bilden  C'  nnd  die 
aus  den  Kegelschnitten  Dp*  und  Tp*  bestehende  Curve  C,'  zwei  Cnr- 
Tcn  vierter  Ordnung,  welche  elf  auf  Cp*  liegende  Punkte  mit  einander 
gemein  haben,  nämlich  A,  B,  C,  ihre  Nachbarpunkto  auf  Cp*  nnd 
die  fünf  Punkto  mittelst  welcher  7p*  bestimmt  worden  ist  Also  ent- 
hält Cp*  noch  einen  Schnittpunkt  von  den  beiden  Curven  vierter 

15)  Oder  da  C*  und  Op*  einander  Oberhaupt  in  acht  Punkten  eebneiden  und 
jeder  der  Punkte  A,  O,  Czweimal  als  Schnittpunkt  von  C und  Op*  zu  ziblen  ist. 

16)  CrcDona,  a.  a.  0.,  43,  Lehrsatz  5. 

17)  Dieser  Satz  ist  f&r  die  Lomniscato  von  Ralph  A.  Roberts  publicirt 
worden  in  seiner  Aufgabensammlung  „A  Collection  of  cxamples  und  problems 
on  conics  and  somc  o{  the  HIgber  plane  curves“  (Example  34S).  Han  ver- 
gleiche auch  den  analytischen  Beweis  dieses  speciellcn  Kalles,  welcher  durch 
centrale  Projcction  verallgemeinert  werden  kann,  in  meiner  „Notiz  über  die 
Lemniscate“  (Sitzungsberichte  u.  s.  w.),  Band  LXXXIX,  Ste  Abteilung,  Seite 
12SS),  welche  schon  viele  der  folgenden  Resultate  in  anderer  Behandlungs- 
weise  enthält. 
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Ordnang,  and  dieser  Punkt  ist  dann,  da  die  sechs  Schnittpunkte  von 
Df*  und  Cj,*  schon  alle  in  den  elf  aiigezeigteu  Punkten  aufgenom- 
meu  sind,  der  sechste  Schnittpunkt  von  Tp*  mit  C’p*.  Also  geht  der 
durch  fünf  der  sechs  von  A,  B,  C verschiedenen  Schnittpnnkte  von 
Cf  und  C*  gebrachte  Kegelschnitt  Tp*  auch  durch  den  sechsten, 
and  liegen  die  sechs  von  A,  B,  C verschiedenen  Schnittpunkte  von 
Cf^  und  C*,  die  Berührungspunkte  der  sechs  von  P an  C*  mög- 
lichen Tangenten  auf  einem  Kegelschnitte  Tp*.  Und  da  die  vier 
übrigen  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  vierter  Ordnung  auf  einer 
Geraden  liegen  müssen , ist  die  Verhiiidungsliiiic  der  beiden  neuen 
Schnittpunkte  Pt  und  P"  von  Tp*  und  C'*,  welche  nicht  auf  Cp* 
liegen  , nicht  verschieden  von  der  Verbindungslinie  der  beideu  neuen 
Schnittpunkte  Pd  und  Pä"  von  Dp*  und  C*,  welche  dies  ebenso 
wenig  tun. 

Der  Kürze  wegen  nenne  ich  die  Punkte  Pa  und  Pd"  die  „Rest- 
doppelpunkte“, die  Punkte  Pt'  und  P"  die  Restpunkte“  und  die 
Gerade  dieser  vier  Punkte  die  „Restgerade“  von  P in  Bezug  auf  C* 

52.  „Die  Restgerade  von  P in  Bezug  auf  C*  ist  die  Polgerade 
von  P in  Bezug  auf  C*P 

Wir  beweisen  diesen  Satz  bei  den  Normalcurven  und  denken 
ihn  nachher  mittelst  centraler  Projoction  auf  den  allgemeinen  einer 
Cnrve  C*  ohne  Mittelpunkt  übertragen.  Dabei  behandeln  wir 
nach  einander  die  Normalcurven  erster  und  zweiter  Gattung. 

Ist  (Fig.  21  und  Fig.  23)  P der  gegebene  Punkt,  so  ist  nach 
Artikel  50.  der  Kegelschnitt  Dp*  dadurch  bestimmt,  dass  er  durch 
d,  B,  C gehen  und  in  Bezug  auf  das  eingeschriebene  Dreieck  ABC 
die  Polare  p von  P in  Bezug  auf  den  Wendeschuitt  E,  resp.  //  zur 
Pascal’schen  Linie  haben  muss.  Also  ist  Dp*  die  gleichseitige  Hy- 
perbel durch  C,  welche  P^  zuin  Mittelpunkt  und  P,  /f,  und  i',  zu 
Asymptoten  hat.  Da  in  der  bekannten  Transformation  den  unend- 
lich fernen  Punkten  dieser  Hyperbel  die  Punkte  7Z,‘  und  S^  ent- 
sprechen , so  entspricht  dieser  Hyperbel  die  Gerade  p' . Es  ent- 
sprechen also  die  Schnittpunkte  von  p‘  und  E,  resp.  H den  Punkten 
Pd  und  Pd'.  Da  nun  die  vier  Punkte  Pd,'  Pd",  Pt‘,  P"  die  vier 


ln  den  „Notes  and  Solutions  to  suinc  o[  tlie  problcnis“  am  Ende  des 
englischen  Werkchens  macht  Roberts  die  Bemerkung,  dass  der  Wevr'sche  Salz 
von  Dr.  Cosey  herrUhrt.  Wenn  dieser  Mathematiker  ihn  schon  in  18C9  in 
den  „Transaetions  of  the  irish  academy,  rolume  24.  publicirt  hat,  so  wird 
dieier  Salz  also  der  Casey'sehc  Satz  heissen  müssen.  Aber  ich  bin  nicht  in 
der  Lage  die  Abhandlung  des  irischen  Mathematikers  zu  ratpflegen. 
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Schnittpankte  von  C*  mit  einer  Geraden  sind,  so  entsprechen  den 
Punkten  Pt'  und  Pt"  die  neuen  Schnittpunkte  von  E,  resp.  H mit 
dem  durch  A,  B,  C und  die  Schnittpunkte  von  p’  und  fc’,  resp.  If 
geführten  Kegelschnitte.  Aber  nach  Artikel  31.  sind  diese  neuen 
Schnittpunkte  die  Schnittpunkte  von  p mit  E,  resp.  H und  entsprechen 
also  die  Schnittpunkte  von  p mit  E re.sp.  //  den  Punkten  Pt'  und 
Pt"  von  C*.  Da  nun  nach  Artikel  41.  die  Verbindungslinie  der 
Punkte  von  C*,  welche  den  Berührungspunkten  vom  Wendeschnitte 
mit  seinen  durch  P gehenden  Tangenten  entsprechen,  die  Polgerade 
von  P ist,  ist  der  Satz  für  die  Normalcuren  erster  Gattung  be- 
wiesen. 

Bei  der  Normalcurve  zweiter  Gattung  legen  wir  dem  nämlichen 
Gedaukengang  folgend  das  Hauptgewicht  nnf  die  Anweisung  der  Hulfs- 
mittol  zur  Umgehung  der  imaginären  Kreispuukte.  Es  ist  wie- 
der der  durch  C gehende  Kreis,  welcher  iu  Bezug  auf  das  von  den 
Kreispunkten  und  C gebildete  eingeschriebene  Breieck  die  Polare  p 
von  P in  Bezug  auf  den  Wendeschnitt  H znr  Pascarschen  Linie 
hat.  Wir  beweisen  sogleich,  dass  dieser  Kreis  das  Spiegelbild  von 
C in  Bezug  auf  p zum  Centrum  hat.  Ist  nämlich  in  Fig.  46  (der 
Polariignr  von  Fig.  34)  ABC  ein  in  K eingeschriebenes  Dreieck  und 
* die  durch  die  Schnittpunkte  I)  von  a und  d,  E von  b und  «,  F 
von  e und  f gehende  Pascal’sche  Linie,  so  xverden  c und  * den 
Schnittpunkt  C‘  von  d und  « harmonisch  trennen  von  f.  Und  sind 
non  A und  ß die  Kreispuukte,  wobei  c die  unendlich  ferne  Gerade 
und  A’  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  C'  ist,  so  trennen  * und  die  unend- 
lich ferne  Gerade  den  Punkt  C des  Kreises  harmonisch  vom  Mittel- 
punkte C‘,  ist  also  e,  da  sie  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Kreis- 
tangente des  Punktes  C enthält,  die  Mittelseukrechte  von  der  Strecke 
CC.  Diesem  Kreise  entspricht  nun  in  der  bekannten  Transformation 
die  Gerade  p'.  Es  entspricht  nämlich  diesem  Kreise  in  jeder  Trans- 
formation der  reciproken  Radien  mit  C als  Centrum  eine  Gerade, 
welche  zn  p parallel  ist,  also  in  der  C*  in  ihren  Wendeschnitt  über- 
fübrenden  Transformation  (Fig.  26),  welche  eine  um  die  imaginäre 
Achse  vom  Wendeschnitte  B umgclegte  Transformation  der  reciproken 
Radien  mit  C als  Centrum  ist,  eine  zu  p'  parallele  Gerade.  Und 
dem  auf  der  Entfernung  ACP„  von  C liegende  zweite  Schnittpunkt 
von  CPq  mit  dem  Kreise  entspricht  der  Punkt  i o'  von  p' ; denn  nach 
Artikel  27.  bat  man  die  Relation 

4C/V-  CPa'  =■  CF* 
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Also  entsprechen  die  Schnittpnnkte  von  p'  nnd  II  den  Punkten 
Pi  und  Pi"  von  der  Normalcnrve  zweiter  Gattung.  Und  dann  ent- 
sprechen weiter  nach  Artikel  31.  die  Schnittpunkte  von  p mit  H den 
Paukten  /V  nnd  Pt"  nnd  findet  man  eben  wie  oben,  dass  die  Ver- 
bindungslinie der  vier  Punkte  Pd\  Pi\  Pt\  P,"  die  Polare  von  P 
in  Bezog  auf  die  Normalcnrve  C*  zweiter  Gattung  ist. 

Nachdem  der  Satz  nun  mittelst  centraler  Projcction  anf  eine 
Cnrve  C*  ohne  Mittelpunkt  ausgedehnt  ist,  kann  man  noch  bemerken, 
dass  der  Punkt  P als  zu  kennzeichnen  ist,  wenn  man  Pt'  nnd 
Pt"  als  Q,  und  Qj,  l'i  und  Pd”  als  Q,  nnd  betrachtet. 

53.  „Die  Punktepaare,  deren  Restepnnktenpaare  einander  zu 
den  vier  Schnittpunkten  von  C*  mit  den  Geraden  ilirer  Ebene  er- 
gänzen, entsprechen  einander  in  der  bekannten  Transformation  von 
C*  nnd  K.  Die  sechs  Punkte,  deren  Restpunktenpaare  die  zn  je 
zweien  genommenen  Combinationen  der  vier  Schnittpunkte  von  C* 
mit  einer  Gerade  g sind,  bilden  das  Polscxtupcl  von  g in  Bezug  auf 
C*.  Der  Ort  der  Punkte,  deren  Restgerade  durch  einen  gegebenen 
Punkt  gehen,  ist  die  erste  Polare  Cp\  von  P in  Bezog  auf  C*P 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  vorhergehenden. 

54.  „Der  Wendeschnitt  K ist  der  Ort  der  Punkte  deren  Rest- 
ponkte,  die  Cnrve  ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  Doppelrestpnnkte 
Zusammenfällen.“ 

Liegt  P auf  K,  so  fallen  die  Punkte,  welche  Pt  und  Pt"  ent- 
sprechen, als  die  Berührungspunkte  der  aus  P an  K möglichen  Tan- 
geuten  znsammen,  nnd  tun  dies  also  auch  die  Punkte  Pt  und  P". 
Und  bei  den  Punkten  Pd'  nnd  /V'i  wird  Zusammenfällen  eintreten, 
wenn  der  P entsprechende  Punkt  P'  auf  A',  also  P auf  C*  liegt; 
denn  nach  dem  ersten  Teile  des  vorhergehenden  Satzes  tanseben 
Restpnnkte  nnd  Restdoppelpoukto  ihre  Rollen,  wenn  man  P durch 
den  ihm  entsprechenden  Punkt  P'  ersetzt,  nnd  bedingt  das  Zusammen- 
fällen der  Restpunkte  von  P'  also  jenes  der  Restdoppeipnnkte  von 
P-  Dieses  letzte  Resultat  ist  auch  hiermit  in  Einklang,  dass  der 
Berflhmngskegcischnitt  eines  Punktes  Q von  C*  ans  der  Tangente 
t'  von  K im  entsprechenden  Pnnkte  Q'  und  ans  der  Tangente  q von 
C*  in  Q bestehen  muss,  die  beiden  anderen  Schnittpnnkte  von  q mit 
(■'*  also  die  Restpnnkte  vo  nQ  sind,  und  die  Restdoppeipnnkte  von  Q 
mit  diesem  Pnnkte  znsammenfallen.*^) 


la)  Ei  wird  dieses  Zassmmenfallen  in  Artikel  SS  naher  belcncbtet  werden. 
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55.  Wenn  P irgend  eine  Gerade  g durchläuft,  so  erzeugen  seine 
Restpuiikte  auf  C*  eine  quadratische  Involution,  welche  degeuerirt 
wenn  g eine  Tangente  von  K ist.“ 

Die  Paare  von  Restpunkten  der  Punkte  P einer  Geraden  g bil- 
den auf  C’^  eine  Involution,  da  jeder  Punkt  von  C*  seinen  Pol  und 
durch  diesen  involutorisch  den  ihn  zu  einem  Restpuuktenpaare  er- 
gänzenden Punkt  bestimmt;  ist  nämlich  iV  auf  C*  gegeben,  so  ist 
der  Pol  P der  Schnittpunkt  von  g mit  der  Tangente  vom  Weude- 
schnilte  im  Punkte,  welcher  dem  gegebenen  Punkte  Pi‘  von  C*  ent- 
spricht. Und  mau  findet  leicht  einen  diese  Involution  in  V*  ausschnei- 
denden Büschel.  Denn  nach  .\rtikel  52  entsprechen  den  Resti)unkteu 
Pt'  und  Pt"  von  P (F.g.  21  und  23)  die  Schnittpunkte  vom  Wende- 
schuitte  K resp.  H mit  der  Polgerade  p von  P in  Bezug  auf  diesen 
Kegelschnitt,  schneiden  die  durch  den  Pol  G von  g gehenden  Pol- 
geraden  p der  Punkte  P von  g im  Wendeschnitte  also  die  Involution 
der  den  Kestimnkteupaareu  entsprechende  Punklepaare  und  der  die- 
sem Strahlenbüschel  entsprechende  Büschel  von  Kegelschnitten  durch 
Ay  B,  V und  den  dem  Pole  G von  g entsprechenden  Punkt  G in 
C*  die  quadratische  Involution  der  Restpuuktenpaare  aus. 

Ist  g eine  Tangenbt  vom  Wendeschnitt,  so  liegt  G auf  ihm,  re- 
ducirt  sich  die  Involution  der  entsprechenden  Punkte,  also  auch 
jene  der  Paare  Restpunkte,  indem  jedes  Paar  aus  einem  bestimmten 
Punkte  von  C*,  weicht  r sich  unmittelbar  als  der  dem  Berühruiigs- 
puuktc  von  G mit  dem  Wendeschnitte  entsprechende  Punkt  ergiebt, 
und  irgend  einem  anderen  Punkte  von  t"*  besteht. 

56.  „Die  Pülgerade  des  Punktes  P in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt Dp'*  durch  A,  B,  C und  die  Rcstdoitpelpuukte  fällt  mit  der 
Polgorade  von  P in  Bezug  auf  (.•'  zusammen.“ 

Da  die  Polgerado  von  P in  Bezug  auf  C"*  den  Kegelschuitt  Dp* 
in  den  Restdoppelpuiikten  Pa  und  schneidet,  hat  mau  nur  zu 
beweisen,  dass  PPi  und  PPd"  diesen  Kegelschnitt  in  Pd  und  Pd" 
berühren.  Wir  führen  diesen  Beweis  mittelst  der  Transformation, 
welche  6'*  in  ihren  Wendeschnitt  umbildet,  indmn  wir  zeigen,  dass 
die  Kegelschnitte,  welche  deu  Geraileii  PP,t'  und  PPd"  entsj)rechen, 
von  der  dem  Kegelschnitte  Dp'*  eutsi)recheudeu  Geraden  berührt 
werden,  und  betrachten  dabei  nach  einander  wieder  die  Normalcurven 
C*  erster  und  zweiter  Gattung. 

Bei  der  Normalcurve  erster  Gattung  beschränken  wir  uns 
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aaf  den  Fall  einer  Cnrve  C\  deren  Wendescbnitt  ein  Kreis  ist,  was 
nach  Artikel  22  die  Allgemeinheit  des  Beweises  nicht  beeintrftchtigt. 
Ist  in  Fig.  47  der  Kreis  Kr  dieser  Wendeschnitt,  sind  die  Durch- 
messer CA  and  CB  die  Symmetrieachsen  von  C*  and  ist  P der  ge- 
gebene Punkt,  so  entsprechen  nach  Artikel  49  den  Fnokten  P,  Pt\ 
Pi'  and  dem  Kegelschnitte  die  Punkte  P',  P*f,  Pf"  und  die 
Gerade  Pt  Pt"  der  Figur.  Also  muss  die  Gerade  Pf  Pf"  den 
Kegelschnitt  (A,  B,  C,  P‘,  Pf')  in  Pf'  und  den  Kegelschnitt  (A,  B,  C, 
P',  Pf”)  in  Pf"  berflhren.  Und  dies  ist  nach  dem  zweiten  Teile  des 
Satzes  von  Artikel  12  wirklich  der  Fall.  Denn  von  diesen  Kegelschnitten, 
welche  beide  gleichseitige  Hyperbeln  sind,  ist  der  erste  dem  recht- 
winkligen Dreieck  CP' Pf',  der  zweite  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
CP' Pf"  umschrieben,  und  Pf' Pf"  ist  senkrecht  zu  der  gemeinschaft- 
lichen Hypotenuse  dieser  beiden  Dreiecke. 

Bei  der  Normalcure  C*  zweiter  Gattung  haben  nach  Artikel  53. 
die  den  Punkten  P,  Pi , Pi'  entsprechenden  Punkte  P*,  Pf,  P\, 
die  in  Fig.  48.  angegebene  Lage  in  Bezug  auf  einander,  und  muss 
also  nur  gezeigt  werden,  dass  die  Kreise  durch  P',  C,  Pf,  und  durch 
P'  C.  Pf  die  Gerade  Pt',  Pf  in  Pf  und  Pt  berühren.  Ist  nun  Q 
der  Schnittpunkt  von  P' Pf  ‘ mit  cY  und  cR  zu  PS,  Pi  parallel,  so 
ist,  da  P'Pi'  den  Wendeschnitt  H in  P'f'  berührt, 

Z:  QCP'f  — Z.  CQP'f  = ^ P'CQ-f  Z.  CP'Q 

und  da  CP’  und  CR  conjugirte  Durchmesser  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel H sind, 

Z QCR  — Z P'CQ 

also  durch  Substitution 

Z hCP’f  - Z CP'Q.  oder  Z CP'f  - Z CP'Q 

d.  h.  der  Kreis  durch  P‘,  C,  P'f  berührt  P'fP"f  in  P'f.  Und 
ebenso  beweist  man,  dass  der  Kreis  durch  P',  C,  P"f  die  Gerade 
P'fP'f  in  P"f  berührt 

Da  obenstehende  Beweisführungen  nicht  mehr  znl&ssig  sind,  wenn 
die  Gerade  P’fP'f  den  Wendeschnitt  nicht  schneidet,  d.  h.  wenn 
P'  innerhalb  des  Wendeschnitts  li^,  so  geben  wir  noch  einen  all- 
gemeinen von  der  Lage  von  P'  in  Bezug  auf  den  Wendescbnitt  un- 
abhängigen Beweis,  indem  wir  zeigen,  dass  die  Kegelschnitte  des 
Büschels  mit  den  Basispunkten  A,  B,  C,  P'  (Fig.  49)  die  Polare  p' 
von  P'  in  Bezug  auf  den  Wendeschnitt  K in  einer  Involution  von 
in  Bezug  auf  K in  einander  coiyagirtea  Pnnktepaaren  schneiden. 
Und  dies  ist  unmittelbar  hieraus  zu  entnehmen,  dass  jeder  Kegel- 

Aich.  a«i  MUth.  u.  Fkri.  t T*U  TL  * 
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schnitt  durch  A,  B,  C,  P‘  dem  Poldreieck  ABC  von  K amschricben 
ist  und  er  also  die  Polare  p'  von  P'  in  Bezug  anf  K in  zwei  Punkten 
schneiden  wird,  welche  mit  P'  ein  Poldreieck  von  K bilden  nnd 
also  in  Bezog  auf  K zu  einander  conjugirt  sind.  Also  werden  die 
beiden  Kegelschnitte  durch  A,  B,  C,  P\  weiche  p‘  berühren,  dies 
auf  K ton,  d.  b.  die  Geraden  durch  P,  welche  Dp*  berühren,  be- 
rühren diesen  Kegelschnitt  auf  C*,  in  den  Punkten  Pd“  nnd  Pd". 

57.  „Die  Polgerade  des  Punktes  P in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt Tp*  der  Berührungspunkte  von  den  aus  P an  C*  möglichen 
Tangenten  fällt  (mit  der  Polgeraden  von  P in  Bezug  auf  C*  zusam- 
men, d.  h.  indem  der  Berührungskegelschnitt  Tp*  in  C*  die  Berüh- 
rungspunkte der  aus  P an  C*  möglichen  Tangenten  einschneidet, 
schneidet  umgekehrt  auch  C*  in  Pp*  die  Berührungspunkte  von 
den  ans  P an  Pp*  möglichen  Tangenten  ein  und  bildet  also  die  Com- 
bination  von  6''*  mit  Pp*  eine  zusammengesetzte  Curve  sechster 
Ordnung  mit  acht  von  A,  B,  C verschiedenen  Doppelpunkten,  deren 
jeder  eine  der  beiden  Doppelpunktstangenten  durch  P sendet.“ 

Dieser  Satz  , welcher  einer  merkwürdigen  Wechselbeziehung 
der  Curven  C*  und  7p*  in  Bezog  auf  den  Punkt  P Ausdruck  giebt, 
ist  in  Verbindung  mit  einem  Paare  von  einfachen  Sätzen  der  Pola- 
rentheorie  eine  Folge  des  vorhergehenden  Satzes. 

Der  erste  dieser  Hülfssätze  sagt  ans,  dass  die  Polgeraden  eines 
Punktes  P in  Bezog  anf  die  Curven  eines  Büschels  einen  Strahlen- 
büschel  bilden'*)  nnd  deshalb  znsammenfalien , wenn  die  Polgeraden 
von  P in  Bezug  anf  zwei  verschiedene  Curven  des  Büschels  dies  tun. 
Und  der  zweite  HUIfssatz  behauptet,  dass  die  drei  Polgeraden  von 
P in  Bezog  anf  drei  Curven,  von  welchen  eine  ans  der  Combination 
der  beiden  anderen  besteht,  in  eine  Gerade  zusammen  fallen  werden, 
wenn  zwei  von  ihnen  es  tun:  welcher  Satz  unmittelbar  aus  der  De- 
finition der  Polgeradon**^  abzuleiten  ist. 

Nun  gehören  nach  Artikel  52 , wenn  p die  Polare  von  P in  Be- 
zug auf  C*  andcutet,  die  drei  Curven  vierter  Ordnung  C*,  Cp*-f-p, 
Dp*-)- Pp*  einem  Büschel  an.  Nach  dem  zweiten  Hülfssätze  bat 


19)  Cremoni,  a.  a.  O.,  Art.  81,  Lehrsatz  7. 
SO)  Mittelst  der  Definition 

" (r).  - 0 

Man  vergleiche  Cremona,  a.  ä.  0.,  Art.  II. 
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Cp’+p  die  Gerade  p zur  Polgerade  von  P;  es  haben  also  die  Cnrren 
C*  und  Cp’-hp  >>>  Bezog  auf  P die  nämliche  Polgerade,  and  es  ist 
deshalb  nach  dem  ersten  Halfssatze  p ebenfalls  die  Polgerade  von  P 
in  Bezug  auf  Tf*.  Aber  da  p nach  Artikel  63.  die  Polgerade 

von  P in  Bezug  auf  Op*  ist,  so  ist  p nach  dem  zweiten  Hflifssatze 
ebenfalls  die  Polgerade  von  P in  Bezog  auf  den  Bertthrungskegel- 
Bchnitt 

58.  „Der  Berähmngskegelschnitt  Tp*  zerfällt  in  zwei  Gerade, 
wenn  P auf  Ü*  oder  auf  dem  Wendeschnitte  K dieser  Curve  liegt; 
bei  allen  anderen  Lagen  von  P ist  Tp*  nicht  zusammengesetzt^* 

Ist  der  gegebene  Punkt  ein  Punkt  Q von  C*,  so  besteht  Tq* 
nach  dem  Weyr’scben  Satze  aus  der  Tangente  q von  C*  in  Q und 
der  Tangente  q’  von  K im  entsprechenden  Punkte  Q'.  Ist  der  ge- 
gcbencJPunkt  ein  Punkt  Q'  von  K,  so  fallen  seine  Restpunkte  nach 
Artikel  54.  im  entsprechenden  Punkt  Q von  ~C*  zusammen;  deshalb 
ist  nach  dem  vorhergehenden  Satze  Q der  gemeinschaftliche  Be- 
rührungspunkt der  zwei  von  Q’  an  * möglichen,  hier  mit  Q!  Q 
zusammenfallenden  Tangenten,  und  hat  Tq-*  in  Q einen  Doppelpunkt, 
so  besteht  2^*  also  aus  zwei  Geraden  durch  Q.  Neben  den  durch 
irgend  einen  Punkt  Q von  C*  möglichen  Tangenten  an  K,  welche 
jede  für  sich  C*  in  vier  Punkten  mit  durch  einen  Punkt  von  C* 
gebenden  Tangenten  schneiden,  kann  man  deshalb  durch  diesen  Punkt 
noch  zwei  Gerade,  die  zusammeufallenden  Teile  von  Tq-*,  so  ziehen, 
dass  jede  von  diesem  C'*  ausser  Q noch  in  drei  Punkten  mit  durch 
einen  Punkt,  den  entsprechenden  Punkt  Q’  von  A',  gehenden  Tan- 
genten schneidet.'*) 

Bei  allen  anderen  Lagen  von  P ist  Tp-*  ein  nicht  zerfallender 
Kegelschnitt.  Denn,  da  die  Berübrnngspunkte  von  den  Tangenten 
aus  P an  Tp*  auf  der  Polgeraden  p von  P in  Bezug  auf  C*  liegen, 
so  können  diese  Tangenten  nur  dann  znsammenfallen,  entweder  wenn 
p dnreh  P geht,  d.  h auf  C*  liegt,  oder  die  Restpunkte  von  P 
Zusammenfällen,  d.  h.  P auf  K liegt.  Und  nur  wenn  die  Tangenten 
aus  P an  Tp*  zusammenfallen,  kann  2'p*  entarten. 

Ans  obenstehenden  Betrachtungen  folgt  nnn  noch,  dass  die  bei- 
den Geraden,  welche  den  Bertthrnngskegelschnitt  Tq^  eines  Punktes 


ZI)  Einen  anslytiichen  Beweis  dieses  Setzet  entnimmt  man  leicht  aus  meiner 
.Notiz  aber  die  Lcmnitcaie  (a.  a.  O. ; Seite  1S57). 

SS)  Es  ergänzt  dieses  Bcsultat  den  ersten  Teil  des  Satzes  von  Art  S4. 

»• 
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Q'  von  K bilden , dnrch  Q gehen  nnd  Q ' harmonisch  trennen  von 
der  Tangente  q von  C*  in  Q.  Später  wird  die  Lage  dieser  beiden 
Geraden  näher  angewiesen  werden.**) 

59.  „Wenn  der  Kegelschnitt  Df^  von  P durch  Q geht,  so  geht 
umgekehrt  der  Kegelschnitt  Dq*  von  Q dnrch  P,  d.  h.  der  Ort  der 
Punkte  Q,  deren  Kegelschnitte  dnrch  P gehen,  ist  der  Kegelschnitt 

von  P.“ 

Wenn  die  Polgerade  p'  von  P‘  in  Bezug  auf  den  Wendeschnitt 
K durch  Q'  geht,  so  geht  umgekehrt  die  Polgerade  q’  von  Q'  in 
Bezug  auf  K durch  P*).  Dieser  bekannte  Satz  geht  mittelst  der  be- 
kannten Transformation  in  den  Satz  dieses  Artikels  Ober,  da  nach 
Artikel  53.  den  Polgeradeu  p'  nnd  q'  von  P'  und  Q'  in  Bezug  auf 
K die  Kegelschnitte  Dp^  und  von  P und  Q entsprechen. 

60.  „Die  vier  Schnittpunkte  von  C*  mit  einer  Geraden  sind 
von  einander  unabhängig.“ 

Die  Abhängigkeit  zweier  Gruppen  von  vier  Punkten  von  ein- 
ander kann  bekanntlich  nur  darin  bestehen,  dass  beide  Gruppen  das 
nämliche  Doppelvcrhältniss  zeigen.  Dies  aber  trifft  bei  den  Cnrven 
6**  nicht  zu.  Denn  die  Voraussetzung,  dass  irgend  zwei  in  einem 
Punkte  P von  C*  einen  unendlich  kleinen  Winkel  mit  einander 
bildende  Gerade  C*  nach  gleichem  Doppelverhältnisse  schneiden, 
wurde  unmittelbar  bedingen,  dass  jede  Gerade  durch  P die  C*  ausser 
P in  drei  Punkten  mit  dnrch  einen  Punkt  gebenden  Tangenten  träfe. 
Was  nach  Artikel  58.  nur  bei  zwei  dnrch  P gehenden  Geraden  der 
Fall  sein  kann. 

Ans  dem  Satze  dieses  Artikels  gebt  hervor,  dass  die  Bedingung 
welche  aussagt,  dass  eine  C*  irgend  eine  Gerade  in  vier  gegebenen 
Punkten  schneidet,  vier  einfachen  Bedingungen  aeqnivalent  ist  Nun 
ist  ein  Kegelschnitt  K,  von  welchem  ein  Poldreieck  ABC  vorliegt, 
dnrch  zwei  seiner  Punkte  bestimmt;  also  kann  man  zur  Bestimmung 
einer  C*  mit  gegebenen  Inflexionsknoten  auch  zwei  Punkte  willkflr- 
lieh  annehmen.  Da  weiter  Unbekanntheit  mit  der  Lage  von  jedem 
der  drei  Inflezionsknoten  der  C*  die  Zahl  der  willkürlich  annehm- 
baren Punkte  um  zwei  steigert,  kann  man  zur  Bestimmung  einer 
C*  im  allgemeinen  acht  Punkte  willkflrlich  wählen.  Also  geht  durch 
vier  beliebig  auf  einer  Gerade  g angenommene  Punkte  eine  vierfach 
uuendliche  Anzahl  von  Curven  C*. 


S3)  Man  vergleiche  Artikel  67. 
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61.  „Wenn  der  Berflhmngskc^elschnitt  von  P durch  Q 
geht,  BO  geht  nmgekehrt  der  Berührnngskegelschnitt  Tf  von  Q durch 
P,  d.  h.  der  Ort  der  Punkte  Q,  deren  Berfihrungskegelgchnitte  durch 
P geheu,  ist  der  Berfihmngskegelachnitt  von  P.“ 

Betrachten  wir  nochmals  die  drei  Cnrven  C*, 
von  Artikel  57.,  welche  einem  Bftgchel  von  Curven  vierter  Ordnung 
angehören  und  bezeichnen  wir  die  Schnittpnnktenquadrupel  dieser 
Cnrven  mit  irgend  einer  Geraden  g,  welche  den  Punkt  P enthält^ 
worauf  Cp®,  p,  Df*,  T,*  sich  beziehen,  durch  QiQtQjQit  Ä, Ä,Ä, 
und  iS,  Z>i  Df  und  T^lf,  so  ist,  wie  sich  zeigen  lässt,  das  Quadrupel 
Df  Df  und  Tf  Tf  in  der  von  den  beiden  anderen  Quadrupeln  auf  g 
bestimmten  biqnadratischen  Involution  dadurch  gekennzeichnet,  dass 
es  sich  in  zwei  von  P und  S harmonisch  getrennte  Paare  Df  Df 
und  Tf  Tf  zerlegen  lässt.  Erstens  kommt  ihm  nach  den  Artikeln  56. 
und  57.  diese  Eigenschaft  zu.  Zweitens  beweisen  wir  wie  folgt,  dass 
es  in  der  angegebenen  Involution  das  einzige  Quadrupel  ist,  welches 
diese  Eigenschaft  besitzt  Ist  I/,  17,  Uf  irgend  ein  Quadrupel  der 
vorliegenden  Involution,  und  trennen  V,  K,  r,  die  Punkte  dieses 
Quadrupels  harmonisch  von  P und  S,  so  bilden  die  verschiedenen 
Quadrupel  F,  Vf  Vf  F4,  welche  den  Quadrupeln  0,  17, 17,  17,  entspre- 
chen, offenbar  eine  neue  Involution,  welche  mit  der  gegebenen  pro- 
jectivisch  ist  Wenn  nun  die  Involution  (7,  {7, 17, 17,  zwei  in  zwei 
von  P und  S harmonisch  getrennte  Paare  zerlegbare  Quadrupel 
besässe,  so  würden  die  Involutionen  (7, 17, 17,  {7,  und  F,  F,  F,  F,  aus 
den  nämlichen  Gruppen  bestehen,  jede  Gruppe  der  Involution 
»^iV,F,F*,  also  auch  eine  Gruppe  der  Involution  {7,  Uf  Uf  Uf  sein.  Und 
dies  führt  zum  Irrschlnsse,  dass  die  Involution  zwei  durch  8 gehende 
Gruppen  zulässt,  die  Gruppe  Sf  Bf  Bf  und  8,  und  die  Gruppe  der 
vier  Punkte,  welche  diese  Punkte  harmonisch  trennen  von  P und 
8.  Deshalb  kann  die  von  den  Quadrupeln  0,0, 0,04,  «nd 

8 bestimmte  Involution  keine  zwei  Gruppen  besitzen,  welche  sich  in 
zwei  von  P und  B harmonisch  getrennte  Paare  zerlegen  lassen. 

Betrachten  wir  nun  weiter  die  vierfach  unendliche  Anzahl  der 
durch  0, 0, 0, 0«  gehenden  Cnrven  C*,  so  erhellt  aus  dem  vorher- 
gehenden, dass  die  in  Bezug  auf  diese  Cnrven  genommenen  zusam- 
mengesetzten Cnrven  Df*-j-  Tp*  von  P die  Gerade  g sämtlich  in 
den  Pnnktepaaren  £>,  Df  und  T,  Tf  schneiden.  Aber  dabei  fragt  es 
sich,  ob  immer  das  Paar.£>,  D,  auf  dem  Teile  Dp*  wie  das  Paar  7,  P, 
auf  dem  Teile  Tp*  liege.  Und  hierauf  muss  die  Antwort  entschieden  ver- 
neinend lauten.  Da  nämlich  die  Paare  D,  und  P,  P,  in  Bezug  auf 
die  Quadrupel  0i0,0,04,  und  B eine  ganz  gleiche  Bedeutung 

haben,  werden  die  Punkto  D,  D,  resp.  P,  P,  bei  der  einen  Hälfte 
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der  vierfach  anendlichen  Anzahl  von  Cnrven  C*  durch  Q,  Q«  Q«  Q4 
auf  der  entaprechenden  Curve  resp.  bei  der  anderen  Hälfte 
anf  7^^,  resp.  Dp^  zn  finden  sein.  Nennt  man  nnn  zwei  Curven  C* 
dnreh  die  Punkte  Qi  Q«  Qj  Q«  von  g in  Bezug  auf  den  Punkt  P von  g 
gleichartig  oder  ungleichartig,  jenachdem  von  den  zwei  Paaren  von 
Kegelschnitten  Pp*  nnd  Tp*  die  gleichnamigen  oder  die  nngleicb- 
namigen  dnreh  die  nämlichen  Punkte  von  q gehen,  so  teilt  dieses 
Verhalten  die  Cnrven  C*  durch 

Qu  Qti  Qs»  Q4 

so  in  zwei  Gruppen,  dass  zwei  dieser  Cnrven  in  Bezug  auf  P gleich- 
artig oder  ungleichartig  sind,  jenachdem  sie  zur  nämlichen  Gruppe 
oder  zu  verschiedenen  Gruppen  gehören.  Offenbar  wird,  was  hier 
fttr  den  Punkt  P der  Geraden  g gefunden  ist,  auch  allgemein  für 
irgend  einen  Punkt  von  g gelten.  Dabei  fragt  es  sich  aber,  ob  die 
Teilung  der  Cnrven  Ce  durch  Q]  Q«  Qs  Q4  in  zwei  Gruppen  von  der 
Lage  des  Pnnktes  P anf  g abhängt  oder  nicht;  aber  diese  Frage 
wird  im  folgenden  Artikel  beantwortet  werden. 

Wenn  ich  mich  jetzt  zum  Satze  dieses  Artikels  wende,  so  setze 
ich  voraus,  dass  der  Berflhmngskegelschnitt  von  P in  Bezug 
anf  die  gegebene  Curve  C*  durch  Q geht  und  die  Verbindungslinie 
g der  Punkte  P nnd  Q die  C*  in  den  Punkten  Qj  Qt  Qs  Q«  schneidet. 
Nach  den  vorhergehenden  Entwickelungen  ist  Q dann  ein  Punkt  des 
Kegelschnittes  Dp*  von  P in  Bezug  auf  eine  andere  Curve  C\  durch 
QuQ.,Qs,Qu  welche  mittelst  eines  Indexes  unterschiedene  Curve  man 
noch  ans  einer  vierfach  unendlichen  Anzahl  wählen  kann.  Aber 
dann  geht  nach  Artikel  56.  nmgekehrt  der  Kegelschnitt  von  Q in 
Bezug  auf  C\  durch  P.  Und  da  dio  Cnrven  C*  nnd  C*i  für  irgend 
einen  Punkt  von  g das  nämliche  Quadrupel  />,  und  7,  7j  liefern, 
liegt  P auf  der  ans  den  Kegelschnitten  und  7,^  von  Q in  Bezug 
auf  C*  zusammengesetzten  Curve  vierter  Ordnung,  also  entweder  auf 
Df*  von  Q in  Bezug  anf  C*  oder  auf  Tf*  von  Q in  Bezug  anf 
C*.  Aber  auf  Df*  von  Q in  Bezug  anf  C*  kann  P nicht  liegen, 
denn  Q liegt  nicht  auf  Df^  von  P in  Bezug  anf  C*.  Also  liegt  P 
anf  dem  BerOhmngskegelschnitte  Tf*  von  Q in  Bezug  auf  und 
ist  der  Satz  dieses  Artikels  bewiesen.**} 

62.  „Die  Teilung  der  Curven  C*  durch  die  vier  Punkte 
Ql  Qs  Qs  Q4  einer  Geraden  g in  zwei  Gruppen  nach  dem  Verhalten 


S4)  Für  einen  uutljtischen  Beweis  vergleiche  man  meine  , Notiz  Ober  die 
Lcmnitcate*  (a.  a,  O.,  Seite  1856). 
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der  SchniUpnekte  von  g mit  den  in  Bezug  auf  ihnen  genommenen 
Kegelschnitten  Dp*  und  ?>*  von  dem  Punkte  P von  g ist  von  der 
Lage  von  P auf  g nnabbftngig.“ 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  zeigen  wir  erst,  dass  die  Punkte  P 
von  g sich  in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Curve  C*  durch  Q,  Q,Qg  Q« 
in  zwei  Systemen  ordnen.  Nennen  wir  nämlich  der  KOrzo  wegen 
die  Schnittpunkte  von  g mit  der  Curve  Dp*  irgend  eines  Punktes  P 
in  Bezug  auf  C*  die  D-Pnnkte  von  P fttr  C*  und  stellen  wir  mittelst 
der  Schreibweise 

D-i,  D_2,  D_i,  P,  D„  Dj,  Dj  ... 

eine  von  P ans  nach  beiden  Seiten  hin  unendlich  fortlaufende  Reibe 
von  Punkten  der  Geraden  g auf,  von  welchen  jeder  die  ihn  in  der 
Reihe  an  beiden  Seiten  nmschliessenden  Punkte  in  Bezug  auf  C* 
zu  D-Punkten  hat,  so  ist  es  klar,  dass  die  Fortsetzung  der  Reihe 
nach  beiden  Seiten  immer  neue  Punkte  von  g erzeugen  wird,  bis  sich 
die  Reihe  an  jedem  der  beiden  Enden  mittelst  einer  der  vier  Punkte 
^ Q«  abschliesst  Denn , da  alle  Kegelschnitte  Dp*  von  den 
Punkten  P in  Bezug  auf  C*  durch  die  Inflexionsknoten  von  C* 
gehen,  die  Gerade  g aber  — da  sie  keinen  Inflexionspnnkt  von  C* 
enthalt  — nicht  ein  Teil  irgend  eines  zerfallenden  Kegelschnittes 
Dp*  sein  kann,  so  hat  kein  Punkt  P von  g in  Bezug  auf  C*  drei 
auf  g liegende  D-Punkte,  was  eiutreten  wUrde,  wenn  die  Fortsetzung 
der  Reibe  in  einer  der  beiden  Richtungen  auf  irgend  ein  schon  nie- 
dorgeschricbenes  Glied  zurflekftthrte,  bevor  man  den  Endpunkt  Q 
erreicht  hätte.!  Und  die  Reihe  schliesst  sich  jederzeit  in  einem 
Punkte  Q,  da  unter  den  beiden  D-Punkten  eines  Punktes  Q von 
C*  dieser  Punkt  selbst  vorkommt.  Aber  dann  mnss  es  auch  zwei 
solche  Reihen  von  Punkten  P auf  g geben,  da  vier  Endpunkte  Qj, 
Q»>  Qsi  <^4  vorliegen. 

Nach  dieser  Vorbereitung  ist  es  nicht  schwierig  mehr  zu  zeigen, 
dass  irgend  eine  andere  Curve  C/  durch  Qj,  Q«,  Qa,  Qi  sich  in  Be- 
zug auf  die  Punkte  einer  nämlichen  Reihe  zu  C*  auf  gleiche  Weise 
verhält.  Sind  nämlich  erstens  C*  und  Cy*  in  Bezug  auf  irgend  einen 
Punkt  D„  von  einer  der  beiden  Reihen  gleichartig,  so  gehen  die 
Kegelschnitte  Dp*  von  D»  in  Bezug  auf  C*  und  Cy*  durch  den  fol- 
genden Punkt  der  Reihe  Dk.|.i;  also  gehen  umgekehrt  nach  Artikel 
59.  die  Kegelschnitte  Dp*  von  D„+i  in  Bezug  auf  und  Cy*  durch 
Dn  und  sind  deshalb  die  Cnrven  C*  und  Cy*  in  Bezug  auf  D*+i 
auch  gleichartig.  Sind  zweitens  C*  and  in  Bezug  auf  D«  un- 
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gleichartig,  lo  geht  der  Kegelschnitt  Dp*  von  D»  in  Bezog  auf  C* 
und  der  Kegelschnitt  Tp*  von  Dn  in  Bezog  anf  C’,*  durch 
and  also  nmgekehrt  nach  Artikel  59.  der  Kegelschnitt  Dp*  von  Dn^i 
in  Bezug  anf  C*  and  nach  dem  Artikel  61.  der  Kegelschnitt 
Tp*  vooi  in  Bezug  anf  durch  Z7.;  d.  h.  es  sind  die 

Cnrven  C and  C/  in  Bezog  anf  Dn+\  ebenfalls  nogleichartig.  Also 
Iftsst  sich  mittelst  des  bekannten  Schlosses  von  n auf  n-|-l  oben- 
stehende Behanptnng  beweisen. 

Aber  in  Bezog  aaf  die  gegebene  Corve  C*  lassen  sieb  die 
Punkte  P von  g noch  auf  eine  zweite  Weise  in  zwei  Systemen 
ordnen.  Nennen  wir  nämlich  die  Schnittpunkte  von  g mit  der  Curve 
Tp*  irgend  eines  Punktes  P in  Bezog  auf  C*  die  r-Pnnkte  von  P 
fttr  C*,  so  kann  man  ebenso  mittelst  der  Schreibweise 

...  r-s,  T-i,  T-i,  P,  T„  Tg  ... 

eine  von  P ans  nach  beiden  Seiten  hin  unendlich  fortlaufende  Reihe 
von  Punkten  anfstellen,  von  welchen  jeder  die  ihn  in  der  Reihe  be- 
grenzenden Punkte  in  Bezog  aaf  C*  zu  T-Pnnkten  bat  Und  auch 
hier  liefert  eine  Fortsetzung  der  Reibe  immer  wieder  neue  Punkte,  bis 
sich  die  Reibe  in  zwei  der  Punkte  Qu  Qa,  0*  absebliosst  Denn, 
da  nur  die  Kegelschnitte  Tf*  von  den  Schnittpunkten  Q'  von  g mit 
dem  Wendeschnitte  in  Geraden  zerfallen,  und  diese  Geraden  durch 
die  entsprechenden  Punkte  Q von  C*  gehen,  so  ist  g kein  Teil  eines 
zerfallenden  Kegelschnittes  T*  von  einem  Punkte  P auf  g,  hat  also 
kein  Punkt  von  g in  Bezug  auf  C*  mehr  als  zwei  r-Punkte,  und  wird 
man  deshalb  bei  Fortsetzung  der  Reibe  bis  znm  Schlüsse  immer  neue 
Punkte  finden.  Und  bei  Fortsetzung  der  Reibe  nach  irgend  einer 
Seite  wird  man  einen  Schlusspunkt  erreicht  haben,  wenn  der  Kegel- 
schnitt Tp*  die  Gerade  g berührt  Aber  dann  ist  der  Berfibrungs- 
pnnkt  nach  Artikel  67.  immer  einer  der  vier  Punkte  Q,  weshalb  cs 
auf  g in  Bezug  auf  C*  wieder  zwei  Reihen  von  Punkten  T geben 
muss,  da  vier  Punkte  Q vorliegen.  Und  ebenso  wie  oben  zeigt  man 
auch  hier,  dass  irgend  eine  andere  Curve  C*  durch  Q, , Qt,  Qa,  Qe 
sich  in  Bezug  auf  die  Punkto  einer  nämlichen  Reihe  zu  C*  auf 
gleiche  Weise  verhält. 

Ist  die  Einteilung  der  Curven  C*  durch  Q„  Q,,  Qg,  Q^  in  mit 
C*  gleichartige  und  nüt  C*  ungleichartige  fttr  alle  Punkto  von 
irgend  einer  Reihe  die  nämliche,  so  ist  jetzt  nur  noch  zu  entschei- 
den, ob  sie  mit  der  Reihe  sicb|  ändert  oder  nicht.  Dazu  beweisen 
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wir  einfach,  dass  die  VorausBOtznng,  die  Ersetzung  von  der  einen 
Reibe  von  D-Pnnkten  durch  die  andere  ändere  die  Einteilung,  un- 
haltbar ist. 

Sind  Dn-\,  Dn,  Dnfi  drei  auf  einander  folgende  Glieder  einer 
der  beiden  Reiben  and  also  I>m-i  and  Dh-\-\  die  D-Punkte  von 
iu  Bezug  auf  die  mit  C*  gleichartigen  Curven  C*  und  die  7-Punkte 
von  Dn  in  Bezug  auf  die  mit  C*  ungleichartigen  Curven  C,*,  so  er- 
teilen wir  ün  eine  unendlich  kleine  Bewegung  auf  g,  wobei  natttrlich 
die  Pnnkte  Z>„_i  und  sich  auch  Uber  unendlich  kleine  Strecken 
von  g bewogen.  Es  fragt  sich  nun,  ob  diese  drei  neuen  Funkte,  die 
als  />'«-],  Dn\  zn  bezeichnen  sind,  in  Bezug  auf  die  mit  C* 

gleichartigen  Curven  wieder  einer  der  beiden  Z>-Reihen  ange- 
bören  werdeu.  Und  auf  diese  Frage  muss  die  Antwort  im  allge- 
meinen bejahend  lauten.  Denn,  wenn  D»  seine  Lage  anf  9 nnend- 
lich  wenig  ändert,  so  worden  die  Kegelschnitte  D*  von  Dn  in  Bezug 
auf  die  mit  C*  gleichartigen  Curven  Cj*  nnd  die  Kegelschnitte  1* 
von  Dn  in  Bezug  auf  die  mit  C*  ungleichartigen  Cnrven  ihre 
Lage  ebenfalls  nnendlich  wenig  änderen,  müssen  also  die  i7-Pnnkte 
von  in  Bezug  anf  die  mit  C*  gleichartigen  Curven  C^*  und  die 
iT-Punkle  von  I)n  in  Bezog  auf  die  mit  c*  ungleichartigen  Curven 
Cj*  in  unmittelbarer  Nähe  von  ßn-i  .und  ßn+i  zu  finden  sein,  und 
wird  mau  also  genötigt  die  Punkte  />■.',  ß'n+i  für  die  mit  C* 

gleichartigen  Curven  unter  eine  Reihe  D. Punkte  zu  bringen,  wenn 
nicht  zufälligerweise  die  r-Punkte  vonD»'  in  Bezog  auf  die  erste  Gruppe 
yOn  Curven  C*  und  die  i>-Punkte  von  in  Bezug  auf  diezweite  Groppe 
von  Cnrven  C\*  ebenfalls  Dn-i  and  Dn^■l  anendlich  nahe  liegen.  Aber 
es  tritt  dieses  im  allgemeinen  nicht  ein.  Fiele  nämlich  in  Bezug 
auf  irgend  eine  der  Curven  (',*  einer  der  D-PunkteTvon  einem  nicht  mit 
einem  der  vier  Punkte  Q„  Qj,  Q^,  zusammen  getretenen  Pnnkte 
Dn  von  g mit  einem  der  r-Pnnkte  von  diesem  Pnnkte  D»  zusam- 
mon,  so  würde  aus  der  in  den  Artikeln  56.  und  57.  angezoigten 
harmonischen  Lage  von  den  J9-Pnnkten  nnd  den  r-Punkten  mit  Dn 
und  dem  Schnittpunkte  <S  von  g mit  der  Polgeraden  von  Dn  in  Bezug  anf 

folgen,  dass  der  andere  D-Pnnkt  von  Z>„  mit  dom  anderen  T- 
Pnnkte  \ou  Dn  znsammenfallen  müsste,  and  hieraus  wieder,  dass  die 
ganze  D-Reihe  des  Punktes  Dn  mit  der  T-Reibe  von  Dn  identisch 
wäre.  Und  dies  ist  nicht  der  Fall;  denn  ist  Q,  einer  der  Endpunkte, 
BO  fällt  der  von  Q,  verschiedene  D-Punkt  von  Q,  im  allgemeinen 
nicht  mit  dem  von  Q,  verschiedenen  T-Punkt  von  Q,  zusammen. 
Aber  selbst,  wenn  dies  so  wäre,  so  würde  für  jeden  Punkt  der  Reihe 
der  Unterschied  zwischen  D-Punkten  nnd  T'-Punkten  aufgehoben, 
aber  keiue  Beschwerde  gegen  die  Aufnahme  von  D'n-i,  Dn',  D'n+i 
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in  eine  Roiho  von  /)-Punktcn  herbeigeführt  sein.  Nnr  wenn 
mit  einem  der  vier  Pnnktc  Q zusammonfällt , fällt  einer  der  D- 
Punkto  von  Dn  mit  einem  der  T-Pnnktc  von  in  Dn  znsammen, 
ohne  dass  der  zweite  Z)-Pnnkt  mit  dem  zweiten  r-Pnnkte  znsaromen- 
fallon  muss. 

Ist  nnn  bewiesen,  dass  zwei  unmittelbar  an  einander  grenzende 
Punkte  Dm  und  Dn'  von  g der  nämlichen  Reihe  angehören,  so  führt 
eine  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  znm  Schluss,  dass  alle 
Punkte  von  g der  nämlichen  Reihe  angehören.  Und  dieses  ist  offen- 
bar nicht  der  Fall.  Wir  müssen  daher  annehmen,  dass  zwei  ein- 
ander unendlich  nahe  liegende  Punkte  Dn  und  Dn'  verschiedenen 
Reiben  angebören  können,  obgleich  sie  sich  in  Bezug  auf  die  Ein- 
teilung der  Curven  C*  auf  gleiche  Weise  verhalten.  Woraus  dann 
endlich  folgt,  dass  die  Einteilung  der  Cnrven  ganz  unabhängig 
ist  von  der  Lage  des  Ausgangspunktes  P auf  g. 

63.  „Die  Oeradenpaare , welche  die  zerfallenden  Berübrnngs- 
kegclschnitte  der  Punkte  Q'  vom  Wendeschnitte  K bilden,  um- 
hüllen eine  Curve  vierter  Classe,  welche  in  zwei  Kegelschnitte  zer- 
fallen muss.“ 

Durch  irgend  einen  Punkt  \P  gehen  vier  Gerade,  welche  zer- 
fallenden BerUhrnngskegelschnitten  von  Punkten  Q'  von  K ange- 
hören, denn  der  Bcrührnngskegelschnitt  Tp*  von  P schneidet  K in 
vier  Punkten  Q',  deren  Berührungskegelscbnitte  nach  Artikel  61. 
durch  P gehen;  also  ist  die  gesuchte  Enveloppe  von  der  vierten 
Classe.  Aber  diese  Enveloppe  berührt  jede  Doppeltangente  q von 
in  ihren  Berührungspunkten  Q,  und  mit  C*.  Da  nämlich 
nach  Artikel  43.  auf  K liegt,  so  sind  q und  die  Tangente  ;i'  an  K 
in  Ql'  =•  Q,  Tangenten  der  Enveloppe  und  nnn  wird  die  auf  q fol- 
gende Tangente  der  Enveloppe,  da  sie  als  Teil  des  Bertthrungs- 
schnittes  vom  an  Q,  grenzenden  Punkte  von  K durch  den  an  Q, 
grenzenden  Punkt  von  C*  geht  und  mit  q einen  unendlich  kleinen 
Winkel  bildet,  die  Tangente  q beim  Grenzflbergange  io  Q,  schneiden, 
d.  h.  die  Gerade  q berührt  die  Enveloppe  in  Qj.  Und  da  man  mit- 
telst Verwechslung  von  Qi  und  Qt  ebenso  beweist!,  dass  q die  gc- 
snebte  Enveloppe  in  Q,  berührt,  so  ist  jede  Doppeltangente  q von 
C*  mit  den  Berührnngspnokten  Q,  und  Q,  ebenfalls  Doppeltangente 
der  gesuchten  Enveloppe  in  den  Punkten  Q,  und  Q«.  Aber  eine 
Curve  vierter  Classe  mit  vier  Doppeltangonten  muss  in  zwei  Kegel- 
schnitte zerfallen. 

64.  „Die  beiden  Kegelschnitte,  welche  berührt  werden  von  den 
Geradonpaaren,  die  die  Borührnngskegelschnitto  der  Punkte  vom 
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WeodeschnitUe  A’ bilden,  haben  mit  K das  Dreieck  ABC  zum  gemein- 
icbaftlicben  Poldreieck.  Sie  gehen  durch  die  vier  sich  seiht  ent- 
sprechenden Punkte  iS  und  bilden  mit  K drei  Kegelschnitte,  die  zu 
einander  in  der  besonderen  Beziehung  stehen,  dass  jeder  von  ihnen 
in  Bezng  auf  irgend  einen  der  beiden  übrigen  die  Polfigur  der 
dritten  ist.“ 

Jede  der  drei  involntorisch  perspectiv ischen  Collineationen,  welche 
einen  Eckpunkt  vom  Doppelpunktsdreiecke‘.<4BC  von  C*  zum  Centrum 
und  die  Gegenseite  dieses  Dreiecks  zur  Axe  bähen,  führen  C*  nnd 
i.ren  Wendeschnitt  K in  sich  selbst  über.  Also  mnss  jede  dieser 
i'rei  Collineationen  die  ans  zwei  Kegelschnitten  bestehende  Enveloppe 
vierter  Classe  ebenfalls  in  sich  selbst  überführen.  Hierbei  können 
dann  diese  Kegelschnitte,  welche  weiter  als  AT,  nnd  ATj  bezeichnet 
werden  sollen,  entweder  in  einander  oder  in  sich  selbst  übergehen, 
.tber  man  weist  leicht  das  erste  als  unmöglich  nach.  Nicht,  dass 
es  unmöglich  ist  zwei  Kegelschnitte , welche  in  Bezng  auf  einander 
eine  beliebige  Lage  haben,  mittelst  involntorisch  perspectivischer 
Cellineation  in  einander  umzubilden.  Vielmehr  ist  diese  Umbildung 
aof  sechs  verschiedene  Weisen  möglich,  und  tritt  dabei  irgend  einer 
der  sechs  Eckpunkte  T (Fig.  50)  des  von  den  gemeinsamen  Tan- 
genten gebildeten  vollständigen  Vierseites  in  Verbindung  mit  einer 
der  sechs  Seiten  i des  von  den  gemeinsamen  Punkten  gebildeten 
vollständigen  Vierecks  als  Centrnm  nnd  Axe  auf.  Allein  es  ist 
nicht  möglich  ein  Dreieck  zu  finden,  dessen  Eckpunkte  drei  Punkte 
P,  nnd  dessen  Seiten  drei  Geraden  t sind.  Denn  bei  der  allgemeinen 
Lage  der  Kegelschnitte  in  Bezng  auf  einander  ist  die  Verbindungs- 
linie von  zwei  Punkten  T entweder  Seite  des  gemeinsamen  Poldroi- 
ecks  oder  gemeinsame  Tangente,  nnd  der  Schnittpunkt  von  zwei  Ge- 
raden ( entweder  Eckpunkt  des  gemeinsamen  Poldreiecks  oder  ge- 
meinsamer Punkt.  Und  wenn  die  Kegelschnitte  einander  doppelt 
berühren  (Fig.  51)  so  giebt  es  wol  ein  Dreieck,  dessen  Eckpunkte 
Punkte  T nnd  dessen  Seiten  Gerade  t sind;  aber  hier  verlieren 
zwei  der  drei  Collineationen  ihren  involntorischen  Charakter  nnd  hat 
die  ans  den  Kegelschnitten  bestehende  Enveloppe  vierter  Classe 
obendrein  keine  Lage,  wobei  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  auf  gleiche 
Weise  auftreten.  Also  werden  die  Kegelschnitte  AT,  nnd  in  Be- 
zug anf  das  Dreieck  ABC  eine  solche  Lago  haben  müssen , dass 
irgend  eine  der  drei  angewiesenen  involntorisch  perspectivischen  Col- 
lineationcn  jeden  der  beiden  Kegelschnitte  in  sich  selbst  überführt,  d.  h. 
ABC  mnss  ein  Poldreieck  sein  von  ATj  und  von  K^. 

Sind  Ci,  = Q,'  und  Q«  °°  Qj'  die  ebenfalls  anf  K liegenden  Be- 
rübmngspnnkte  von  C*  mit  ihrer  Doppel tangente  q (Fig.  52.)  nnd 
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9,'  und  9|'  die  Tangenton  von  K in  diesen  Pnnkten , so  ist  der 
Schnittpunkt  dieser  Tangenten  nach  Artikel  46.  ein  sich  selbst  ent- 
sprechender Punkt  S der  bekannten  quadratischen  Transformation 
zwischen  C*  und  K.  Wir  beweisen  nun,  dass  jede  der  beiden  Koget- 
schnittc  A,  nnd  A,  durch  diesen  Punkt  S geht,  dass  der  eine  dieser 
Kegelschnitte  in  S die  Gerade  y/,  der  andere  in  S die  Gerade 
berührt  Da  nämlich  der  Berfihmngskogciscbnitt  von  Qt  äus  g nnd 
Qt  besteht  nnd  also  dnreh  S geht,  so  geht  umgekehrt  der  BerQb- 
rnngskegelscbnitt  von  S dnreh  und  wird  SQf,  da  er  in  Qj  die 
C*  nicht  bertthrt,  nach  Artikel  54.  in  Q,  den  Bertthrnngskegelscbnitt 
von  S berDhren  müssen.  Aber,  wenn  der  BerOhrnngskegelscbnitt 
von  S den  anch  anf  K liegenden  nnmittelbar  an  Q,  grenzenden  Punkt 
von  g,'  enthält,  so  gebt  umgekehrt  der  in  zwei  Geraden  zerfallende 
BerObrnugskegelschnitt  des  nnmittelbar  an  Q,  grenzenden  Punktes 
von  K dnreh  S.  Also  ist  5 der  Schnittpunkt  von  zwei  Tangenten 
der  Enveloppe  vierter  Classe,  welche,  da  sie  zn  den  Berührnngs- 
kegelschnitten  von  zwei  an  einander  grenzenden  Pnnkten  von  K ge- 
hören, einander  folgen,  d.  h.  'es  wird  die  Enveloppe  von  q,'  in  S 
berührt.  Und  nun  beweist  man  mittelst  Umtausch  von  Q,  nnd  Q« 
n,  s.  w.,  dass  die  Enveloppe  ebenfalls  von  g,'  in  S berührt  wird. 
Also  mnss  die  Enveloppe  in  S einen  Doppelpunkt  mit  den  Doppel- 
pnnktstangenteo  g,'  und  g,'  haben  und  jede  der  beiden  Kegelschnitte 
A,  nnd  A,  durch  die  vier  Punkte  S gehen.  Selbstverständlich  be- 
rührt dann  der  eine  dieser  Kegelschnitte  g in  Qi  und  g,'  in  S,  der 
andere  g in  Q«  nnd  g/  in  S;  sodass,  wenn  Aj  der  erste,  nnd  A^  der 
zweite  dieser  Kegelschnitte  ist,  sie  in  Bezug  anf  A nnd  das  Dreieck 
Q,  Q(  5 die  in  Fig.  63.  angegebenen  Lagenverhältnisse  zeigen. 

Der  Beweis  des  letzteren  Teiles  unseres  Satzes  kann  nnn  nn- 
mittelbar der  Fignr  53.  entnommen  werden,  wenn  man  noch  bedenkt, 
dass  die  Cnrve  C*  vier  Doppeltangenten  besitzt.  Es  leuchtet  dann 
sofort  ein,  dass  die  Poifigur  von  A,  in  Bezug  anf  A mit  A,  zn- 
sammenfällt;  denn  die  vier  Punkte  Q,  nnd  die  vier  Punkte  8 haben 
in  Bezug  anf  A die  vier  Geraden  g/  nnd  die  vier  Geraden  g zn  Po- 
laren nnd  diese  acht  Geraden  werden  von  A*  berührt.  Und  ebenso 
beweist  man,  dass  A die  Polfignr  von  A,  in  Bezog  anf  A,  und 
von  A,  in  Bezog  anf  A,  ist 

65.  „Die  Kegelschnitte  A,  und  A,  sind  imaginär  bei  den  Cnrven 
C*  erster  Gattung  nnd  reell  bei  den  Cnrven  C*  zweiter  Gattung. 

Boi  den  Cnrven  C*  erster  Gattung  sind  die  vier  Pnnkte  8 nnd  die 
vier  Doppeltangenten,  also  anch  die  acht  Bertthrungspnnkte  Q sämt- 
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lieh  imaginär.  Betrachten  wir  nnn  die  erste  Nonnalcnrve  erster 
Gattung,  was  wie  wir  wissen  der  Allgemeinheit  nicht  schadet,  und 
setzen  wir  AT,  reell  woraus,  so  sind  die  Schnittpunkte  von  AT,  und 
AT  als  Berflhrungspnnkte  Q von  Doppeltangenten  q in  C*  imaginär, 
und  liegt  AT,  deshalb  entweder  ganz  innerhalb  oder  ganz  ausserhalb 
des  elliptischen  Wendesebnittes  AT.  Aber  dann  ist  AT,  als  Polfigur 
vou  AT,  in  Bezug  auf  AT  auch  reell  und  umgekehrt  entweder  ganz 
ausserhalb  oder  ganz  innerhalb  K gelegen.  Und  da  A,  und  A,  mit 
A das  Dreieck  ABC  znm  Poldreieck  haben,  so  sind  A^  und  A, 
zu  A concentrisebe  und  ähnlich  liegende  Ellipsen;  denn  von  ihnen 
ist  der  innerhalb  K liegende  Kegelschnitt  selbstverständlich  eine 
Ellipse  und  weil  die  Tangenten  ans  dem  Centrum  C an  diesen  ima- 
ginär sind,  hat  der  andere  imaginäre  unendlich  ferne  Punkte,  und  ist 
dieser  ausserhalb  K liegende  Kegelschnitt  also  auch  eine  Ellipse. 
Aber  nnn  kann  unmöglich  A die  Polfigur  von  A,  in  Bezug  auf  A, 
und  von  A,  in  Bezug  auf  A,  sein.  Denn  die  Polfignr  von  A in 
Bezog  auf  den  innerhalb  A liegenden  Kegelschnitt  — sei  es  A,  — 
liegt  wieder  innerhalb  von  Aj,  und  die  Polfignr  von  A in  Bezog 
auf  den  ansserbalb  A liegenden  Kegelschnitt  — die  nnn  A,  heissen 
muss  — lieget  wieder  ausserhalb  von  A|.  Also  fährt  die  Voraussetzung 
dass  A,  reell  sei  zu  Irrschlässen  und  muss  deshalb  A^  and  dann 
auch  Ay  imaginär  sein  *^).  Und  dann  sind  auch  die  in  zwei  Gerade 
zerfallenden  Berübmngskegelschnitte  der  Punkte  des  Wendeschnittes 
bei  einer  C*  erster  Gattung  sämtlich  imaginär,  und  kann  man  also 
ans  keinem  Punkte  von  A an  eine  Cnrve  erster  Gattung  eine  reelle 
Tangente  anlegen. 

Bei  der  Normalcurve  zweiter  Gattung  sind  die  drei  Cnrven  A, 
Aj,  A(,  da  sie  das  von  den  beiden  Kreispnukten  und  dem  Punkte  C 
gebildete  Dreieck  zum  Poldreieck  haben,  gleichseitige.Hyperbeln  mitC 
als  gemeinschaftlichem  Mittelpunkte.  Nennen  wir  sie  H, 
und  setzen  wir  nach  der  in  Artikel  10.  angegebenen  Bezeichnungs- 
weise  A,  — /f(a,  m),  so  ist  nach  Artikel  13.  auch 

da  Hf  die  Polfigur  von  /f,  in  Bezug  auf  H ist.  Aber  es  ist  auch 
die  Polfigur  von  H in  Bezug  auf  Aj,  also 
Ht  — Zf  (2o,  m*) 


SS)  Sind  w,  und  die  imaginiren  Kabikwanelo  der  Einheit  und  a und  6 die 
äebaen  von  A,  ao  findet  man  für  die  Achsen  von  A,  und  A,  analytisch 
affa  and  W|6;  Ki,a  nnd  w,6,  wenn  AderWendesebnitt  der  Mormalcarve  C*  erster 
Qattnng  ist. 
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woraus  man  findet,  dass  a entweder  CO"  oder  120"  ist,  nnd  m ent 
weder  den  Wert  eins  hat  odereine  der  imaginären  Kubikwurzeln  der 
Einheit  ist.  Also  ist  die  einzige  reelle  Lösung — nnd  die  Curven  i/, 
nnd  /y,  müssen  reell  sein , da  zwei  der  vier  Punkte  S und  vier  der 
acht  Berührungspunkte  Q von  Doppeltangcnten  q der  C*  es  sind  — 
die,  welche  schon  in  Artikel  13.  angewiesen  ist,  wobei  die  //,  uud 
llf  mittelst  Drebuug  von  H über  60"  um  C abgeleitet  werden.  Von 
der  Lage  dieser  drei  gleichseitigen  Hyperbeln  in  Bezug  auf  dieNor- 
molcurvo  C’-*  zweiter  Gattung  giebt  Fig.  54.  eine  Vorstellung.  Sie 
zeigt  an,  dass  die  in  Geraden  zerfallenden  BerUhrungskegelschnitte 
der  Punkte  von  dem  Wendeschnitte  bei  den  Curven  6'^  zweiter  Gat- 
tung sämtlich  reell  sind. 

GC.  „Die  beiden  Geraden  durch  den  Punkt  Q von  der  Normal- 
curve  C*  zweiter  Gattung,  welche  den  Bcrühruu‘.;skegelschuitt  dos 
entsprechenden  Punktes  W des  Wendeschnittes  bilden,  schneiden  die 
Verbindungslinie  von  Q mit  dem  Ceiitrnm  C unter  Winkeln  von 
30".“ 


Aus  dem  vorhergehenden  Artikel  folgt  einerseits,  dass  die  beiden 
Geraden  durch  irgend  einen  Punkt  Q der  Lemniskate,  welehe  den 
Berflbrungskegelscbnitt  des  entspreebenden  Punktes  Q'  von  H (Fig. 
54.)  bilden,  durch  Q gehende  Tangenten  von  der  Combination 
sind.  Andererseits  ergab  sich  die  Lemniskate  in  Artikel  14.  als  der 
Ort  dos  Schnittpunktes  von  den  entsprechenden  Tangenten  von  i/, 
und  Iff,  wobei  unter  einander  cutsi)rechcnden  Tangenten  von  //,  und 
//y  die  Tangenten  zu  verstehen  sind,  welche  sich  bei  Drehung  von 
H aus  einer  nämlichen  Tangente  von  II  entwickelt  haben;  dabei 
sahen  wir  dann,!dass  diese  einander  entsprechenden  Tangenten  einen 
Winkel  von  60"  mit  einander  bilden,  welcher  von  den  Mittelpuukts- 
leitstrahl  ihres  Scheitels  gehälftet  wird.  Unter  den  vier  aus  Q an 
möglichen  Tangenten  giebt  es  also  zwei,  welche  die  Ver- 
bindungslinie CQ  von  Q.  mit  dem  Ceutrum  C beiderseits  unter  Win- 
keln von  30"  schneiden;  aber  damit  ist  noch  nicht  bewiesen,  dass 
gerade  diese  zwei  Tangenten  ans  Q den  Berübrungskegelscbuitt  von 
Q.'  bilden.  Non  muss  aber  der  Berührungskegelscbnitt  des  Scheitels 
P von  H die  Achse  CP  zur  Symmetrieachse  haben  nnd  also  ans 
einer  Tangente  von  //,  und  einer  Tangente  von  11^  bestehen;  wes- 
halb der  Berührungskegelschnitt  von  irgend  einem  Punkte  Q'  von 
H ans  einer  Tangente  von  y/,  nnd  einer  Tangente  von  bestehen 
muss.  Aber  nun  besteht  der  Bcrübrnngskegelschnitt  von  n^  be- 
kanntlich ans  nnd  <, , von  welchen  Geraden  <i,  als  Tangente  von 
nnd  «i  als  Tangente  von  zu  betrachten  ist.  Und  da  diese 
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Tugenten  einander  nnter  einen  Winkel  von  60°  schneiden,  so  reichen 
ContinnitfltsgrQndc  zur  Yollendignng  des  Beweises  ans. 

67.  ,J)ie  kubische  Involution  auf  AB,  welche  die  Punkte  A 
ond  B zu  dreifachen  Elementen  hat,  steht  mit  den  zerfallenden  Be- 
rQbmngskegelschnitten  der  Punkte  des  Wendeschnittes  K von  der 
Cnrve  C*  mit  den  Inflexionsknoten  A,  H,  C in  enger  Verbindung. 
Ist  Q,'  irgend  ein  Pnnkt  von  A',  Q der  entsprechende  Punkt  von  C* 
und  wird  Q durch  CA  und  CB  harmonisch  getrennt  von  Q,  so  wer- 
den die  Verbindungslinien  von  Q mit  den  beiden  Punkten,  welche 
Ü zu  einem  Tripel  der  auf  AB  angedeuteten  kubischen  Involution 
erginzen,  zusammen  den  BerUhrnngskegelschnitt  von  Q'  bilden.“ 

Wenn  A nnd  B die  imaginären  Kreispnnkte  sind,  die  C*  also 
eine  Lemniskate  ist,  sagt  der  Satz  ans,  dass  die  Senkrechte  auf  CU 
mit  den  beiden  dnreb  Q gehenden  geradlinigen  Bestandteilen  des 
Bertbmngskegelschnittes  von  Q'  bei  Bewegung  von  Q auf  der  un- 
endlich fernen  Geraden  eine  knbisebe  Involution  bilden,  welche  die 
imaginären  Kreispnnkte  zu  dreifachen  Elementen  bat.  Also  ist  der 
Satz  fttr  diesen  besonderen  Fall  nur]  eine  andere  Ansdrucksweise 
des  Satzes  des  vorhergehenden  Artikels,  da  die  kubische  Involution 
welche  mittelst  Drebnng  eines  regelmässigen  Sechsecks  von  den  Mit- 
lelpnnktsdiagonalen  auf  der  nneudlich  fernen  Geraden  gebildet  wird, 
nerklicb  die  imaginären  Kreispunkte  zu  dreifachen  Elementen  hat’’*). 
Und  nun  wird  der  Satz  fär  den  Fall  einer  allgemeinen  Curve  C* 
Bittelst  centraler  Projection  aus  diesem  besouderen  Falle  abgelei- 
tet«), 

68.  „Die  Berührongspunkte  der  Tangenten  ans  irgend  eiueiu 
Paukte  B von  AB  an  C*  liegen  paarweise  auf  drei  Geraden  p dun  h 
f.  Bei  Bewegung  von  Aber  AB  bilden  die  Strahleutripel  p duJ>  b 

eine  knbische  Strahleninvolntion  mit  den  dreifachen  Strahlen  t.A 
lod  CB,  welche  mit  der  Punktreibe  B auf  AB  projectivisch  iai  “ 

Der  erste  Teil  des  Satzes  ist  eine  Folge  des  Satzeg  von  Aitiknl 
19.  Projiciren  wir  nämlich  die  Seite  AB  des  Dreiecks  AU‘i  iU.< 
lafleiionsknoten  von  C’*  ins  Unendliche,  so  wird  die 
voi  c Mittelpunkt  der  Projection  von  C*,  und  nun  liegen  Uk 


2()  Man  Tcrgleiefae  ,Grnndiflge  eizMir  Theorieder  kubUntw-n  In 
Dr.  Emil  Weyr. 

it)  Ich  aberlaue  e«  geneigten  Lceem  hierbei  luiUei*'  H- 

die  imaginäre Uebertragang  dei  Baue«  tun  da<^  n«  ««Mt»  (*•' 
nf  die  Curve  ereter  Gattung  an  umgeben. 
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rObrangspankte  der  ans  einem  bestimmten  Punkte  der  unendlich 
fernen  Geraden  an  diese  Mittelpunktscurve  C*  möglichen  Taugenteu 
auf  drei  ihrer  Durchmesser.  Weiter  bilden  die  den  verschiedenen 
Paukten  P von  AB  zukommenden  Strahlentripel  p durch  C eine 
kubische  Involution,  welche  zu  der  Punktreihe  P projectivisch  ist,  da 
irgend  ein  Strahl  p den  ihm  entsprechenden  Punkt  P uud  mittelst 
dieses  die  ihn  zu  einem  Tripel  ergänzenden  Strahlen  bestimmt.  Und 
endlich  bat  dio  gefundene  kubische  Involution  die  Strahlen  CA  und 
CB  zu  dreifachen  Strahlen,  denn  die  sechs  Berührungspunkte  der 
Tangenten  aus  A resp.  B C fallen  alle  mit  A resp.  B zusammen. 

69.  „Die  Tangente  ÜR  der  Lemniskate  in  Q (Fig.  5ö.)  bildet 
mit  dem  Leitstrahle  CQ  und  der  zu  CQ,  in  Bezug  auf  die  Doppel- 
pnnktstangenten  antiparallelcn  Geraden  CR  ein  gleichscbenkcliges 
Dreieck  CQR  mit  der  Basis  Ctt.“ 

Wenn  wir  die  Lemniskate  ableiten  aus  dem  um  seine  imaginäre 
Achse  nmgeschlagenen  Wendeschnitte  H,  so  haben  wir  es  nach  Ar- 
tikel 22.  mit  der  Verwandtschaft  der  reciproken  Radien  zu  tun. 
Sind  also  Q und  Q'  einander  in  dieser  Verwandtschaft  entsprechende 
Punkte  von  der  Lemniskate  und  von  //,  so  bilden  die  Taugenteu  q 
und  q'  in  Q und  Q'  an  diesen  einander  entsprechenden  Corven  mit 
CQ  nach  verschiedenen  Seiten  gleiche  Winkel^).  Und  da  CQ'  und 
q'  antiparallel  zu  einander  sind  in  Bezug  auf  die  Asymptoten  von 
H,  so  folgt  hieraus  der  Satz. 

Wenn  man  den  Winkel  QCD  durch  tp  andeutet,  so  findet  man 
für  den  Winkel  RQI)  den  Wert  90*’-|-3qp.  Hieraus  kann  man  auch 
den  Satz  des  vorhergehenden  Artikels  ableiten 

Der  Satz  dieses  Artikels  liefert  eine  äusserst  einfache  Con- 
stmetion  der  Tangente  von  der  Lemniskate  in  Q,  wenn  ausser  diesem 
Punkte  nur  das  Centrum  und  die  Acbsenrichtungen  gegeben  sind.^) 

70.  ,J)er  KrOmmungskreis  der  Hyperbel  H in  Q'  (Fig.  58.) 
geht  mittelst  der  angewendeten  Transformation  der  reciproken  Ra- 
dien in  den  Krflmmnngskreis  der  Lemniskate  in  Q über.“ 


98)  Beye,  •.  a,  O.  L Abteilang.  Seite  171. 

29)  „Die  Lemaitcate  in  rationaler  Behandlnng“  von  Dr.  Emil  Weyr,  Ar- 
tikel II. 

30)  Steiner  (gesammelte  Werke,  9ter  Teil,  Saite  9S.).  Eine  andere 
giebt  Cantor  in  Zeitachiift  für  Mathematik  nnd  Physik,  Teil  19,  Seite  498, 
1887. 


Digitized  by  Google 


mit  drei  hfltxiontlatoUn. 


145 


Dieser  Satz  folgt  nnmittelbar  aas  den  Gesetzen  der  Transfor. 
mation  der  reciproken  Radien  and  der  Definition  des  Krttmmnngs- 
kreises.  Wir  verwenden  ihn  zur  Bestimmung  des  Krflmmnngscen- 
trnms  von  der  Lemniskate  in  Q,  wenn  von  dieser  Carve  das  Cen> 
tmm,  die  Achsenricbtnngen  and  der  Punkt  Q gegeben  sind,  und  man 
ihre  Tangente  g in  Q constrnirt  bat. 

Schneidet  die  in  Q'  senkrecht  auf  CQ  gestellte  Gerade  9,'  die 
Asymptoten  CX  nnd  CY  von  H in  Q^'  und  Q/  und  ist  S‘  so  be- 
stimmt, dass 

Cu'S‘  - Q'G»' 

so  geht  der  KrQmmungskreis  von  //in  Q'  durch  S'  nnd  also  der 
KrOmmaugskreis  der  Lemniskate  in  Q durch  den  eutsprcchenden 
Paukt  S auf  CS'.  Und  aas  der  Relation 

fQ.  CQ'  — CS.  CS' 

folgt  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  CQS  nnd  CSQ";  deshalb  findet 
man  den  Punkt  S,  wenn  man  aus  Q eine  Senkrechte  fallt  auf  CS' 
nnd  den  Krammnngskreis  der  Lemniskate  in  Q,  wenn  man  den  Kreis 
beschreibt,  welcher  dnrch  Q und  S geht  nnd  in  Q die  Gerade  q be- 
rührt. 

Der  Pankt  <S  ist  der  bewegliche  Schnittpunkt  des  Krflmmungs- 
kreises  mit  der  Lemniskate;  dnrch  ihn  gehen  drei  KrUmmungskreise, 
da  die  Senkrechte  in  S auf  CS  die  Lemniskate  ausser  S noch  in 
drei  Punkten  schneidet. 

71.  „Eine  Cnrve  C*  ist  bestimmt  dnrch  ihre  Inflexionsknoten 
A,  JS,  C nnd  zwei  Punkte  Q.  Ans  diesen  Bestimroungsstücken  kann 
man  die  Curvc  Punkt  für  Punkt  nnd  in  jedem  dieser  Punkte  die 
Tangente  und  den  KrUmmungskreis  linear  constrniren.“ 


Wenn  man  eine  Cnrve  wovon  man  die  Inflexionspnnkte  A, 
JJ,  C nnd  zwei  einfache  Punkte  Q kennt,  einer  involutorisch  qua- 
dratischen Transformation  mit  den  Fundamentalpnnkten  A,  B,  C 
unterwirft,  so  erhält  man  einen  Kegelschnitt,  welcher  ABC  zum 
Poldreieck  hat  nnd  wovon  man  zwei  Punkte  Q'  kennt.  Da  nun 
jeder  Paukt  Q'  in  Verbindung  mit  dem  Poldreiecke  ABC  noch 
drei  Punkte  dieses  Kegelschnittes  kennen  lässt,  nämlich  die 
drei  Punkte,  welche  mit  diesem  Punkte  Q'  die  Eckpunkte  eines 
vollständigen  Vierecks  mit  den  drei  Diagonalpunkten  A,  B,  C bilden, 
so  giebt  es  nur  einen  Kegelschnitt  dnrch  die  beiden  Punkte  Q',  welche 
ABC  zum  Poldreieck  hat,  nnd  deshalb  auch  nur  eine  Cnrve 
mit  den  Inflexionsknoten  A,  B,  C durch  die  beiden  Punkte  Q. 

Ank.  d«r  Math.  b.  PIitb.  S.  B«ihe,  Teil  TL  IO 
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Sind  Q,  und  Q,  die  gegebenen  Punkte , welche  die  Conre  C* 
mit  den  Inflexionsknoten  A,  B,  C bestimmen,  sind  Q,'  nnd  Q,'  die 
den  Punkten  Q,  nnd  Qy  entsprechenden  Punkte  in  irgend  einer  qua- 
dratischen Transformation  mit  den  Fundamontalpunkten  A,  B,  C — 
zum  Beispiel  in  der  hyperbolisch  gleichseitigen  Transformation  — 
und  ist  K'  der  im  allgemeinen  vom  Wendeschnitte  K von  C*  ver- 
schiedene Kegelschnitt  durch  Q,'  welche  ABC  zum  Pol- 

dreieck hat,  so  entspricht  der  gegebenen  Cnrve  C*  in  der  angewen- 
deten Transformation  der  Kegelschnitt  K'.  Wird  nun  weiter  K‘  in 

von  der  Geraden  Ij'  berührt,  und  ist  der  dieser  Geraden  ent- 
sprechende Kegelschnitt,  so  wird  K,  in  Q,  die  Cnrve  c*  berUhren, 
weshalb  die  Tangente  f,  von  A'j  in  <2j  zu  gleicher  Zeit  die  Tangente 
von  der  Cnrve  C*  in  Qj  ist.  Zur  Constmetion  dieser  letzteren  Tan- 
gente Ij  hat  man  also  erstens  mittelst  des  Pascal’schen  Satzes  von 
K‘  die  Tangente  in  Q,',  sodann  mittelst  der  angenommenen  Trans- 
formation den  der  Geraden  1,'  entsprechenden  Kegelschnitt  A,  zu  suchen 
— nnd  von  dieser  Cnrve  hat  man  ausser  A,  B,  C undjQ,  noch  einen 
Punkt  zu  kennen  — endlich  wieder  mittelst  des  Pascal’schen  Satzes 
von  dieser  Cnrve  die  Tangente  in  G,  zu  bestimmen.') 

Zur  Construction  des  KrUmmnngscentrums  von  c*  in  Q|  kann 
man  nnmittelbar  gelangen  mittelst  der  bekannten  Constmetion  eines 
Kegelschnittes,  welcher  durch  zwei  gegebene  Punkte  geht  und  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  in  einem  gegebenen  Punkte  osculirt.  Mittelst 
dieser  Constmetion  kann  man  nämlich  erst  einen  Kegelschnitt  K' 
bestimmen,  welcher  durch  A nnd  B geht  und  den  der  Curve  c* 
entsprechenden  Kegelschnitt  Kg'  in  Q,'  osculirt,  nachher  den  Kegel- 
schnitt ATg,  welcher  dem  Kegelschnitte  Kq'  entspricht  nnd  also  c* 
in  Q,  osculirt,  nnd  endlich  die  gleichseitige  Hyperbel  H von  ge- 
gebenen Asymptotenrichtnngen , welche  c*  in  Q,  osculirt  Und  von 
dieser  Cnrve  ist  der  Krümmungshalbmesser  von  Qj  nach  Artikel  6. 
leicht  zu  finden.  Zur  Illustration  dieser  Bestimmnngsweise  des  Krflm- 
mnngscentrams  fobre  ich  die  ganze  Construction  in  Fig.  56.  für  den 
einfachen  Fall  der  Normalcnrve  erster  Gattung  durch. 

Ist  die  gegebene  Normalcnrve  erster  Gattung  mittelst  des  Cen- 
trnms  C,  der  Achsenrichtnngen  CA  nnd  Cb,  des  Punktes  Q«  and 
der  Tangente  q,  in  diesem  Punkte  bestimmt,  nnd  bedient  man  sich 
der  Transformation,  welche  einen  um  C geschlagenen  Kreis  von 
beliebigem  Radius  CD  QberfOhrt  in  die  Cnrve  C*  mit  den  Inflexions- 


3)  Dims  Conitniction  verdanke  ich  meinem  Landgenossen  A.  N.  Gode- 
froj,  Architekt  in  Amsterdam. 
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knoten  A,  B,  C,  wovon  dieser  Kreis  der  Wendeschnitt  ist,  so  wird 
nach  Artikel  22.  der  Punkt  Q,'  mittelst  der  Polgeraden  EF  von  Q, 
gefonden  als  der  vierte  Eckpunkt  des  auf  den  Segmenten  CR  und 
Cs  beschriebenen  Rechtecks.  Weiter  ist  der  auf  EF  liegende  Pol 
G von  das  Centrum  der  gleichseitigen  Hyperbel  durch  die  nnend* 
Uch  fernen  Punkte  A und  B,  welche  in  Q,'  den  der  gegebenen  Curve 
entsprechenden  Kegelschnitt  K'  berührt;  deshalb  ist  die  in  Bezug 
aaf  (i^'R  und  Q,'iS  zu  Q^'G  antiparallel  durch  Q,‘  geführte  Gerade 
9,'  die  Tangente  in  Qj'  an  diesen  Kegelschnitt  K' . Und  da  dieser 

Kegelschnitt  K'  offenbar  mit  c*  concentrisch  ist,  so  kann  man  ihn 
mittelst  der  Punkte  Q^',  Q,‘,  Q,',  Q*'  und  der  Tangente  g,'  in  Q/ 
bestimmt  denken. 

Wenn  es  nun  gilt  die  gleichseitige  Hyperbel  Bq'  zu  construiren, 
welche  durch  A und  B gebt  und  E‘  in  Q,'  osenlirt,  so  betrachten 
wir  E'  nnd  Bq'  als  zu  einander  perspectivisch  collineare  Kegel- 
schnitte mit  dem  Osculationspunkte  Q/  als  Collineationscentmm, 
wobei  dann  die  Punkte  Qg'  nnd  Qq'  von  E'  den  Punkten  A nnd  B 
von  Bq'  entsprechen.  Die  Verbindungslinie  von  Q,'  mit  dem  Schnitt- 
punkte von  Qs'Qq  nnd  AB,  d.  h.  die  zu  Qi'Qq  durch  Q,'  geführte 
Parallele  ff  tritt  dabei  dann  als  Collineationsachse  auf.  Und  da  in 
dieser  perspectivischen  Collincation  den  Geraden  Qq'Qq'  nnd  Qq'Qq' 
offenbar  Gq7  und  GqT  entsprechen,  so  entspricht  2’  dem  Punkte 
Qq  von  E',  nnd  ist  Bq',  also  zu  betrachten  als  der  Kegelschnitt 
durch  A,  B,  2’nnd  Qg',  welchen  in  Q/  die  Gerade  gi'  berührt  Aber 
diese  gleichseitige  Hyperbel  Bq'  hat  ihren  Mittelpnnkt  auf  OQj',  da 
GQ,'  durch  Q,'  antiparallel  ist  zu  g,'  in  Bezug  auf  die  Asymptoten, 
nnd  auf  der  zweiten  Diagonale  des  Asymptotenrechtecks  Qj'2\  also 
in  U.  Deshalb  hat  die  gleichseitige  Hyperbel  Bq,  welche  der  Bj,' 
in  der  angewandten  quadratischen  Transformation  entspricht,  ihren 
Mittelpunkt  in  V,  welcher  Punkt  mittelst  der  Polgeraden  u von  V 
leicht  bestimmt  wird.  Steht  also  endlich  Qj  W senkrecht  auf  V <2j 
nnd  Q,M  senkrecht  auf  g,  so  ist  der  gegenüber  V liegende  Eck- 
punkt M des  Parallelogrammes  VM,  wovon  V Qg  in  Grösse  und  Lage 
eine  Seite,  Q^M  die  andere  Seitenrichtung  nnd  Qj  W die  eine  Dia- 
gonalenrichtung,  ist  der  gesuchte  Krttmmnngsmittelpunkt. 

Diese  Constrnction  bildet  das  Gegenstück  zu  jener,  welche  in 
Artikel  70.  für  die  Lemniskate  gegeben  ist 

Ich  beendige  diesen  Aufsatz  mit  der  Anfweisnng  von  einigen  Re- 
snltaten,  welche  jenen  dieses  Abschnitts  dualistisch  gegenüber  stehen. 
Dabei  vermeide  ich  diejenigen,  welche  sich  auf  Polaren  beziehen. 

72.  „Die  Tangenten  von  E*  in  den  sechs  Schnittpunkten  mit 
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irgend  einer  Geraden  g berühren  einen  Kegelschnitt  welche 
ansserdetn  mit  K*  noch  zwei  Tangenten  gt‘  und  gt"  gemein  hat. 

„Die  Geradenpaare  g,  deren  Resttangentenpaare  g^'  und  g"  ein- 
ander zn  den  vier  durch  einen  Punkt  gehenden  Tangenten  von  K* 
ergänzen,  entsprechen  einander  in  der  tangentiellen  TransformaUon 
zwischen  K*  und  ihrem  Rflckkehrschnitte  iT.“ 

„Der  ROckkebrschnitt  ist  die  Enveloppe  der  Geraden  g,  deren 
Resttangenten  znsammen&llen.“ 

Wenn  g sich  nm  einen  Punkt  P dreht,  so  erzengen  ihre  Rest- 
tangenten um  K*  eine  quadratische  Involution,  welche  zerfällt,  wenn 
P ein  Punkt  von  K*  ist.“ 

„Indem  der  Tangentenkegelscbnitt  Tg*  von  g um  Jt*  die  Tan- 
genten von  K*  in  den  Schnittpunkten  mit  g bestimmt,  bestimmt  um- 
gekehrt K*  nm  Tg*  die  Tangenten  und  tg"  in  den  Schnittpunkten 

mit  (t;  d.  b.  die  Combination  von  K*  mit  Tg*  bildet  eine  Cnrve 
sechster  Classe  mit  acht  von  o,  b,  c verschiedenen  Doppeltangenteu 
von  welchen  jede  einen  ihrer  BerObmngspunkte  anf  g hat“ 

„Der  Tangentenkegelschnitt  zerfällt  in  zwei  Punkte,  wenn  g 
entweder  K*  oder  ihren  ROckkebrschnitt  K berührt;  bei  allen  an- 
deren Lagen  von  g ist  Tg*  nicht  zusammengesetzt“ 

„Die  vier  Tangenten  aus  P an  K*  sind  von  einander  unab- 
hängig.“ 

„Wenn  Tg*  die  Gerade  h berührt  so  berührt  umgekehrt  Tn*  die 
Gerade  p.“ 

„Der  Ort  der  Punktenpaarc , welche  zerfallene  Tangentcnkogcl- 
chnitto  von  Punkten  von  A'  bilden,  ist  die  Combination  von  zwei 
Kegelschnitten  A',  und  A„  welche  mit  K das  Poldreiseit  abc  gemein 
haben,  die  vier  sich  selbst  entsprechenden  Geraden  » berühren  und 
nsammen  mit  K drei  Kegelschnitte  bilden,  die  zu  einauder  in  der 
besonderen  Beziehung  stehen,  dass  jede  von  iliueu  in  Bezug  anf  irgeud 
einen  der  beiden  übrigen  die  Poliigur  der  dritten  ist.“ 

„Die  Kegelschnitte  A,  und  A’,  sind  imaginär  bei  den  Cnrven 
k‘*  erster  Gattnng  and  reell  bei  den  Cnrven  A'*  zweiter  Gattung.“ 

„Die  beiden  Punkte  auf  der  Tangente  g von  der  Norroalcurve 
Ic*  zweiter  Gattung,  welche  den  Tangentenkegelscbnitt  der  ent- 
sprechenden Tangente  g'  vom  Rückkehrschnitte  bilden,  werden  mit 
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dom  CoDtram  C verbunden  durch  Gerade , welche  mit  dem  Mittel- 
pnnktsleitstrahlo  dos  Berflbmogspnnktcs  von  p den  Winkel  von  60* 
bilden.“ 

„Die  kubische  Involution  um  C,  welche  die  Strahlen  CA  und  CB 
zu  dreifachen  Strahlen  hat,  steht  mit  den  zerfallenden  Tangenten- 
kogelschnitten der  Tangenten  des  RUckkehrschnittes  in  enger  Ver- 
bindung. Ist  g'  irgend  eine  Tangente  von  K,  g die  entsprechende 
Tangente  von  A'<  und  wird  g durch  A und  B harmonisch  getrennt 
von  g,  so  werden  die  Schnittpunkte  von  g mit  den  beiden  Strahlen, 
welche  g zu  einem  Tripel  der  Involution  ergänzen,  zusammen  den 
Tangentenkegclscbnitt  von  g'  bilden.“ 


Anhang 

Beziehung  auf  die  Curven  vierter  Ordnung  mit  zwei 
Inflexio  nsknoten. 

73.  „Eine  Curve  C*  mit  den  zwei  Inflexionsknoten  A,  B und 
dom  einfachen  Punkte  C (Fig.  57.)  wird  mittelst  einer  bestimmten 
involntoriscben  quadratischen  Transformation,  welche  A,  B,  C za 
Fnndamentalpnnkten  hat,  in  eine  durch  A und  B gehende  Curve  d 
abergcfabrt,  für  welche  zwei  der  durch  A gehenden  Tangenten  a, 
und  oj  die  Curve  auf  BC,  zwei  der  durch  B gehenden  Tangenten 
6j  und  i,  die  Curve  auf  CA  berühren.“ 

Es  ist  dieser  Satz  eine  unmittelbare  Folge  der  Gesetze  der  an- 
gewendeten Transformation,  welche  Oj  und  o,,  2>|  und  i,  in  einander 
überführt. 

74.  „Mittelst  zweier  quadratischen  Strahleninvolntionen  in  halb 
perspectivischer  Lago  kann  man  eine  Curve  C*  durch  A und  B er- 
zeugen, welche  anf  der  willkürlich  durch  B gelegten  Geraden  BC  die 
willkürlich  durch  A gelegten  Geraden  a|  und  a^,  auf  der  willkürlich 
durch  A gelegten  Geraden  AC  die  willkürlich  durch  B gelegten  Ge- 
raden i]  und  bf  berührt  Der  dritte  Schnittpunkt  F von  AB  mit 
dieser  Curve  liegt  mit  dem  Punkte  D von  itC,  der  B harmonisch 
trennt  von  und  und  dem  Punkte  E von  CA,  der  A harmo- 
nisch trennt  von  und  in  einer  Geraden.“ 

Denken  wir  uns  um  A die  quadratische  Strahleninvolnüon,  wo- 
von a,  und  a,  ein  Paar  bilden,  und  AC  ein  Doppelstrahl  ist,  ebenso 
um  B die  quadratische  Strahleninvolntion,  wovon  5|  und  b^  ein 
Paar  bilden,  und  BC  ein  Doppelstrahl  ist,  nnd  bringen  wir  diese 
beiden  Involutionen  so  mit  einander  in  projectivische  Verwandtschaft, 
dass  der  Doppelstrahl  AC  der  ersten  dem  Paare  ftj  nnd  b^  der  zwei- 
ten, das  Paar  nnd  o,  der  ersten  dem  Doppeistiahle  BC  der  zweiten 
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nnd  das  die  Verbindnogslinie  AB  der  Scheitel  anfnehmeude  Paar  der 
ersten,  dem  diese  Verbindungslinie  BA  ebenso  enthaltende  Paare 
der  zweiten  entspricht,  so  erzeugen  diese  dann  in  sogenannter  halb 
perspectivischon  Lage  verkehrenden  Strahloninvolutioneu  eine  Curve 
vierter  Ordnung  mit  den  zwei  Punkten  A nnd  B als  Doppelpunkten, 
welche  aus  der  Geraden  AB  und  der  oben  im  Satze  angewiesenen 
Curve  C*  besteht. 

Sind  Pi  und  f>%  (Fig.  58.)  die  Strahlen  irgend  eines  Paares  der 
Involution  um  A und  pj'  nnd  p^'  die  Strahlen  des  entsprechenden 
Paares  der  Involution  um  B,  so  ist  P der  dritte  Diagonalpunkt  des 
von  den  vier  Geraden  gebildeten  vollständigen  Vierseits.  Dieser 
Punkt  P beschreibt  bei  der  Erzeugung  von  C*  eine  Gerade.  Da 
nAmlich  zwei  concentrische  Strableninvolutionen  nur  ein  Strahlenpaar 
gemein  haben,  so  enthält  die  Strableninvolution  um  A nur  ein 
Strablenpaar  das  von  einer  willkOrlich  angenommenen  Geraden  AP 
durch  A harmonisch  von  AB  getrennt  wird;  also  entspricht  einer 
willkOrlich  angenommenen  Geraden'  AP  nur  eine  Gerade  BP^  nnd 
umgekehrt  einer  wiilkOrlich  angenommenen  Geraden  BP  nur  eine 
Gerade  AP,  woraus  folgt,  dass  der  Ort  von  P ein  durch  A und  B 
gehender  Kegelschnitt  ist  Aber  dieser  Kegelschnitt  enthält  die  Ge- 
rade AB,  da  die  AB  anfnehmenden  Paare  der  Strahleniuvolntionen 
um  A nnd  B einander  entsprechen,  und  AP  nnd  BP  in  diesem  Falle 
in  AB  hineinfallen.  Also  ist  der  Ort  von  P eine  Gerade.  Aber  aus 
den  harmonischen  Eigenschaften  des  vollständigen  Vierseits  folgt,  dass 
P in  £>(Fig,57)  liegt,  wenn  man  fttr  die  Strahlenpaare  p„  p,  undp]‘,p,', 
die  Strahlen  o,,  oj  und  den  Doppelstrahl  BC,  dass  jP  in  £ liegt, 
wenn  man  fOr  sie  den  Doppelstrahl  AC  nnd  die  Strahlen  Aj  und 
annimmt  Und  andrerseits  lehren  Grenzbetrachtnngeu , dass  P mit 
dem  dritten  Schnittpunkte  £ von  AB  nnd  der  erzeugten  Curve  zu- 
sammenfällt,  wenn  man  die  Strahlenpnnkte  pi,  p,,  nnd  pi',  zu 
den  die  AB  aufnehmenden  Paaren  specialisirt  Also  liegen  D,  E,  F 
auf  der  Geraden,  welche  der  Ort  der  Punkte  P ist 

75.  „Die  BerOhrungspunkte  der  sechs  Tangenten,  die  aus  irgend 
einem  Punkte  C an  eine  Curve  C*  mit  zwei  Inilexionsknoteu  A nnd 
B möglich  sind,  liegen  auf  einem  Kegelschnitte.“ 

Die  erste  Polare  von  C*  für  ihren  Punkt  C schneidet  C*  in 
zwölf  Punkten;  zwei  von  diesen  liegen  in  A auf  der  Tangente  dieser 
Polare  in  A neben  einander,  zwei  andere  liegen  in  B auf  der  Tan- 
gente dieser  Polare  in  B neben  einander  und  noch  zwei  andere 
liegen  in  C auf  der  gemeinschaftlichen  Tangente  von  dieser  Polare 
mit  C*  neben  einander;  die  sechs  Übrigen  sind  die  BerOhrungspunkte 
der  von  C ausgehenden  Tangenten  an  C*.  Nun  wird  der  Satz  dieses 
Artikels  — nnd  zur  Bewäbmng  dieser  Behauptung  kann  man  die 
in  Artikel  61.  angefohrten  GrOnde  wiederholen  — bewiesen  sein, 


Digiiized  by  Google 


dr^i  JnJUxiotuknoten, 


151 


sobald  gezeigt  ist,  dass  die  erst  aofgozählten  sechs  der  zwölf  Bchnitt- 
ponkto  auf  eioem  Kegelschnitte  liegen,  dass  es  also  einen  durch  A, 
Ji,  C gehenden  Kegelschnitt  giebt,  welcher  in  A,  B und  C die  erste 
Polare  von  C*  für  c berflhrt 

Da  die  Tangente  in  A an  der  ersten  Polaren  von  C*  fhr  C die 
Gerade  ist,  welche  C harmonisch  trennt  von  den  Doppelpnnktstan- 
genten  von  C*  in  A,  so  entspricht  dieser  Tangente  in  der  in  Art  73. 
angewendeten  Transformation  die  Gerade  AD.  Ebenso  entspricht  der 
Tangente  in  D an  der  ersten  Polare  von  C*  for  C die  Gerade  BE. 
Endlich  entspricht  der  Tangente  in  C an  C*  die  Gerade  CF.  Aber 
AD,  BE,  CF  sind  dnreb  die  Eckpunkte  A,  B,  C des  Dreiecks  ABC 
gehende  Gerade,  welche  die  Gegenseiten  dieses  Dreiecks  in  den 
Punkten  einer  Geraden  schneiden;  nach  Artikel  20.  schneiden  die 
Geraden,  welche  AD,  BE,  CF  entsprechen,  die  Gegenseiten  des 
Dreiecks  also  auch  in  drei  Punkten  einer  Geraden,  und  dieses  be- 
weist dass  es  einen  Kegelschnitt  giebt  welcher  in  A,  B und  C die  erste 
Polare  von  C*  fttr  C berhhrt,  und  die  sechs  Berflhrungspunkte  der 
von  C an  C*  möglichen  Tangenten  deshalb  auch  Punkte  sind  eines 
Kegelschnittes. 

76.  „Die  Cnrven  C*,  welche  mit  einander  die  Inflexionskuoten 
A,  B mit  den  Doppelpnnktstangenten  gemein  haben,  bilden  einen 
Btkschol,  d.  h.  die  Inflexionsknoten  A,  B,  die  Doppelpunktstangenten 
und  ein  einfacher  Punkt  bestimmen  eine  einzige  Curve  vierter  Ord- 
nnng  voü  der  verlangten  Beschaffenheit“ 

Alle  Cnrven  C*,  welche  A und  B zu  Inflexionsdoppelpunkten 
haben,  und  in  A (Fig.  59.)  die  Doppelpnnktstangenten  Oj,  <4,  in  i> 
die  Doppelpnnktstangenten  besitzen,  haben  in  jedem  der  beiden 
Punkte  A und  B acht ') , in  A und  B zusammen  also  sechszehn 
Punkte  mit  einander  gemein.  Und  endlich  geht  durch  irgend  einen 
Punkt  P der  Ebene  nur  eine  dieser  Cnrven  C*.  Wenn  nämlich  die 
Geraden  a und  b die  Geradenpaare  a, , a,  und  ö, , b^  harmonisch 
trennen  von  P,  so  werden  zwei  der  Cnrven  C*,  welche  durch  P 


1)  El  kann  diu  auf  rericbiedene  Weisen  geMigt  werden.  Wenn  awei 
Cnrven  in  P einen  Doppelpunkt  gemein  haben,  and  die  Doppelpunktstangenten 
der  einen  Cnrve  von  jenen  der  anderen  verschieden  sind,  so  gilt  P schon  für 
vier  gemeinschaftliche  Funkte  der  beiden  Cnrven ; denn  die  zwei  Aeste 
der  einen  Cnrve  ubneiden  doch  die  zwei  Aute  derj  anderen  Cnrve.  Und 
nun  vermehrt  sich  die  Anzahl  der  in  P angebSnfien  gemeinsamen  Punkte  um 
zwei,  wenn  die  Cnrven  auch  die  Doppelpnnktstangenten  gemein  haben,  and 
noebmais  am  'zwei,  wenn  diue  Doppcipnnkstangenten  beide  Inflexionstangenten 
lind. 
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goheD,  in  P berflhrt  vom  Kegelschnitte  durch  A,  B,  P,  welche  in  A 
von  a und  in  B von  b herfihrt  wird;  also  werden  zwei  der  Cnrven 
C*,  welche  durch  P gehen,  in  dem  n&cbst  anf  P folgenden  Punkte 

— nnd  da  diese  Scblnssweise  von  Punkt  zn  Pnnkt  fortznsetzen  ist 

— ganz  and  gar  coincidiren.*) 

77.  „Mittelst  zweier  quadratischen  Strahleninvolntionen  kann  man 
eine  Cnrve  C*  erzengen,  welche  die  willkflrlich  gegebenen  Pankte  A und 
B zu  Infiezionsdoppelpnnkten , die  wilikOrlich  durch  A gefhhrten 
Geraden  ij  und  zn  Doppelpnnktstangenten  und  den  willkürlich 
gegebenen  Pnnkt  P zu  einem  einfachen  Punkte  hat“ 

Denken  wir  uns  um  A die  quadratische  Strahleninvolution, 
welche  das  Paar  Oj,  und  den  Doppelstrahl  AB  enthält,  ebenso 
um  B die  quadratische  Strahleninvolution,  welche  das  Paar  i, , i, 
und  den  Doppelstrahl  BA  enthält,  und  hringen  wir  diese  Involutionen 
so  mit  einander  in  perspectivische  Verwandtschaft,  dass  der  Doppel- 
strahl AB  und  das  Paar  ij,  ij,  das  Paar  a^,  und  der  Doppelstrahl 
BA,  das  die  Gerade  AP  enthaltende  Paar  und  das  die  Gerade  BP 
enthaltende  Paar  einander  entsprechen,  so  erzeugen  diese  beiden 
projectivischen  Strahleninvolntionen  offenbar  die  verlangte  Curve  C*. 
Wirklich  ist  diese  Erzeugnngsweise  nicht  verschieden  von  jener, 
welche  man  erhält,  wenn  man  auf  die  Erzeugungsweiso  der  C'^  von 
Artikel  74.  die  in  Artikel  73.  angeführte  quadratische  Transformation 
anwendet 


78.  „Jede  Cnrve  C*  mit  zwei  Iniiexionsknoten  kann  als  eine 
Curve  mit  einem  Mittelpunkte  und  zwei  Symmetrieachsen  projicirt 
werden.“ 


S)  Alio  lit  die  Differentialgleichnng  dieaer  Curvenfsmilie  in  — vom  er- 

dx 

sten  Grade.  Ist  die  Verbindnngslinie  der  beiden  Inflexionsknoten  durch  z=0 
nnd  sind  die  beiden  Geraden , welche  diese  Verbindungslinie  harmonisch  trennen 
von  einem  der  beiden  Paare  von  Doppeltangeoten,  durch 


x = 0 und  y ^ 0 

gegeben,  so  ist 

worin  fi  einen  willkürlicben  Parameter  vorstellt,  die  Gleichung  der  Curvenfamilie. 
Und  projicirt  man  nun  die  Inflexionsknoten  in  senkrecht  auf  einander  stehen- 
den Bicbtnngen  in’s  Unendliche,  so  ist 

x*y*^^-ax*-^-by*^^-fl  — 0 

die  Gleichung  der  Projection.  Also  giebt  Differentiation  wirklich 
dx  " 
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Wir  nnt^rscheideD  hierbei  wieder  zwei  Fälle,  nnd  betrachten 
nach  einander  eine  C*  mit  zwei  reellen  und  eine  6'^  mit  zwei  con- 
jngirt-imaginären  Inflexionsdoppelpuuktcn. 

Sind  die  Inflexionsknoten  A nnd  B reell,  so  kOnnen  die  Paare 
von  Doppelpnnktstangenten  jede  fflr  sich  entweder  reell  oder  con- 
jngirt  imginär  sein').  Unabhängig  [hiervon  ist  aber  der  dritte  Dia- 
gonalpnnkt  C (Fig.  60.)  des  von  den  Deppeipunktstangenten  ge- 
bildeten Vierecks  immer  reell.  Denn  dieser  Punkt  C ist  der  Schnitt- 
punkt der  Geraden,  [welche  AB  harmonisch  trennen  von  den 
Paaren  oj,  o,  nnd  i, , b^,  und  diese  beiden  Geraden  AC  nnd  BC 
sind  reell,  da  sie  eine  reelle  Gerade  von  zwei  conjugirt  imaginären 
Geraden  harmonisch  trennen*).  Nun  kann  man  die  Cnrve  central 
so  projiciren,  dass  die  Projectionen  A’  und  B‘  von  A und  B in  senk- 
recht aufeinander  stehenden  Richtungen  in’s  Unendliche  verschwinden, 
wobei  dann  die  Projeetiou  C‘  von  C Mittelpunkt  und  die  Geraden 
C A‘  und  C , B'  Symmetrieachsen  der  Projection  werden.  Es 
wird  dann  nämlich  die  Projection  von  Fig.  60.  die  in  Fig.  61.  ge- 
gebene Form  anuehmen.  Und  hieraus  folgt  dann,  dass  die  beiden 
quadratischen  Strableninvolutionen  aus  in  Bezug  auf  C A'  und  C'B' 
symmetrischen  Strahlenpsuireu  bestehen,  nnd  die  vier  Schnittpunkto 
von  zwei  einander  entsprechenden  Paaren  also  die  Eckpunkte  sind 
eines  Rechtecks  mit  den  Seitenrichtungeu  CA'  nnd  C'B'  und  dem 
Schnittpunkte  C‘  der  Diagonalen.  Projiciren  sich  aber  die  beiden 
Strableninvolutionen  derweise,  dann  ist  offenbar  C Mittelpunkt,  und 
C'A'  und  C'B'  sind  Symmetrieachsen  der  Projection  der  Curve. 

Der  Grnnd  dafUr,  dass  jede  Curve  C * mit  zwei  reellen  Inflexions- 
knoten A und  B als  eine  um  zwei  senkrechte  Achsen  symmetrische 
Mittelpnnktscurvc  C*  projicirt  werden  kann,  ist  nach  dom  vorher- 
gehenden hierin  zu  suchen , dass  die  von  den  einander  ent- 
sprechenden Strahlenpaaren  der  Involutionen  A und  B gebildeten 
vollständigen  Vierseite  den  Punkt  C zum  gemeinschaftlichen  dritten 
Diagonalpunkt  haben.  Dies  ist  auch  leicht  ans  Fig.  60.  zu  er- 
kennen. Die  beiden  Diagonalen  und  des  Vierecks  aj&jOjäj 


3)  Dau  die  Paare  von  Tangenten  conjugirt-imaginlre  Geraden  lind,  falls  eie 
Qberbanpt  imaginSr  sind,  ist  der  Analysis  za  entnehmen.  Der  Fnnkt  C ist  der 
dritte  Eckpunkt  des  in  der  vorhergehenden  Note  schon  angewendeten  Coor- 
dinatendreiecks. 

4)  Aach  dieses  Besnltat  ist  der  Analysis  in  entlehnen. 
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werden  nämlich  jede  fOr  sich  von  den  beiden  Strahlemnvolntio- 
nen  in  zwei  Ponktinvolntionen  geschnitten,  die  identisch  sind;  denn 
die  Involution  auf  0,1)^  hat  die  Doppelpunkte  C nnd  Z>,  jene  auf 
£,£,  die  Doppelpunkte  C und  £.  Und  da  nun  ÄC  die  Strahlen- 
paaro  der  Involution  um  A,  und  BC  die  Strablenpaare  der  Involution 
um  B harmonisch  trennt  von  AB,  ist  F der  dritte  Diagonalpunkt 
von  jedem  vollständigen  Vierscite,  dessen  Seiten  zwei  einander  ent- 
sprechende Strahlenpaare  dieser  Involution  sind. 

Wenn  die  Doppelpunkte  U nnd  B conjngirt-imaginär  sind,  so  sind 
cs  auch  die  Doppelpnnktstangentcn.  Da  aber  zwei  conjugirt-ima- 
ginäro  Gerade  einen  reellen  Schnittpunkt  haben , so  können  nicht  oj 
nnd  ö]  zu  a,  und  conjngirt  sein,  sondern  es  mnss  einer  Doppel- 
tangente  durch  A,  eine  Doppeltangcntc  durch  B conjngirt  sein.  Aber  dann 
sind  von  den  vier  Punkten  £,  (Fig.  60.)  auch  zwei  nicht 

auf  einer  nämlichen  Seite  des  Vierseits  liegende  Punkte, 

z.  B.  die  Punkte  reell,  und  die  andern  dann  £„  conjngirt- 
imaginär.  Und  bierans  folgt  wieder,  dass  C als  Punkt,  welcher  auf 
die  Punkte  Z>,  und  Df  harmonisch  trennt  von  AB,  reell  ist  Da 
nun  dieser  reelle  Punkt  C der  dritte  Diagonalpunkt  ist  von  allen 
vollständigen  Vierseiten,  deren  Seiten  zwei  einander  entsprechende 
Paare  sind  von  den  luvolntionen  um  A nnd  B,  so  besitzt  die  Curvo 
C*  mit  den  imaginären  Inflexionsknoten  A und  B neben  jedem  re- 
ellen Punkte  P auf  CP  einen  zweiten  reellen  Punkt  P',  der  von  C 
und  AB  harmonisch  von  P getrennt  wird.  Und  deshalb  wird  man 
die  Gurre  C*  central  nur  so  zu  projiciren  haben,  dass  die  Projectionen 
A'  nnd  B'  mit  den  imaginären  Kreispunkten  der  neuen  Ebene  zn- 
sammenfallen , um  in  der  Projectionscurve  eine  Curve  C zu  erhalten, 
die  in  der  Projection  C'  von  C einen  Mittelpunkt  hat  Aber  hier- 
mit ist  noch  nicht  nachgewiesen,  dass  die  Projectionscurve  Achsen 
bat.  Ist  C (Fig.  62.)  der  Mittelpunkt,  nnd  sind  and  Df  die 
reellen  Schnittpunkte  der  Doppeipnnktstangenten  dieser  Pro- 
jectionscurve, so  erkennt  man  £>j  Df  nnd  ihre  Mittelsenkrecbte 
CE  unmittelbar  als  Symmetrieachsen  von  dieser  Curve;  da  ein  Um- 
klappen der  Figur  um  irgend  eine  dieser  beiden  Geraden  eine  nene 
Curve  liefert,  welche  mit  der  vorhergehenden,  ausser  sechszebn  Schnitt- 
punkten in  den  imaginären  Kreispunkten  noch  die  acht  Schnitt- 
punkte mit  den  beiden  Geraden  gemein  hat  nnd  also  mit  ihr  zn- 
sammonfällt. 

Wir  nennen  die  Curven  C*  mit  zwei  reellen  Inflexionsknoten 
wieder  die  Curven  erster  Gattung,  die  Curven  C*  mit  zwei  conjngirt- 
imaginären  Inflexionsknoten  die  Curven  zweiter  Gattung  dieser  Spe- 
cies.  Es  sind  dann  von  dieser  Species  die  Mittelpunktscnrven  wieder 
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als  Normalcarre  erster  and  als  Normalcnrve  zweiter  Oattong  za  be* 
Michoeo. 

79.  giebt  drei  verschiedene  Arten  von  Normalcnrven  C* 
mt£T  Gattang  and  nnr  eine  Art  von  Normalcarven  zweiter  Oattong.“ 

Die  Normalcarven  C*  erster  Gattung  teilen  sich  in  drei  Arten, 
jeoachdem  die  beiden  reellen  Inflexionsknoten  Knotenpunkte,  oder 
einer  von  beiden  ein  Knotenpunkt,  and  der  andere  ein  conjugirter 
Ponkt,  oder  aber  beide  conjngirte  Punkte  sind.  Sind  die  In- 
flexionskooten  Knotenpunkte,  so  ist  die  Cnrve  ihrer  Gestalt  nach 
nicht  von  der  ersten  Normalcnrve  C*  erster  Gattung  (Fig.  22.)  ver- 
schieden ; nur  geht  sie  nicht  durch  den  Mittelpunkt  C,  den  conjugirten 
Punkt  von  jener  Cnrve.  Die  zweite  Art  von  Normalcarven  C*  er- 
ster Gattung  mit  einem  conjugirten  Inflexionsknoten  A und  einem 
luflexionsknoten  mit  reellen  Doppelpnnktstangenten  ist  in  Fig.  63. 
Torgcfhhrt;  es  giebt  die  Figur  von  ihr  zwei  verschiedene  Formen 
C,  und  Cf  an,  die  bei  Parameteränderung  durch  die  zweite  Nor- 
malcurve  6'*  hindurch  in  einander  übergehen.  Und  die  dritte  Art  von 
Normalcarven  C*  erster  Gattung  mit  zwei  Inflexionsknoten  A and  B, 
deren  Doppelpunktetangenten  sämtlich  imaginär  sind,  giebt  Fig.  64. 
an^). 

Es  giebt  nnr  eine  Art  von  Norfllalcorven  C*  zweiter  Gattung, 
da  bei  imaginären  Inflexionsknoten  keine  Unterschiede  in  den  Dop- 
pclpunktstangentcn  obwalten  können.  Von  ihr  giebt  Fig.  65.  zwei 
verschiedene  Formen  Q and  Cj  die  bei  Parameteränderung  durch 
die  Lemniskate  hin  in  einander  Obergehen  können.  Diese  Cnrve 
ist  bekannt  als  das  Oval  von  Cassini  *). 


5)  Die  Gleiebnng  der  Conre  ist 

Sind  a and  6 beide  negatir,  so  hat  man  et  mit  der  ersten,  haben  a and  6 ver- 
Khicdene  Zeichen,  so  hat  man  es  mit  der  aweiten,  sind  a and  b beide  positiv, 
IO  hat  man  et  mit  der  dritten  Art  der  Normalcarven  C*  erster  GtUnng 
tu  tan. 

S)  Die  Gleiebnng  der  Cnrve  ist 

(x*-|-y*)*-)-2a*(y*— "•  0 

Ist  die  Cnrve  C*  (Fig.  59.)  bmtimmt  durch  die  Inöczionsknoten  A,  B, 
die  Infiezionsdoppeltangenlen  o,,  and  6,,  6,  in  dimen  Fnnkten  nnd  den 
Pnskt  P , so  bat  der  Kegelschnitt  , welchen  in  A,  B and  P die  erste  Polare 
von  P in  Besag  anf  C4  berOhrt,  den  Punkt  P'  xnm  Pole  von  AB.  An  der 
Nonaalcnrve  C*  xweiter  Gattnng  angepasst,  findet  man  aber,  dass  der  Kreis, 
welcher  diese  Cnrve  in  den  nnendlicb  fernen  Kreitpnnkten  nnd  in  P berührt, 
•rinen  Mittelpunkt  bat  im  Punkte  P',  welcher  in  der  (Fig.  61.)  nm  D,D, 
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umgelegten  Tnaiformation  der  reciproken  Bedien  mit  der  Föten«  C/>,  dem 
Punkte  P entepricht.  So  findet  man  weiter,  das«  der  Ort  dieaer  Mittelpunkte 
nir  die  bei  den  Tcrachiedenen  Punkten  der  Cnrre 

(x*-J-y*)*4-2ai(y*  — + -»  0 

Torkommenden  Kreiae  die  Cnrre 

iat;  fttr  diene  Cnrve  liegen  die  Doppeltrennpnnkte  Z>,  und  in  einer  Ent- 
fernung - V«  von  C n.  s.  w. 
f* 

Aus  der  letzteren  Betrachtung  entnehmen  wir,  dass  die  Normale  in  irgend 
einem  Funkte  P von  einer  Orale  von  Cassini  den  Pnnkt  P'  enthält,  welcher 
P in  der  angedenteten  nmgelrgten  Transformation  von  reciproken  Radien  ent- 
spricht. Dieses  Besnltat  gilt  auch  fftr  den  besonderen  Fall  der  Lemniskate. 

In  der  letzten  Bemerkung  ist  die  einfachste  LOsung  der  Aufgabe  enthalten: 
in  einem  Pnnkt  P von  einer  durch  diesen  Punkt  P nnd  die  beiden  Doppel- 
brennpnnkte  bestimmten  Ovale  von  Cassini  die  Normale  nnd  die  Tangente  in 
eonstmiren.  Ist  ntmlicb  D,  einer  der  Doppelpunkte  nnd  C der  Mittelpunkt, 
so  bestimmt  man  den  Pnnkt  P'  mittelst  der  beiden  Relationen 

^ D,  CP-  PCD,  nnd  CP.  CP’  — CD,*; 
dann  ist  PP'  die  Normale  in  P an  der  Cnrre  u.  s.  w.  Bei  der  Lemniskate 
ist  also  die  Einhallende  der  Verbifdungslinie  des  Lemniskatenpunktes  Q mit 
dem  Pnnkte  von  dem  Wendeschnitte , welcher  dem  Q entsprechenden  Punkte 
C’  diametral  gegenüberliegt  zu  gleicher  Zeit  die  Erolnte  der  Lemniskate;  sie 
ist  eine  Cnrre  C*  ^ sechtcr  Ordnung  nnd  sechster  Classe  von  der  Gleichung 

(®*  +y')y®*  — y^  — I oy  2 

(man  vergleiche  „die  Lemniskate  in  rationaler  Behandlung  von  Dr.  Emil  Weyr. 
Art.  20). 

Es  wird  ancb  leicht  geometrisch  erkannt , dass  die  Ernlute  der  Lemniskate 
von  der  sechsten  Classe  ist.  Ist  P ein  gegebener  Funkt  nnd  l irgend  eine 
Gerade  durch  P,  so  wird  der  Kegelschnitt,  welcher  in  der  um  die  Brenn- 
punktenachse  nmgelcgte  Transformation  der  reciproken  Radien  der  Geraden  l 
entspricht.,  l in  zwei  Funkten  schneiden.  Also  ist  der  Ort  der  einander  ent- 
sprechenden Funkte,  deren  Verhindungslinien  durch  P gehen,  eine  durch  C 
und  die  imaginären  Doppelpunkte  der  Lemniskate  gehende  Cnrre  dritter  Ord- 
nung, welche  ausser  diesen  Punkten  noch  sechs  Punkte  mit  der  Lemniskate 
gemein  bat. 
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VIII. 

Beitrag  zur  Lehre  von  der  Bewegung 
eines  festen  Körj)ers  in  einer  incompressibeln 
Flüssigkeit. 


Von 

Fr  Kötter. 


Bekanutlich  bat  Piricblet  die  Bewegung  vollsUndig  bestimmt 
welche  ein  irgend  wie  bewegter  fester  kugelförmiger  Körper  in  einer 
ibn  umgebenden  incompressibeln  reibungslosen  Flüssigkeit  bervor- 
ruft.  Es  ergiebt  sieb,  dass  man  den  Druck , welchen  die  Flüssigkeit 
auf  den  Körper  ansübt,  ansehen  kann  als  die  Resultante  zweier 
Kräfte,  nämlich  des  hydrostatischen  Druckes  und  einer  Kraft,  deren 
Angriffspunkt  der  Mittelpunkt  der  Kugel  ist,  deren  Grösse  propor- 
tional, und  deren  Richtung  entgegengesetzt  der  Beschleunigung  dieses 
Punktes  ist.  Es  folgt  hieraus  unmittelbar,  dass,  wenn  äussere  Kräfte 
nicht  wirken,  und  die  Masse  der  Kugel  homogen  ist,  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  in  gerader  Linie  mit  constanter  Geschwindigkeit  fort- 
sebreitet. 

Ein  ähnliches  scheinbar  bisher  nicht  veröffentlichtes  Gesetz  gilt 
auch  dann,  wenn  die  Massenverteilung  der  Kugel  nicht  homogen  ist 
Ans  dem  über  den  Druck  Gesagten  kann  man,  ohne  auf  den  hydrodyna- 
mischen Ausgangspunkt  znrückzngeben , mit  den  Hifsmittein  der  ge- 
wöhnlichen Mechanik  folgern , dass  bei  beliebiger  Massenverteiinng 
ein  gewisser  zwischen  Schwerpunkt  und  Mittelpunkt  gelegener  Punkt, 
wenn  äussere  Kräfte  nicht  vorhanden  sind,  geradlinig  mit  constanter 
Geschwindigkeit  sich  bewegt.  Dass  wir  beim  Beweise  dieses  Ge- 
setzes, welchem  die  folgenden  Seiten  gewidmet  sind,  auf  den  hydro- 
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dynamischcD  Ansgangspnokt  znrfickgreifen,  hat  erstens  den  Zweck,  das- 
selbe für  eine  ganze  Reihe  von  Körpern  darzutnn,  und  zweitens  den  Zweek, 
den  innem  Grand  desselben  klarer  hervortreten  zu  lassen.  Wir 
werden  zeigen,  dass  das  fragliche  Theorem  and  etliche  andere  damit 
im  Znsammeubang  stehende  dann  gelten,  wenn  die  Gestalt  des  Körpers 
zwei  sich  senkrecht  schneidende  Symmetrieachsen  besitzt,  in  denen  sich 
je  zwei  Paare  Symmetrieebenen  anter  rcchtemWinkel  schneiden.  Solche 
Körper  sind  z.  B.  der  Würfel,  das  regelmässige  Oktaeder,  die  Kagel, 
der  Körper,  dessen  Oberil&che  die  Gleichung  bat: 

-|-o*(y***-(-**i*-j-i*y*)  = A* 

a.  a.  m.  Um  ans  künftig  unnütze  Weitlanflgkciten  za  ersparen, 
werden  wir  derartige  Körper  beliebiger  Massenverteilang  dadurch 
bezeichnen , dass  wir  sagen , ihre  Gestalt  sei  im  hydrodynamischen 
Sinne  regelmässig  oder  trage  den  hydrodynamischen  Charakter  der 
Kugel. 

Für  die  modernen  Methoden  ‘)  zar  Bestimmnng  der  Bewegnngs- 
gleichungen  eines  beliebigen  Körpers  in  einer  idealen  Flüssigkeit  ist 
der  Umstand  von  besonderer  Bcdcutang,  dass  die  lebendige  Kraft 
der  Flüssigkeit  sich  ebenso  wie  diejenige  des  Körpers  darstellen  lässt 
als  homogene  quadratische  Function  der  Gcschwiudigkeitscomponenten 
uvw,  welche  der  Äufangspunkt  eines  in  dem  Körper  festen  Coor- 
dinatensystems  nach  dessen  Achsen  besitzt,  und  der  drei  Rotations- 
eomponenten  pqr  des  Körpers  um  diese  Achsen.  Besitzen  nämlich, 
wie  wir  annehmen  wollen,  die  auf  die  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte 
ein  Potential,  so  sind  bei  passend  gewähltem  Anfangszustand  die 
Componenten  der  Geschwindigkeit  eines  Flüssigkeitsteilchens,  dessen 
Coordinaten  in  dem  bezeichneten  Coordinatensystem  xye  sind,  die 
Ableitungen  einer  Function  q>  nach  xyt.  Als  Function  der  Zeit  ( 
betrachtet,  ist  dieselbe  eine  lineare  Function  der  sechs  Grössen 
uptr  pqrt 

« 9>i +»  9»  + « »8 +P  «Ps +9  <P5  + »•  »6 

deren  Coefficienten  qij,  <p},  . . zwar  von  xyz,  nicht  aber  von  der 
Zeit  t abhangen.  Der  Charakter  der  Functionen  ist  durch  die  geo- 
metrische Gestalt  des  Körpers  bedingt,  wird  aber  durchaus  nicht 
dnreh  dessen  Massenverteilang  beeinflusst  Die  lebendige  Kraft  der 
Flüssigkeit,  deren  Dichtigkeit  p sein  möge,  erhalten  wir  durch  das 
dreifache  Integral 


1)  Kirchboff:  üeber  die  Bewegung  eine«  RoUtiontkörperi  in  einer  FIQ«- 
ligkeit.  Borcherdti  Jonroal  Bd.  71.  1869. 
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welches  aber  den  ganzen  anendlichen  Ranm  zu  erstrecken  ist  mit 
Aosnahmc  desjenigen  Teiles,  welcher  von  dem  festen  Körper  ans- 
geihllt  wird;  die  Grenzen  des  Integrals  sind  also  in  jedem  Augen- 
blick dieselben.  Daraus  erhellt  dann  nnmittclbar,  dass  die  lebendige 
Kraft  wirklich  die  angegebene  Form  hat.  Bezeichnet  man  nun  mit 
7 die  gesamte  lebendige  Kraft,  d.  h.  also  die  Summe  derjenigen  des 
Körpers  und  derjenigen  der  Flüssigkeit,  mit  X,  y,  Z die  Componen- 
tensammen  und  mit  die  Drebungsmomente  sämtlicher  auf 

die  Flüssigkeit  wie  auf  den  festen  Körper  wirkenden  äusseren  Kräfte, 
IO  erhält  man  das  folgende , zuerst  von  Kirchhoff  in  voller  Allge- 
meinheit entwickelte  System  von  Differentialgleichungen  für  die  Be- 
neguDg  des  gegebenen  Körpers: 


1 
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Dasselbe  stimmt  in  seiner  Form  wesentlich  mit  demjenigen 
überein,  welches  die  Bewegung  eines  Körpers  im  leeren  Raume  dar- 
stellt Wie  man  nun  bei  dem  letzterwähnten  Problem  die  Bewegung 
aaf  ein  im  Raume  festes  Coordiuatensystem  beziehen  kann,  so  lassen 
sich  auch  in  dem  hydrodynamischen  Problem  für  die  Componenten- 
sunmen  und  Drebungsmomente  in  Bezug  auf  drei  im  Raume  feste 
Achsen  Ausdrücke  in  den  Bewegungs-  und  Lageelementcn  des  Kör- 
pers ableiten.  Wir  bezeichnen  die  neuen  Coordinatenachsen  als 
i|,  i;  Achse,  mit  S,  H,  Z die  Componentensummen  nach  diesen  Achsen 
ond  mit  atßiyt  die  Richtungscosmns  der  Achsen  der  beiden  Systeme 
zn  einander  in  der  Weise,  wie  sie  durch  das  nachstehende  Schema 
verdeutlicht  wird: 


X 

y 

z 

i 

«1 

“s 

«8 

V 

ßi 

ßr 

ßt 

ri 

1t 

1t 
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Die  drei  OieicbaDgeo,  welche  den  translatorischen  Gleichnngen  für 
den  leeren  Hanm  entsprechen,  laoten  dann: 


<1 

/ ar  , 37.  arh 

<u 

a«  + “*  8r  + 

1 = s 

d 

( dT  , ^ dT  . „ 

\ 

fu 

!-=  ^ 

d 

lU 

(.y*  äi7  + >'*ä^  + >’»ai7j 

« z 

Auch  diese  Gleichungen  stimmen  in  ihrer  Form  mit  den  ent- 
sprechenden des  zur  Vergleichung  herangezogenen  einfheheren  Pro- 
blems wesentlich  Qberein;  gewöhnlich  werden  in  diesem  Falle  die 
lulzUingcfUhrton  in  etwas  anderer  Form  aufgeftthrt,  welche  die  ein- 
fache mechanische  Bedeutung  der  Grössen  besser  henortreten  lasst, 
deren  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  auf  der  linken  Seite  ste- 
hen. Diese  Grössen  sind  bekanntlich  die  mit  der  Masse  des  im 
leeren  Kaum  bewegten  Körpers  multiplicirten  Componenten  der  Ge- 
sehwiiuligkeit  seines  Schwcrpuuktcs.  Deswegen  liefern  für  die  Be- 
wegung im  leeren  Kaum  diese  Gleichungen  eine  klarere  Einsicht  in 
das  Wesen  der  fortschreitenden  Bewegung  als  die  erstgenannten 
Oleii'hungt'n.  Anders  bei  der  Bewegung  in  der  Flüssigkeit;  dort  haben 
im  allgemeinen  die  Grössen 

ar  ar , ar 
">  a-  + "» ar“  + “» a«- 

«,  s,  w.  nicht  mehr  eine  so  einfache  Bedeutung,  nnd  daher  bieten 
diese  Gleichungi'n  nicht  mehr  den  Vorteil  wie  vorher.  Zwar  liefern 
sie  in  g\'wissen  einfachen  Fallen,  i.  B.  wenn  keine  Kraft  oder  nur 
die  St'hw'erv'  wirkt,  jo  ein  Integral,  dafür  bringen  sie  aber  auch  schon 
frühseilig  die  Kichinng  der  Achsen  selbst  in  die  Gleichungen;  des- 
halb emptichlt  e»  s\ch  bei  de»  hyJn>dvnamischon  Problem,  nameut- 
bch  in  vlcm  Kalle,  dass  keine  insserca  Krifle  wirken,  znnachst  bei 
dtww  b»'wi'gtcn  t'oor\linate»sj'stem  stehen  in  bleiben,  wie  es  die  For- 
a«f  diesow  Gt'biete  bisher  getan  haben.  In  dem  speciellen 
Wlbv  wclchew  wir  j«'tit  ins  .tage  gefasst  haben,  lassen  sch  für  den 
leeren  Kanm  sAmtlvhe  Integrale  des  Systems  von  6 Differential- 
gb'*ch«Yvgew  für  • r vy  c r h»de»  Res  dem  hydrodynamischen  Pro- 
blem lasse«  WK'h.  w-erm  ,be  K,vm  des  ?es®e*  Körpers  völlig  Willkür- 
l>,''h  bleibt,  war  »wd  t«ar  » wx'bt  etephrite  enthaltende  Integrale 
^«Aa«  t'iebÄ.'h  '>  hat  aber  geretgt . dass , » enn  eia  weiteres  von  / 

VI  Rä,  Ä yvg  s.s# — sra  tSTl. 
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freies  Integral  bekannt  wäre,  sich  mit  Uttlfe  von  Jacobi’s  Theorem 
des  letzten  Mnltiplicators  ein  fttnftes  derartiges  Integral  nnd  dann 
auch  das  sechste , ( enthaltende  Integral  finden  lasse.  Die  Frage, 
unter  welchen  Umständen  das  fehlende  vierte  Integral  durch  eine 
constant  zu  setzende  homogene  lineare  oder  quadratische  Fuuctiou 
geliefert  wird,  beantwortet  der  genannte  Forscher  dahin,  dass  diese 
Möglichkeit  an  gewisse  Relationen  zwischen  den  Coefticienten  der 
P'unction  T geknüpft  ist.  Die  Erfüllung  der  für  den  ersten  Fall 
nötigen  Bedingungen  hatte  KirchhoffM  schon  vorher  durch  die 
vereinfachende  Annahme  erreicht,  dass  der  Körper  sowol  in  Ge- 
stalt wie  in  Massenverteilung  den  Charakter  eines  Rotationskörpers 
hat,  d.  h.  zwei  Paare  von  senkrecht  auf  einander  stehenden  Sym- 
metrieebenen besitzt,  deren  Schnittlinien  znsammenfallen.  Das  Inte- 
gral, welches  sich  in  diesem  Falle  ausser  den  drei  erwähnten  finden 
lässt,  drückt  aus,  dass  der  Körper  mit  constanter  Geschwindigkeit 
um  seine  Achse  rotirt  Den  zweiten  Full,  dessen  Lösung  in  einem 
speciellen  Fall  Herr  Weber  *)  auf  Thetafunctionen  zweier  Variablen 
zurOckgefUhrt  bat,  welche  lineare  Functionen  der  Zeit  sind,  lässt 
sich  anseheu  als  die  Bewegung  gewisser  Körper,  deren  Gestalt  nnd 
Massenverteiluug  drei  senkrecht  auf  einander  stehende  Symmetrie- 
ebenen besitzt 

Der  Umstand,  dass  der  Teil  der  lebendigen  Kraft,  welcher  von 
dem  festen  Körper  selbst  herrübrt,  schon  von  vornherein  eine  ge- 
wisse einfache  Form  hat,  lässt  voraussetzen,  dass  schon  die 
Annahme  gewisser  Symmetrien  der  P'orm  hinreicheu  werde,  den 
Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  zu  vereinfachen.  Wir  wollen  die 
Richtigkeit  dieser  Voraussetzung  an  dem  Beispiel  der  Körper  dartnn 
deren  Gestalt  den  Charakter  der  Kugel  bat  Zu  dem  Ende  wählen  wir 
das  Coordinatensystem  so,  dass  die  y nnd  die  x Achse  mit  je  einer  der 
beiden  Symmetrieachsen  zusammenfallen.  Aut  den  Teil  der  leben- 
digen Kraft,  welcher  von  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  herrübrt, 
bat  nur  die  Gestalt,  nicht  aber  die  Massenverteiluug  des  festen  Kör- 
pers Einfluss;  es  lassen  sich  also  auf  diesen  Teil  dieselben  Ueber- 
Icgnngen  anwenden , welche  Kirebboff  zur  Vereinfachung  des 
Ausdrucks  der  lebendigen  Kraft  des  gesamten  Systems  bei  Rotations- 
körpern gebraucht  Berücksichtigen  wir  zunächst,  dass  die  Gestalt 
des  Körpers  in  Bezug  auf  die  « Achse  den  Character  einer  Rotations- 
fläche hat,  so  erhalten  wir  für  den  fraglichen  Teil  der  lebendigen 
Kraft  T den  Ausdruck 


1)  Vergl.  auch  KOpeke:  Mathematische  Annalen.  Bd.  12.  pag.  387  — 

402.  1877. 

2)  Hathematilche  Annalen.  Bd.  14.  pag.  173.  1879. 
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“ «ii(«*+»*)  + Css«’*+C44(p*+g*)  + Csgr*  + 2c,5(«5—  ep) 

Da  aber  aach  in  Bezog  auf  die  y Achse  die  Gestalt  des  festen 
Körpers  den  Charakter  einer  Rotationsfläche  hat,  so  muss 

Cjj  = 0,  Cji  = «jj,  = Cgg 

sein.  Wir  können  daher  den  Teil  der  lebendigen  Kraft,  welcher  von 
der  Flüssigkeit  herrOhrt,  schreiben,: 

H3f'(«*  + «*  + «*)+A(p*  + 3*+r*)} 

Derselbe  stimmt  also  genau  überein  mit  der  lebendigen  Kraft  eines 
homogenen  kugelförmigen  festen  Körpers  von  der  Masse  M'  nnd 
dem  Trägheitsmoment  L,  welcher  mit  dem  gegebenen  Körper  derart 
fest  verbunden  ist,  dass  der  Mittelpunkt  der  Kugel  mit  dem  geo- 
metrischeu  Mittelpunkt  des  Körpers  zusammen  fällt  Es  braucht 
nicht  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  dass  diese  Eigenschaft 
selbstverständlich  unabhängig  von  der  Wahl  des  in  dem  gegebenen 
Körper  festen  Coordinatensystems  ist  Wir  können  uns  daher  die 
gesamte  lebendige  Kraft  vorstelleu  als  die  lebendige  Kraft  eines  ein- 
zigen festen  Körpers,  dessen  Masse  besteht  aus  der  Masse  M des 
gegebenen  Körpers  und  der  Masse  M\  welche  wir  künftig  als  mit- 
geführte Masse  bezeichnen  wollen. 

Der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems , von  welchem  wir  jetzt 
sehr  wol  reden  können,  ist  leicht  aufzufinden;  er  teilt  die  Ver- 
hindungslinie  des  Schwerpunktes  des  gegebenen  Körpers  nnd  dra 
Schwerpunktes  der  mitgefuhrten  Masse,  d.  h.  des  Mittelpunktes,  nach 
dem  Verhältniss  der  beiden  Massen.  Sind  die  Coordinaten  des  Massen- 
mittelpunktes für  den  gegebenen  Körper  a,  ö,  c,  so  hat  also  der 
Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  die  Coordinaten 

M fl  _ , Af 

In  demselben  Sinne  ist  mau  nach  den  bisherigen  Entwicklungen 
berechtigt  von  Hanptträgheits- Achsen  des  ganzen  Systems  in  Bezug 
auf  seinen  Schwerpunkt  zu  sprechen.  Wählen  wir  nun  diese  Linien 
zu  Coordinatenaxen , so  nimmt  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Sy- 
stems die  Form  an: 

In  unserm  Falle  bietet  die  Bezugnahme  auf  ein  im  Raume  festes 
Coordinatensystem  dieselben  Vorteile  wie  bei  der  Bewegung  im 
leeren  Raum;  denn  die  Ausdrücke 


Digitized  by  Googl 


n «üur  ineompraiibela  FHUiigktil. 


163 


dl  ,dT  dT  dT.  ,dT  dl 
dT  , dT  , dT 

luhmen  hier  die  einfachere  Form  an: 

{M-\-  ifi)  (uoj  -j-  oo,  tccfj),  (Af-f-  Afj)  (uß^  -1-  vßf  -j-  v>ßj), 

(Af  + Af,)  («  y,  4-  r y,  + w y,) 

Die  xweiten  Factoren  dieser  AnsdrUcko  sind  die  Componenten  der 
Geschwindigkeit  nach  den  Achsen  des  im  Ranme  festen  Coordinateu- 
lystems  für  den  Anfangspunkt  des  beweglichen  Systems  und  können 
also,  wenn  die  Coordinaten  des  letzteren  £,  ij,  { sind,  geschrieben 
. dt  dri  dt 

dT’  Ä- 

FOr  die  fortschreitende  Bewegung  des  Körpers  haben  wir  also 
die  folgenden  Gleichnngen 

(Af+Ar')§  =■  S,  (Af+Af‘)^=  Jf,  (Af+A/')0  = :^ 


deren  Inhalt  sich  folgendermaassen  in  Worten  aassprechen  lässt: 

Ger  Bewegung  eines  festen  Körpers,  dessen  Gestalt  den 
hydrodynamischen  Charakter  einer  Kugel  bat,  in  einer  incompressi* 
beln  reibungslosen  nnendlicben  Flüssigkeit  beschreibt  ein  gewisser 
zwischen  seinem  Mittelpunkt  und  seinem  Schwerpunkt  gelegener 
Punkt  dieselbe  Bahn,  welche  der  Schwerpunkt  eines  aus  der  eigenen 
and  der  mitgefuhrten  Masse  gebildeten  Körpers  unter  Einfluss  der- 
selben äusseren  Kräfte  im  leeren  Raum  beschreiben  würde.“ 


Wirken  speciell  gar  keine  äusseren  Kräfte,  so  ist 

^ ^ 

dt*“  dt*  “ dt* 

Wir  erhalten  also  folgende  Erweiterung  des  in  der  Einleitung  er- 
wähnten Theorems  von  Diricblet: 

„Welches  auch  immer  die  Massenverteilung  innerhalb  eines 
Körpers  von  Kugelgestalt  sein  möge , stets  lässt  sich  auf  der  Ver- 
bindungslinie von  Schwerpunkt  und  Mittelpunkt  ein  Punkt  finden, 
welcher  mit  constanter  Geschwindigkeit  in  gerader  Linie  fort- 
schreitet“ 


Ist  der  Körper  nnd  die  ihn  umgebende  Flüssigkeit  der  Schwere 
unterworfen,  so  muss,  damit  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  ruhe, 

II* 
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durch  eine  dort  aufgestellte  Fl&che  ein  gewisser  Dmck  ansgeObt 
werden,  welcher  dem  hydrostatischen  Druck  gleich  ist.  Dieser  Druck 
würde  im  Stande  sein,  die  durch  die  constante  bcscblennigendo  Kraft 
hervorgerufenc  Wirkung  aufznheben,  wenn  der  ganze  Raum  mit 
Flflssigkeit  erfQllt  wäre;  es  ist  also  die  Resultante  sämtlicher  auf 
den  flüssigen  Teil  des  Systems  wirkenden  Kräfte  gleich  dem  Gewicht 
derjenigen  Masse,  welche  den  von  dem  festen  Körper  eingenommenen 
Raum  anszufUlien  im  Stande  wäre,  oder  gleich  dem  Gewicht  der 
sogenannten  verdrängten  Masse,  welche*  wir  M"  nennen  wollen. 
Ihr  Angriffspunkt  ist  der  Mittelpunkt  des  Körpers,  ihre  Richtung 
derjenigen  der  Schwere  entgegengesetzt.  Gebcu  wir  der  ( Achse 
die  Richtung  der  Schwere,  so  ist 

S = H=0  Z = g{M  - M*')  - 0 
und  die  Gleichungen  der  Bewegung  lauten: 

= 0 (Af+iW')  § 
d*t 

(Af+M')  — J-y(Af-Af") 

„In  einer  schweren  iucompressibeln  Flüssigkeit  bewegt  sich  also 
ein  Punkt  eines  schweren  Körpers,  dessen  Gestalt  den  Charakter 
der  Kugel  bat,  gerade  so,  wie  sich  der  Schwerpunkt  eines  festen 
Körpers  von  der  Masse  (Af-|-A/')  im  leeren  Raum  unter  Einfluss 
der  constanten  beschleunigenden  Kraft  g(M  — M" ) bewegen 
würde ; d.  h.  in  einer  Parabel.  M ist  die  eigene  Masse  des  Körpers, 
Af‘  die  mitgeführte  und  M"  die  verdrängte  Masse  der  Flüssigkeit“ 

Die  rotatorische  Bewegung  des  Körpers  erkennt  man  leichter 
unter  Beibehaltung  des  im  Körper  festen  Coordinatensystems.  Die- 
selbe wird  bei  der  speciellen  Form,  'velcho  die  lebendige  Kraft  in 
unserem  Falle  bat,  gegeben  dnreh  die  Gleichungen: 

=(P,-Ä,)rp  + A<i 

Sind  die  Drehnngsmomente  der  äusseren  Kräfte  bekannt,  so  ist  das 
Problem  der  Rotation  ebenfalls  identisch  mit  einem  derartigen  Pro- 
bleme für  den  leeren  Raum.  Wirken  speciell  gar  keine  äuaaeren 
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Kr&fto,  80  rotirt  der  Körper  in  der  Flüssigkeit  am  den  Schwerpnnkt 
des  ganzen  Systems  in  derselben  Weise  wie  ein  fester  Körper  im 
leeren  Raum  am  seinen  Schwerpunkt  rotirt.  Vereinigen  wir  das  mit 
dem  Uber  die  fortschreitende  Bowegnng  Gesagten,  so  erhalten  wir 
das  Theorem: 

„Wirken  keine  äusseren  Kräfte,  so  bewegt  sich  auch  ein  nicht 
homogener  fester  Körper  regelmässiger  Gestalt  in  einer  incompres- 
siblen  Flüssigkeit,  wie  sich  ein  gewisser  dnreh  Gestalt  and  Massen- 
verteilnng  des  gegebenen  bedingter  Körper  im  leeren  Ranm  bewegen 
würde.  Die  Rolle  des  Schwerpunktes  spielt  dabei  ein  Punkt,  wel- 
cher die  Verbindungslinie  von  Schwerpunkt  und  Mittelpunkt  nach 
dem  Verhältniss  der  mitgeführten  und  der  eigenen  Masse  teilt.“ 

In  Bezug  anf  die  fortschreitende  Bewegung  eines  festen  schweren 
Körpers  wird  durch  das  Vorhandensein  einer  schweren  Flüssigkeit 
keine  andere  Aendernng  der  Bewegung  bewirkt,  als  dass  die  Con- 
stante  der  Beschleunigung  verringert  wird.  Die  Rotation  des  festen 
Körpers  in  einer  schweren  Flüssigkeit  folgt  jedoch  nicht  so  einfachen 
Gesetzen,  wie  die  Rotation  im  leeren  Raum.  Bekanntlich  rotirt  ein 
frei  beweglicher  Körper  im  leeren  Raum  am  seinen  Schwerpunkt 
gerade  so,  als  ob  gar  keine  äusseren  Kräfte  wirkten.  Es  beruht  das 
darauf,  dass  die  äusseren  Kräfte  — hier  lediglich  die  Schwere  der 
einzelnen  Teile  des  festen  Körpers  — eine  Resultante  haben,  welche 
durch  den  Schwerpunkt  des  festen  Körpers  geht,  and  also  in  Bezug 
anf  keine  durch  diesen  Pnnkt  gehende  Linie  ein  Drehungsmoment 
haben  kann.  Bei  der  Bewegung  in  einer  Flüssigkeit  wirken  jedoch 
zwei  Kräfte  entgegengesetzter  Richtung,  deren  Angriffspunkte  ver- 
schieden sind,  nämlich  im  Schwerpunkte  des  Körpers  sein  eigenes 
Gewicht,  im  geometrischen  Mittelpunkt  der  hydrostatische  Auftrieb, 
welcher  gleich  dem  Gewichte  der  verdrängten  Masse  ist.  In  Bezug 
anf  das  zn  Grande  gelegte  Coordinatensystem  möge  der  Schwer- 
punkt die  Coordinaten 

M'  M'  At 

M+AI'^'  itf-fjtf'® 

haben;  dann  hat  der  Mittelpunkt  die  Coordinaten 

Ai  Ai  M 

~ AI+M''"'  ~ Ai+Ad'^'  ~~AT+AI“ 


and  die  Drehnngsmomente  in  Bezug  auf  die  im  Körper  festen  Achsen 
sind: 


9 


AI  {AI' + AI") 
AI^AI' 


(cy,  - iy,) 
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9 — 


^(Af'+ Jf")„ 
^ T+Äf— 


Die  Rotation  des  Körpers  am  den  Coordinatenanfangsponkt  gehorcht 
also  dom  durch  folgende  Gleichnngen  dargestellten  Gesetz: 


(Ä,  — + g 


(‘T's-^ys) 


{Pi  - Pi)T  2d+  Jtf~ 


Dnrch  Gleichnngen  von  derselben  Form  ist  aber  die  Rotation  eines 
schweren  Körpers  im  leeren  Raum  bestimmt,  welchen  man  in  einem 
von  seinem  Schwerpunkt  verschiedenen  Punkt  befestigt  bat.  Wir 
haben  demnach  das  Theorem: 


„Der  Schwerpunkt  der  mitgefflhrten  und  der  eigenen  Hasse 
eines  in  einer  schweren  incompressiblen  Flüssigkeit  frei  beweglichen 
schweren  Körpers  von  regelmässiger  Gestalt  aber  beliebiger  Massen- 
vorteilung  bewegt  sich  wie  der  ScWerpnnkt  eines  festen  Körpers  im 
leeren  Raum  in  einer  Parabel.  Während  aber  im  leeren  Raum  die 
Rotation  einm  festen  Körpers  nm  seinen  Schwerpunkt  so  beschaffen 
ist  als  ob  gar  keine  äusseren  Kräfte  wirkten,  rotirt  der  Körper  in 
der  schweren  Flüssigkeit  nm  den  genannten  Punkt  in  derselben  Weise, 
wie  im  teeren  Ranme  ein  gewisser  schwerer  Körper,  von  welchem 
ein  vom  Schwerpunkt  verschiedener  Punkt  befestigt  ist 


Fassen  wir  das  Gesagte  noch  einmal  zusammen,  so  ergiebt  sich, 
dass  der  Einfluss  der  Flflssigkeit  auf  die  Bewegung  eines  festen  Kör- 
pers regelmässiger  Gestalt  in  ihr,"abgesehen  von  der  Modification  der 
äusseren  Kräfte  nach  dem  Gesetz  des  Archimedes,  anfgefasst  werden 
kann  als  eine  Vermebrnng  der  Masse  und  der  Trägheitsmomente, 
verbanden  mit  einer  Verlang  des  Schwerpunktes  und  des  Systems 
der  Hanptträghcitsachsen.  Das  gilt  selbstverständlich  auch  dann 
noch,  wenn  der  feste  Körper  dnrch  irgend  welche  Vorrichtungen  an 
der  freien  Bewegung  gehindert  ist,  wenn  er  z.  B.  gezwungen  ist,  sich 
rotationslos  in  gerader  Linie  zu  bewegen,  oder  wenn  er  sich  ledig- 
lich um  eine  feste  Achse  drehen  kann.  In  den  beiden  genannten 
Fällen  ist  sogar  die  Möglichkeit,  den  Einfluss  der  Flttssigkeit  auf 
die  Bewegung  des  Körpers  in  der  genannten  Weise  zu  beschreiben. 
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nicht  an  die  Bedingung  der  regelmässigen  Gestalt  geknüpft,  sondern 
gilt,  wie  Herr  C.  Nenmann  *}  nachgewieson,  bat  für  beliebige  Körper, 
sobald  nnr  voransgesetzt  werden  darf,  dass  der  von  der  Flüssigkeit 
erfüllte  Ranm  einfach  zusammenhängend  ist.  Es  mag  dem  Verfasser 
dieser  Abhandlung  zum  Schluss  die  Bemerkung  gestattet  sein,  dass 
dasselbe  auch  noch  bei  einem  höheren  Grade  von  Freiheit  der  Be- 
wegung gilt,  nämlich  bei  der  Rotation  um  einen  festen  Punkt.  Wenn 
keine  äussere  Kraft  oder  nnr  die  Schwere  wirkt,  so  ist  das  Problem 
der  Rotation  eines  beliebigen  Körpers  im  wesentlichen  identisch  mit 
dem  entsprechenden  Problem  für  den  leeren  Raum;  das  Vorhanden- 
sein der  Flüssigkeit  bewirkt  einerseits  eine  Vermehrung  der  Träg- 
heitsmomente und  eine  Drehung  des  Systems  der  Hanptträgbeits- 
achsen  für  den  Rotationsmittelpnnkt , andererseits  nach  dem  Gesetz 
des  Archimedes  eine  Verminderung  des  Gewichtes  und  eine  Verlegung 
des  Schwerpunktes. 

Berlin,  1887. 


1)  C.  NenDunn,  Hydrodynamiiche  UnteriuchungcD.  Leipzig  I8B3.  pag. 
79  und  84. 
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X. 

Principien  der  « dimensionalen  Curventheorie. 


Von 

R.  Hoppe. 


§.  1.  Anordnungen. 

Die  Lage  eines  Pnnkts  varüre  mit  n (vorbehaltlich  erklärter 
Bestimmung)  unabhängigen  Grössen,  die  wir  als  Coordinaten  bezogen 
anf  n orthogonale  Axen  auffassen.  Sind  diese  Coordinaten  sämtlich 
Fnnctionen  eines  Parameters,  so  erzeugt  der  Punkt  eine  Linie  a. 

Bei  Normirnng  der  Eigenschaften  dieser  Linie  lassen  wir  uns 
von  folgenden,  in  der  Ranmenrventheorie  gemachten  Erfahrungen 
leitet. 

1)  Fast  alle  allgemeinen  Bestimmungen  lassen  sich  mit  An- 
wendung einer  einzigen  Coordinate,  welche  vermöge  ihrer  heliehigen 
Lage  alle  flbrigen  vertreten  kann,  zum  Ausdruck  bringen.  In  gegen- 
wärtiger Darstellung  sind  auch  die  wenigen  Ausnahmen  vermieden. 
Wir  werden  jeden  Punkt  durch  eine  Coordinate,  jede  Richtung  durch 
den  Richtnngscosinns  bezüglich  auf  eine  Axe  bezeichnen;  £N  soll, 
wo  keine  Snmmationsgrenzcn  dabei  stehen,  und  N Function  von 
Grössen,  die  von  der  Lage  jener  Axe  abbangen,  ist,  die  Summe  aller 
Analogen  bezüglich  auf  alle  n Axen,  und 

I ...Nn\ 

die  Determinante  des  Systems  bedeuten,  dessen  erste  Horizontalreiho 
allein  ausgeschrieben  ist,  während  die  flbrigen  als  Analoga  daraus 
hervorgehen. 

2)  Die  Ranmeurventheorie  bat  gezeigt,  dass  die  allgemeinen 
Probleme  sich  sehr  vereinfachen,  wenn  man  das  Bogenelement  und 
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mit  ihm  alle  Lineargrössen  vorerst  eliminirt  Die  Elimination  voll- 
ziehen wir,  indem  wir  die  Cnrve  nicht  als  Ort  eines  variabeln  Punktes, 
sondern  als  EinhQllendo  einer  Tangentenschar  anffassen  und  die  Tan- 
genten durch  gleichgerichtete  vom  Anfangspunkt  ausgehende  Strahlen 
ersetzen.  Da  alsdann  die  actnellen  Tangenten,  Normalen  n.  s.  w. 
nicht  Vorkommen,  so  werden  wir  (abgesehen  von  einer  vorbereiten- 
den Betrachtnng)  der  Kürze  wegen  die  gleichgerichteten  Strahlen  so 
nennen. 

3)  Gleichwie  in  der  Ranmeurventheorie  wenden  wir  den  KrOm- 
mungswiukel  r als  Parameter  an  und  bezeichnen  die  Differential- 
qnotienten  einer  Function  N nach  z durch 

N',  JV",  ...  NW 

Die  Grösse  r ist  dann  der  vom  Endpunkt  der  auf  dem  Tangenten- 
strabl  abgetragenen  Strecke  = 1 erzeugte  Bogen. 

4)  Es  lässt  sich  leicht  bemerken,  dass  alle  Glieder  einer  Reihe 
schon  durch  Anfangs-  und  Endglied 

Np,  ...  Nj 

kenntlich  sind,  wenn  A’,  zugleich  als  allgemeines  Glied  anfgofasst 
werden  kann.  Ist  q<,p,  so  bat  die  Reibe  kein  Glied,  und  ihre 
Summe  ist  null. 

§.  2.  Osenlirende  lineare  Gebilde. 

Ein  Gebilde  B osculirt  in  mter  Ordnung  ein  Gebilde  A im  ge- 
meinsamen Punkte  P,  wenn  ein  Punkt  auf  A im  einfach  unendlich 
kleinen  Abstand  von  P einen  unendlich  kleinen  Abstand  mehr  als 
mter  Ordnung  von  B hat. 

So  osculirt  in  1.  Ordnung  die  Tangente,  in  2.  Ordnung  die 
Schmiegungsebene , in  3.  Ordnung  der  Schmiegnngsranm  (für  4 Di- 
mensionen) die  Cnrve,  weil  der  Nachbarpunkt  des  Berührungspunkts 
auf  der  Cnrve  bzhw.  um  eine  Unendlichkleine  2.,  3,,  4.  Ordnung 
von  den  genannten  linearen  Gebilden  entfernt  ist 

„Die  osenlirende  lineare  mdehnnng  ist  der  Schnitt  von  n— m 
(n  — 1)  debnnngen  einzeln  ansgedrückt  durch  die  Gleichungen : 

!/■...  /•(*-!)  S — z /(Hl)  .../(»-i)  1=0  (1) 

(i  = ™,  ...  n-1)  (2) 

wo  I den  erzeugenden  Punkt  von  Em,  x den  gemeinsamen  Punkt 
von  und  der  Cnrve  <,  und  / den  Richtnngscosinns  der  Tangente 
an  s im  Pnnkte  x bezeichnet“. 
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Um  dies  zu  beweisen,  sei  ein  Punkt  der  Gurve  für  den  Bogen 
Dann  ist  dessen  normaler  Abstand  von  der  linearen  (n  — 1) 
dehnung  (1) 

Aa  = I {,— * Af  (3) 

wo  M die  Qnadratwnrzcl  ans  der  Qoadratsummo  der  CoeüQcionten 
der  Analogen  von  — x bedeutet.  Entwickelt  man  £i  nach  dem 
taylorschnn  Satze,  so  erhält  man: 

Bx-  , B^x  8s^  , 

B?-  IT  (X+i)i 

wo  R ein  endlicher  Mittelwert  von  bei  Variation  von  « bis 

Bx 

*-\-Bt  ist  Da  nun  so  wird  — x von  der  Form: 


4i— * 


af-\-  ... 


a*^+» 
(1  + 1)! 


Nach  Einsetzung  dieses  Wertes  in  Gl.  (3)  heben  sich  die  1 
Reihenglieder  als  proportional  den  vorhergehenden  Verticalreihen  der 
Determinante,  und  es  bleibt  nnr  der  Rest,  nämlich: 


**  ~a+l)l 


f ...  /(i-DÄ/Xi+l)  .../(«-») 


Af 


Nnn  ist  nach  der  Bestimmung  (2)  1-|-1  > m,  folglich  sämtliche  hi 
unendlich  klein  mehr  als  mter  Ordnnng,  folglich  auch  der  Abstand 
von  £,  und  soweit  überhaupt  die  genannten  (n— l)dehnnngen 
einen  mdehnigen  Schnitt  haben. 


Nachdem  hiermit  der  analytische  Ausdrnk  der  Osenlirenden  fest- 
gestellt  ist,  verschieben  wir  Em  bei  unveränderter  Stellung  so , dass 
der  Punkt  x in  den  Anfangspunkt  rückt,  und  bezeichnen  mit  der 
osenlirenden  linearen  m dehnung  Em  die  durch  die  Gleichungen 

\ f ...  /-(I-Ilj/Xi+I)  ...  f(n-l)  I _ 0 (1  - W,  ...  n-1) 

ansgedrückte. 

Diese  n— m Gleichungen  werden  erfüllt  durch  die  Werte 
? = /■,  ...  /(— »1 

sowie  durch  jeden  linearen  Complex  derselben ; umgekehrt  ist  Em 
bestimmt  durch  die  m Strahlen  f,  ... 


■iti  -J  by  Googl 


Hoppti  I\v»eipitH  der  n dünetutonaUn  Curventhtorit  171 

Li^  irgend  ein  Strahl  in  Em,  so  bat  sein  Ricbtangscosinus  die 
Form 

«/■-!-  ...  o»i-i 

wo  ct,  ...  om-i  Invarianten  bezeichnen. 


§.  3.  Orthogonales  begleitendes  Axensystem. 


Innerhalb  Em  gibt  es  anf  £m-i  im  Anfangspunkt  nnr  eine  be- 
stimmte Normale , deren  Ricbtangscosinus  /«  sei  Bestimmt  ist  sie 
dadurch,  dass  sie  anf  den  m — 1 Strahlen  f,  .../■(»-*)  senkrecht 
steht  Die  Bedingungen  sind  also  einerseits: 

£ff^  = 0-,  ...  .S/(— (4) 

andrerseits,  sofern  sie  in  liegen  soll: 

A=w-1 

(5) 

i.=0 

wo  Af«  sich  durch  die  Bedingung 

£fm*  - 1 (6) 

bestimmt  nachdem  Ober  den  willkflrlicben  Factor  der  A verfügt  ist 
Fohlt  man  den  Wert  (5)  in  die  Gl.  (4)  ein  und  setzt 

P..A  - (7) 

so  erhiüt  man: 

1 A=*— 1 

£ = ...  £ Ax,mQm—3,X  (8) 


FOgt  man  zu  diesen  m — 1 Gleichungen  als  mte  die  Gl.  (5),  so 
gibt  die  Auflösung: 


Mmfm- 


f0.0  ...  po.in-s  / 

Pm-1,0  . . . 


(9) 


Identificirt  man  diese  Gleichung  mit  Gl.  (5),  so  drückt  sie  die  Werte 
von  Ax^  in  Unterdeterminanten  aus.  Von  diesen  Coefficienten  haben 
die  zwei  letzten  besondere  Bedeutung.  Sei  deshalb 


£m 


po,0  ...  PCm-1 


Om— 1.0  • ■ . Om— I.M— 1 


(10) 
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(0,0  ...  (0,in-8  (O.M-1 

Pm-2,0  ...  («1-2, m-3  («•-2.m-l 


(0,0 

(0,«i-l 

G«  - 

(«-3,0  . 

• 3*»>— 3 

Pm-S.«i-1 

(«1-1,0 

• pM — 1,M»S 

(«1—1,«!—] 

Dann  iat 

Am—l,m  = A«i_l  ; ,^at-2,ai 


- 


Nach  Gl.  (6)  bat  man  zar  Bestimmung  von 


x=m— 1 

- s 

x=0 


^ An,m 
*=0 


Die  Gl.  (8)  und  (9)  geben: 

A=M— 1 

^ QXfX 

X=0 


iO  (*<m-l) 
( iT„  (*  — m — 1) 


folglich  ist 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 

(15) 


Der  Strahl  /«  steht  als  Normale  von  £«-1  auf  den  Strahlen  /, 
ft>  ...  fm—l  senkrecht  Dies  snccessive  auf  ff,  ff,  ...  /■,  angewandt 
ergibt,  dass  die  n Strahlen  f = f^,  ff,  ...  /«  ein  orthogonales  System 
bilden.  Wir  nennen  dasselbe  gleichwie  in  der  Raumcurventheorie 
das  begleitende  Axensystem,  den  Strahl  /«»  die  m te  begleitende  Axe, 
so  dass  t\  die  Tangente,  ff  die  Hauptnormalo,  ff  die  Binormale,  ^4 
die  Trinormale  n.  s.  w.  darstellt. 


§.  4.  Differentialformel  ihr  die  Richtungscosinns 
der  begleitenden  Axen. 

Differentiirt  man  Gl.  (5)  nach  t,  so  hat  das  Resultat  die  Form : 


A=0 

(16) 

nnd  dor  let2to  Coofficient  don  AVert; 

„ Ä’m— 1 

(17) 

Nach  Gl.  (9)  ist 

Mm  -S/t«"-»)/»  - JKm 

(18) 
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Differentiirt  man  die  Gl.  (4)  nebst  dieser,  so  kommt: 

(fe) 


1 0 (x  = 0,  .. . m — 2) 

- /iT, 


and  zwar  ist  nach  QI.  (4)  (18) 

0 

3/« 


and  sei 
Dann  hat  man: 


■ - m - 


(x  = 0,  ...  « — 3) 

(x  = m— 2)  (19) 

L für  X — X»  — 1 


Biq„x  - { (X  - m-2) 

A=0 


0 (x  = 0,  . . . m — 3) 
L (k  = m — 1) 


Zn  diesen  m Gleichnngen  kommt  als  (m-{-l)te  die  Gl.  (16);  dann 
ist  die  Coefficientendeterminante  nach  Gl.  (9) 

“ 3^r+i/i»+1 

and  die  Anflösung  des  Gleichnngssystems  lautet: 

Bi  — 

^.0  eo.M-S  PO.M-1  / 

Pi-1.0  (A-l,«t-S  pi-l.M-S  PA-l.m-1 


Pl4^I.O  ...  pX+l.»-S 
I qm.O  qm,m-3  Pm.M-S  Pm.m-1 

das  ist  für  1 m nach  Gl.  (17): 


Bm-l  Afm-f-l 

Jfm 


/■»»+1  — 


po,o  ...  po,iR-a  po,»-2  po.M-1  f 

Pm-I,0  ...  P«i-1,ir-3  P«i-l,iR-a 
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WO 


po.o 


iv-F*  - 


iV  Jf 

(20) 

Po.M-1  f 1 

: • 1 

(21) 

' 9«>-1.0  ...  ^-4.111—1  I 

gesetzt  ist,  and  Fm  durch  die  Gleichung 

£Fm*  - 1 

als  Richtungscosinus  eines  Strahles  bestimmt  werden  soll. 

Mnltiplicirt  man  61.  (20)  mit  fm,  so  gibt  die  Summe  der  Ana- 
logen: 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 


0=  -L-^  HmüfmFm 

Mm 


und  da  nach  Gl.  (21)  (11) 


ist: 


Jetzt  lautet  Gl.  (20): 


Hmi-fmFm 

Km\* 


Km-lMm^l  Hm  Km  ^ 

Km  Mm  Zf-'“ 


Mm 


Vom  Strahle  Fmist  einerseits  ans  61.  (21)  zu  ersehen,  dass  er  auf 
den  Strahlen  f,  ...  /<'*-*)  und  mithin  auch  auf  denjenigen, 

deren  Ricbtnugscosinns  lineare  Complexe  derselben  sind,  senkrecht 
steht  Solche  Complexe  sind  aber  nach  Gl.  (4)  /,,  •••  /«-s. 

Andrerseits  zeigt  Gl.  (4),  dass  die  Strahlen 

/wfl,  ...  /» 

anf  allen  Strahlen  senkrecht  stehen,  deren  Ricbtnngscosinns  lineare 
Complexe  von 

/;  /',  ...  /•<—*> 

sind.  Mithin  auch  anf  dem  Strahle  Fm. 


Demnach  steht  Fm  anf  allen  begleitenden  Axen  senkrecht  ausser 
fm  nnd  fm-i.  Folglich  hat  es  die  Form 

Fm  “ t{/m-\-ßfm—l 

wo  die  Invarianten  a,  ß die  Gleichung 

- 1 

erffillen,  und  zwar  erhalt  man  einzeln: 


Digitized  by  Googic 


Bojtpf.  Prxneipitn  der  n dmennonalen  CurotnAtorie, 


175 


o = -TA.F*;  /S  = i/m-ilT» 

EDtwickelt  man  fm  nnd  fm-\  nach  61.  (5),  so  kommt: 

1=M-1 

MmNm  O ”■  £ Ä)  m Nm  Fm  “ — Am—3,m  JCm 

i=0 

X=m—2 

J/—1  Nmß  “ £ AX,m-\  Nm  £f^^^F„ Am-2.m-l  Km 

X-0 


also  nach  Gl.  (13): 


daher  wird 


ffm  Km  g Km  Km~i 


KmFm-  Km  (27) 

nnd  nach  Gl.  (25) 

, , Abh_i3^i*^1  Äm  - 

Km  Mm 

oder  nach  61.  (15> 

^ , "V Km-\-X  Km—\  ^ V Km  Km~-3  ^ 

fm  — fm—\ 

A»  Aa,— 1 

Sei,  nm  nachträglich  Nm  zu  berechnen, 


(28) 


A=w— l 

KmFm-  £ Ca/'(*) 
A=0 


(29) 

A=U 

dann  ist  Cx  als  Coefficient  von  in  61.  (21)  bekannt,  aus  welchem 
nian  ersieht,  dass 

ist.  Daher  wird 

x=ni— 1 A=m~l 

*— Z(AUF«)*-  £ £ C»CX9*,X 

x=0  1=0 

“=  — Cm-s/f«  = Gm  Km  (31) 

nnd  nach  Einsetzung  der  Werte  von  Mm,  Mm-u  Km  in  61.  (27) 


N, 


Hm  fm  — V Km  Km~%fm--\ 


iOmKm-X 

woraus  beiläufig  die  Identität: 


Gm  Km-\  = Hm*  + Km  Km-2 


(32) 

(38) 
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Sei  ferner  zur  Abkarzung 

„ fey  Arni  (34) 

A.m 

dann  lautet  01.  (28): 

fm  ” — Pm—\  fm~\  (35) 

und  zwar  ist  ist  Pq  = 0.  Multiplicirt  man  mit  fm  und  snmmirt 
von  m 1 an,  so  kommt; 

k=in 

SJkfk  — Pmfmfm\-\  (36) 


$.5.  ErOmmnngen. 

In  der  Ranmearventheorie  werden  die  Kramronngen  durch  die 
Contingenzwinkel  der  Tangente  und  Schmiegnngsebene  gemessen 
Will  man  diese  oscnlirenden  linearen  Gebilde  A', , durch  ihre 
Normalen  ersetzen,  so  zeigt  sich,  dass  die  Normale  der  Tangente 
nur  dann  gleiche  Winkel  mit  dieser  erzeugt,  wenn  sie  sich  längs 
der  Sebmiegungsebene  bewegt.  Die  Hanptnormale  entspricht  dieser 
Bedingung  nicht;  indem  sie  sofort  aus  der  Sebmiegungsebene  hcr- 
anstritt,  bildet  sie  einen  andern  Contingenzwinkel,  nämlich  den,  wel- 
cher die  Totalkrümmnug  bestimmt.  Für  ebene  Curven  sind  beide 
Winkel  gleich,  weil  die  osculirende  Ebene  fest  ist.  Ebenso  erzeugt 
die  Normale  der  Sebmiegungsebene  gleiche  Winkel  mit  letzterer,  wei 
der  oscnlirende  Raum  fest  ist 

Wenden  wir  dies  auf  Cnrven  in  der  festen  linearen  n dehnnng 
an,  deren  oscnlirende  lineare  Gebilde  £„  . . . E^-i  variabel  sind,  so 
haben  wir  zwei  Begriffe  zn  nnterscheiden : Krümmungen  schlechthin 
and  Totalkrümmangen,  welche  wir  nun  folgendcrmasscn  definiren. 

Deviation  des  Strahles  fm  heisst  der  Winkel  zwischen  den  Nor- 
malen auf  der  oscnlirenden  linearen  (m  — 1)  dehnnng  Em-\  und  ihrer 
Conseentiven  innerhalb  E„.  Sie  sei  bezeiebnet  dureb  ?Tn-i.  Die  Grossen 

ÖTm  dtm  , 
dt’ 

heissen  die  mte  Krümmung,  das  (m  — l)te  Krümmnngsverhältniss, 
der  mte  KrOmmnngswinkel. 

Der  Contingenzwinkel  des  Strahles  fm,  d.  h.  der  Winkel  zwischen 
dem  Strahle  und  seinem  Conseentiven,  sei  bezeichnet  durch  8u«-i. 
Die  Grossen 
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dOm  BSm 

li’  äF 


Om 


heissen  die  inte  Totalkrttmmnng,  das  (m— l)te  Totalkrümmungs- 
verhaltniss,  der  mte  TotalkrQmmnngswinkel. 

Es  ist  nnn  zuerst  die  Deviation  von  fm  als  Winkel  zwischen 
den  zwei  Strahlen 

fm  nnd  /m-^tpmSx 

ZD  berechnen.  Sofern  letzterer  in  E„  liegt,  muss  sein  Richtungs- 
cosinns  die  Form  (5)  haben.  Man  kann  daher  setzen: 

+ 3t) (/■„  + «)»,„ 3t)  -*"F‘(.lA,,  + aA3T)/W  (37) 

X=o 

Dann  gibt  die  Qnadratsnmme  der  Analogen: 

- Mm*  + 2Mm7tmdx  - 

£ (Ax.ai  d*  3t)  £ ( AA.m  -j-  di  3t) 

»=0  i=0 

=r‘  £ £ 2Ött  Ai,mSx)gx,X 

JT=0  A=0 


woraus,  da  der  Wert  von  Mm*  bekannt  ist: 

Mm  Äm  = dn— 1 Km  (38) 


Die  zweite  Bedingung  ist,  dass  der  Strahl  fm-{-itm^x  anf  den 
Consecntiven  der  i»  — 1 Strahlen 

fW  (p  = 0,  ...  m — 2) 

d.  i.  anf  den  Süllen 

/•(/i)_j_/(n+i)3t  (ft  = 0,  ...  I» — 2) 


senkrecht  steht  Es  muss  also  sein 
A=»— 1 

0=  £ (Ai,«  + dA3t)(pi,u  + gi.ii+i0t) 

t=o 
i=»— 1 

“•  3t  £ (AA,mgi,/i.(-l  ~f~dtpt./u)  (f*  “ 0*  •••  3) 

i=0 

das  ist 


-■•-1  1 0 

£ dApjj,=  ( 

i=o  l — 


(ft  —0,  ...  m — 3) 
Km  (fi  = I»  — 2) 


Eine  mte  Gleichung  erhalt  man  ans  (37)  nach  Snbtraction  des  von 
3t  freien  Teils,  nämlich: 


Ank.  Itt  lUUi.  ■.  Pkjt.  a Btih«,  TtU  TL 


It 
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£ = Km/m  "I"  -M» 

i=o 

und  nach  Auflösung  des  Systems,  dessen  Coefßcientendeterminante 
«=«  Afm  fm  ist  • 

P0,0  P0,m-3  P0,m-2  / 


QX-l.O  eA-l.m— 8 ** 

0 ...  0 — Am 

p;i+1.0  •••  PA+l,«-3 


Pm-1,0  ...  Pm-I.m-8  Pm-l.iM-2 

das  ist  für  A = m — 1 

dm-l  Afmfm  — Am-1  («m  f>n  + Afm  9>m)  + Am  Afm-lfm-l 

Nach  Gl.  (30)  aber  ist 


folglich 
woraus : 


. V 

Öm-l  Afm  •=  Wm  — •=  A^m-l 


Km-l  Mm  Am  Afm— 1 fm-\  “ 0 


tfm 


Va„a 


kfn— 2 


/»i— 1 


' A«-i 

Demnach  ist  die  Deviation  von  fm 

„ , „ , a V Am  Am— 2 Q 

atm-1  - V2!(<Pm3T)*  — " — St 

und  das  (m— l)to  Krümmunpverhältniss 
” Am 

Führt  man  diesen  Wert  in  die  Differentialformel  (28)  ein,  so 
läutet  sie;  - »s  j*  o /ao\ 

^fm  ■=  fm\\  ^m—fm-\  8tm-l 

nnd  um  Anfang  und  Endo  der  Reihe  sichtbar  zu  machen: 

" f\S'^\ 

8/j  =/i)^^2 — /i8*i 


(39) 


(40) 


(41) 


= /»StB— 1 — /‘«-2  8v*_2 
0/),  = — /«— 10Vm-1 
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Hienws  ergeben  sich  nach  der  Formel 

8(j„_i  = VSdfm* 
die  TotalkrOmmangsverhaltnisse ; 

o'm-a*  = (43) 

einzeln : 

V«  =r,‘»  =1 

<f,'*  =T,'*+t,'* 

and  in  inverser  Entwickelnng : 

t'„*=’z  ‘ (-l)"-*-»  (!'»»  (44) 

i=0 

worans  zwischen  allen  Totalkrammungen  die  Relation  hervorgeht: 

= 0 (45) 

k=0 

Die  Formel  (42)  stimmt  mit  der  in  der  Theorie  der  dreifach 
gekrümmten  Curveu  (Grün.  Arch.  LXV.  p.  337  Gl.  (9})  anf  anderm 
Wege  hergeleitcten  oberein.  Dass  sie  für  jede  Dimcnsionszabl  gilt, 
ist  erst  jetzt  bewiesen. 


§.  6.  Rednetion  der  Invarianten. 

Die  nn  Invarianten  Qx.k  redneiren  sich  zunächst  wegen  gx,x=itx,x 
anf  jn(n-|-  1). 

Ferner  erhält  man  darch  Differentiation  der  Gl.  (7),  wenn  man 
der  Kürze  wegen 

Qx.x  = Qx 

setzt: 

pi(2*)  = (2A)*  ptf  * 2 £ (2A)Aftfijk+?*-A  (46) 

i=o 

k=h 

= 2 2^  (2A-f-l)AeifAjk+2*f  i-A  (47) 

1=0 

Diese  2 Relatioen  reichen  hin  das  in  das  Quadrat  geordnete  System 
(10)  anf  die  n Werte  der  positiven  Diagonale  und  deren  Differential- 
qnotienten  linear  zarückznfuhren.  Die  erstere  Formel  enthält  nur  g 
von  gerader,  die  letztere  von  ungerader  Indexsumme.  Die  Auflösung 
des  erstem  Gleichnngssystems  lautet: 

12* 
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PM+a  “ (—1)*+*^^^  (*  + !)»*  (^) 

Zum  Beweise  setzen  wir  für  den  Differentialquotienten  den  Wert 
(4G)  ein,  dann  kommt : 

li=X—l 

-{-2  £ (2A)^  pt+;*-A4-/i,  /j| 

/j=0 

= (-i)*e»+A^  {-hMh)x 

A=o 

#4—1  "“Tr  Ä=M 

Nun  ist 

A=0DX=Af#i 

1 = (l+*)-*-''(l  + ®)*+'“  — -2^  -S  (— A— ft)A(A  + (i)«**+^ 

' ' A=o  *=o 


A=«o 
» £ 

x=*.|^+A. 

£ (— A — f»)i(A  + (a)»_Ai* 

X=0 

x=A 

x^o» 

A=x 

mm  S ^ 

a;  i— a— ft)A(A+f»)x-i 

x=0  A=0,x-A-#4 

X=« 

P.=X+/i 

-»  £x* 

.£  (-h  — te)l-„(h  + p)k-x\X 

x=0 

A=#4,X— * 

also  der  Coefficient  von  ic*-#' 

£ (,-h—  p)i-n(h-\-p)X+M  — I j ^ (49) 

insbesondere  für  ji  = 0 

^'2  (-A)a(A);.  = 0 (A>0) 

Ä=0 

Hiernach  wird  Gl.  (48)  identisch  erfüllt 

Aus  der  Lösung  von  Gl.  (46)  ergibt  sich  leicht  die  von  Gl.  (47).  Sei 

woraus  durch  Differentiation: 

i=* 

pt+i.i+a+i  + pu+a+2  — 
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Fsbrl  man  zur  Linken  die  Werte  ans  61.  (48)  ein,  so  ergibt  sich  : 
Demnach  ist 

<l=*  2A-H 

®M+»4i  = 1)*+^  (50) 


Ferner  sind  die  folgenden  Anfangswerte  bekannt. 

Tabelle  fttr  pjr,A 


X 

k 

01  2 3 

0 

10-10 

1 

0 1 0 

2 

0 

1 

3 

0 

woraus : 

A,  = 1;  A,  = l 

Sind  nnn  t'j,  t'j,  ...  t'»-i  gegeben,  and  man  setzt 


so  wird  nach  61.  (41) 
daher 

oder  direct 


p«.  = t»'r's  ... 


Km  = (PiPi  ...  pm)* 
(r',"-*t',"-»  ...  r'w_i)* 


Ferner  lässt  sich  61.  (10)  schreiben: 

Km  “ Km—l  P«1— 1 -f-  0« 


(51) 


(52) 

(53) 


wo  Qm  ans  Elementen  besteht,  deren  2 Indices  eine  Somme  <2m— 2 
haben,  die  sich  s&mtUich  nach  61.  (48)  (50)  auf 

Po»  Pu  • • • P«-2 

nnd  deren  Differentialquotienten  redneiren  lassen.  Sind  also  alle  K 
bis  K»  and  alle  Elemente  der  Diagonale  bis  Qm-3  bekannt,  so  er. 
gibt  sich  (fm-i  durch  6L  (53).  Die  vorausgesetzten  f aber  erhält 
man  snccessive  durch  die  61eicbungen 

X,  — KfHf 
X4  ■= 


X«  Xu— 1 1*4*  Q« 

Das  Resoltat  lautet: 
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Durch  die  Krümmungsverbältuisse  bis  t'„_i  sind  alle  Elemente 
der  Determinante,  welche  Km  ansdrttckt,  bestimmt  und  lassen  sich 
nach  den  Gl.  (0:3)  (53)  (48)  (50)  daraus  berechnen. 


§.  7.  Cnrven  constanter  ErOmmungsverhältnisse  und 
constanter  Krümmungen. 


Sind  alle  n — 2 Krümmnngsverbältnisse  t,',  ...  t'h-i  coustant, 
so  sind  nach  §.  7.  auch  alle  p,  mithin  alle  Coefficienten  A constant. 

Sei  nun  die  lineare  (n — l)dehnung  £»_i  fest,  mithin  die  Cui^e 
nur  (n— 2)  fach  gekrümmt.  Dann  kann  man  deren  Normale  zu  einer 
Coordiuatenaxe  nehmen,  während  die  n — 1 übrigen  in  A’„_i  fallen. 
Diese  Normale  hat  aber  die  Richtung  des  Strahles  /«;  folglich  sind 
alle  Analogen  von  /'»  bezüglich  auf  Axen  innerhalb  nnll,  und 
Gl.  (9)  ist  nach  Substitution  von  n für  m homogen  linear  in 

r,  ...  /("-» 


Hier  ist  indes  n die  beliebige  Dimensionszahl,  die  der  ganzen 
Rechnung  zugrnnde  liegt.  Mau  kanu  dafür  auch  n-|-l  schreiben. 
Dann  geht  die  Annahme,  dass  E„-i  fest  sei,  in  die  ursprüngliche 
Voraussetzung  einer  festen  linearen  ndchnung  A'n  über,  und  die  Spe- 
cialisimng  ist  keine  mehr.  Wir  haben  gemäss  Gl.  (9),  worin 
j»  = n-}-l  zu  setzen  ist: 


po.o  ...  po.N-i  / 
p».o  ...  Pii.H-i 


0 


(54) 


und  da  nach  Gl.  (48)  (50)  für  constantc  p 

pt.tf»  — ( — l)*p»+*;  PM4»fi  = 0 

ist; 


(>0 

0 - 

-Pi 

0 . 

-/ 

0 

Pi 

0 ■ 

-p,  . 

..  /' 

— Pi 

0 

p> 

0 . 

..  r 

0 ■ 

-P» 

0 

Ps 

...  f" 

f^•‘) 


(55) 


(56) 


An  dieser  Gleichung  bemerkt  man,  dass  der  Coefficient  jedes 
null  ist,  ln  jedem  Terme  der  Entwickelung  einer  beiio- 
bigeu  Determinante  | p^.Ä  | ist  nämlich  die  Summe  der  Indiccs 
eine  gerade  Zahl.  Tritt  nun  an  die  Stelle  von  px.«  wie  in 
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(54)  SO  muss  fttr  ungerades  n — x auch  mindestens  ein  Element 
jedes  Terms  der  Unterdeterminante  eine  ungerade  indexsummo  haben, 
d.  i.  nach  Gl.  (55)  null  sein,  woraus  das  Gesagte  folgt. 

Hiernach  wird  Gl.  (56)  für  gerade  n ■=•  2v: 


Po  0 

— 

0 / 

0 pi 

0 

..  (-l)»+ip»  0 

— p,  0 

p. 

0 f 

= 0 

(57) 

(-‘d-’p,  (i  (- 

-l)-+«p,+l ., 

6 /b») 

fttr  ungerade  n ■—  2v-|- 1 '• 


Po 

0 

—9i  ■ 

. (-1)»+*P,  0 

0 

Pi 

0 . 

0 f 

—9i 

0 

p,  . 

. (— 1)’-P,+1  0 

-0 

(58) 

6 

(-i)”epfi 

0 .. 

*0  /(«■’+i) 

Die  vollst&ndigcn  Integrale  beider  Gleichungen  sind  von  der  Form 

/ = 

wo  die  C ganze  Fnnctionen  von  r oder  constant,  die  A constant 
and  durch  bekannte  Gleichungen  bestimmt  sind. 

Da  nun  f die  Grenzen  ± 1 nicht  überschreiten  kann,  so  können 
die  A nur  rein  imaginär  oder  nnll  nnd  ungleich,  die  C nur  constant 
sein.  Sei  .4  = +ta;  dann  sind  die  a für  gerade  n<=  2v  die  Wur- 
zeln der  Gleichung: 

9o  0 —fl  ...  0 1 

0 fl  0 ...  (— l)»+>ep  0 

— P,  Op,  ...  0 -o»  =0  (59) 

(-1)'P»0‘  (-D’+ipHi  b (-l)-a*» 
für  ungerade  n = 2v-|-l  die  Wurzeln  der  Gleichung: 


Po 

0 

— Pl 

(-l)'p»  0 

0 

Pl 

0 

0 1 

— Pl 

0 

p. 

(— 1)'+»Pp+i  0 

0 

-Pl 

0 

0 -o* 

(-D'p. 

0 

(— l)»+lp,+l  . .. 

0 (— l)*’o2» 

0 (- 

-l)’p*+l 

0 

pz»  0 
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Dio  IntegratioDscoDstaotCD  C mttssoo  dor  Gleichnng 

entsprochen.  Doch  genOgt  es  ein  specielles  System  von  n»  Werten 
der  C anfzustcllen , da  die  allgemeine  Lösung  dnreh  Coordinaten- 
transformation  darans  hervorgeht.  In  einfachster  Form  können  wir 
setzen  fttr  n = 2v: 


/■=  cACOs(oir),  cAsin(oi»)  (1=1,  ...v)  (61) 

fUr  n — < 2v  1 : 

f—co,  cACOs(a;iT},  cAsin(oAt)  (1  = 1,  ...v)  (62) 

nnd  die  Bedingung 

«1*+  ...  Cr*  — 1,  resp.  Co*"l"  •••  «v*  = 1 
durch  beliebige  Anordnung  erfttllen. 

Sollen  nun  sämtliche  Krümmungen  constant  sein,  so  kommt  bei 
unveränderter  Bestimmung  des  begleitenden  Axensystems  nur  noch 
dio  Gleichnng  hinzu: 

— r — const 


nnd  man  erhält  die  Coordinatenwerte  bzhw.  fflr  gerade  und  unge- 
rade n: 


X = — 8in(«it), 


— — COS(oAt) 


(63) 


X 


rCoT, 


— sin(etiT),  — ^^cos(«At) 
1-1  ...  V 


(64) 


Eine  Cnrve,  deren  erste  m Krümmungen  constant  nicht  null, 
deren  übrige  Krümmungen  null  sind,  heisse  Spirale  mter  Ordnung. 

Eine  Spirale  mtor  Ordnung  (für  m < n— 1)  ist  nur  ein  Special- 
fall einer  Spirale  (n— l)ter  Ordnung,  in  den  dieselbe  übergeht, 
wenn  man  A'Mfi  fest  annimmt,  wobei  ...  t'.-i  verschwinden. 

Das  Coordinatonaxensystem  behält  beliebige  Stellung,  doch  lassen 
sich  m-)-l  Axen  in  legen  nnd  so  die  übrigen  Coordinaten  ent- 
behrlich machen. 

Eine  Spirale  jeder  Ordnung  ist,  wie  die  Gleichung  zeigt,  sich 
selbst  in  allen  Teilen  congment  nnd  lässt  sich  in  sich  selbst  ver- 
schieben. 

Eine  Spirale  mtor  Ordnung,  welche  mit  einer  Cnrre  « einen 
Punkt  nnd  in  diesem  alle  begleitenden  Axen  und  alle  Krümmungen 
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bis  m mtcn  gemein  hat,  heisse  mte  Krümmangsspiralo  von  t für 
jeoeo  Punkt  Sie  repr&sentirt  demnach  die  m ersten  momentanen 
Krflmmangen  von  $ durch  ihre  constanten  Erammnngen. 

Die  Aufgabe  der  Construction  aller  Krflmmungsspiralen  einer 
gegebenen  Cnrve  fdr  jeden  ihrer  Punkte  ist  im  Vorstehenden  ge- 
löst: man  bat  erst  ans  den  KrQmmungon  der  gegebenen  Cnrve  nach 
S-  6.  die  p,  ans  diesen  die  a zn  berechnen  nnd  diesen  gem&ss  die 
Spirale  zn  bestimmen,  endlich  die  Spirale  in  die  erforderliche  Lage 
zn  bringen. 

Die  Bestimmung  der  a ergibt  fUr  die  kleinsten  Dimensionszahlen 
Folgendes. 

FOr  n — 2 wird  61.  (63) : 

1 — a*-0 

«orans  als  Spirale  1.  Ordnnng: 

(E  — r cos  T,  r sin  r 

das  ist  ein  Kreis. 


Fttrn  3 wird  01.  (64): 

(Ps— !)“(«*— Pi)  “ 0 
woraus  als  Spirale  2.  Ordnnng: 

x^rrcosß,  rsin^c08(VpjT),  r sin/fsin(VpaT) 
das  ist  eine  Schranbenlinie. 


Für  n — 4 wird  Gl.  (63) : 

(Ps— P**)IP»  -l)“^  + (Ps  — P8)«*  + Ps— Ps*l  = 0 
Sind  ±«1,  +0}  die  Wurzeln,  so  wird  die  Spirale  3.  Ordnnng: 

r I*  * 

X — - cosj5sin{ai t),  — - C08pco8(o,  t) 

-8indsin(a.  t),  — - sin  jS  cos(o,  t) 

er,  o. 

Jede  dieser  Spiralen  lässt  sich  auch  als  KrQmmnngsspirale  einer  be- 
liebig mehrfach  gekrümmten  Cnrve  verwenden. 
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XL 

Zur  Theorie  der  Schliessungsprobleme. 


Von 

Emil  Oekinghaus. 


Dio  aas  der  Vcrbindaag  der  elliptischen  Integrale  and  Func- 
tionen bervorgehendeu  Schliessungstbcoreme  gewinnen  ein  um  so 
böberes  Interesse,  als  jeder  zur  Erforscbuug  dieser  eigenartigen  Ge- 
bilde eingeschlagene  Weg  neue  Gesichtspunkte  eröffnet. 

Der  hier  gewählte  Weg  nimmt  seinen  Ansgangspunkt  von  der 
anf  das  Additionstbeorem  der  elliptischen  Integrale  erster  Art  sich 
beziehenden  Relation  von  Lagrange,  da  ihre  die  Amplituden  dieser 
Integrale  enthaltenden  Ausdrücke  Producte  von  Wurzelwerten  be- 
stimmter Gleichungen  darstellen,  welche  jene  Relation  in  eine  Kogel. 
Schnitts-  oder  höhere  Gleicbnng  transformiren.  Die  Ausführung 
dieses  Grundgedankens  führt  anf  manche  bemerkenswerte  Beziehungen 
namentlich  confocaler  Ellipsen , sowie  auch  zu  einer  neuen  Methode 
der  geometrischen  Addition  der  elliptischen  Integrale,  welche  viel- 
leicht einige  Aufmerksamkeit  verdient.  Da  dio  Integrale  der  Pendel- 
bowegung  sich  zwanglos  in  der  Untersuchung  verwenden  Hessen,  so 
haben  wir  sie  in  den  Kreis  der  Schliessungsthooremo  hier  anfge- 
nommen. 

I. 

Ein  Punkt  in  der  Ebene  einer  Ellipse,  deren  Gleichung 
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ist,  sei  durch  die  Polarcoordinaten  H(a)  bestimmt.  Wir  ziehen  die 
beiden  Tangenten  an  die  Cnrve  nnd  bezeichnen  die  Coordinaten  der 
Berflhrnngspankte  xg  vermittelst  Einführung  der  excentrischen  Winkel 
qg  allgemein  dorch 


Da  nun 


X — r sin  9,  y = b cos  <p 


b*x  y — iZsina 
a*y  X — iZeoSK 


ist,  so  erhält  man  durch  Einsetzen  obiger  Substitutionen  aus  letzter 
Formel  die  Beziehung 

1)  a sin a cos 7 -{-6 cosasin 9 

also  die  Gleichung 


2)  6*(Ä*  cos  a*  — a*)  tg  9*  -j-  sin  2o  tg  9 -f-  sin  a*  — 6’)  = 0 


Da  Ausdrücke  wie  sin  9^  sin  9^,  COS71COS92  später  häufig  zu  bercebneu 
sind,  BO  bemerken  wir  hier,  dass  aus  der  Gleichung 

otg9*  — 6tg94-<5  ■=■  0 


die  genannten  Formen  ans  folgenden  Relationen 


sin  9,  sin  9} 


, cos  9,  cos  9i  — , 

V(o  — c)*-j- 6*  V(o — 

sich  ergeben.  Ans  diesen  oder  auch  den  nachfolgenden  Gleichungen 

ob^  a^b^ 

(a*sino*-{-i*coso*)sin9* — 2^  cosa.siu9 -f-  — a*sino*  — 0 

a^b  a *6* 

(a*  sin  o*  -j-  b*  cos  o*)cos  9*  — 2 sin  a . cos  9 + — 6*  cos  o*  =0 

finden  sich  demnach  leicht  die  Formeln 

a*b* 


Ä* 


— a*  sin  a* 


sin  Qpf  81D  9f  ää««»  # I 1.11  X 
'TI  ’T»  a*8in  a*-|-o*C0Ba* 


Ä* 


— Ä*COSa* 


cos9,co89,  = oS5in„*^jScos„s 

Das  genannte  Additionstheorem 

basirt  nnn  auf  der  Formel  von  Lagrange  oder  Euler: 


Digilized  by  Google 


188 


Oekingkaut;  Zur  Theorie  der  Scklieesungsprohleme. 


cosg), cosqpi^sinqp,  sinqPf^Co)  ~ coso 

und  der  Zweck  unserer  Untersnehnngon  grOndet  sich  auf  die  Sub- 
stitution der  obigen  Formen  von  siu(;(>cos(p  otc.  in  diese  Relation. 
Daraus  geht  eine  Polargicichung  für  R{a)  hervor,  deren  Curve  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass  die  von  jedem  ihrer  Punkte  an  die  Ellipse 
gezogenen  Tangenten  in  ihren  den  Berührungspunkten  entsprechen- 
den excentriseben  Winkeln  {der  Fnndamentalrelation  genügen.  Wir 
betrachten  hierbei  den  Modulus  k und  die  Amplitude  0 als  im  all- 
gemeinen constante  Grössen. 

Die  Endgleichung  ist  nun 

3)  0*4* — 4*Ä*cosn*-}-(o*4* — a*Ä*sino*)zfff=(a*it*sino*-['**-f^*'^o*<‘*)c®sff 

und  stellt  in  der  hier  gewählten  Form  eine  Ellipse  dar,  auf  welche 
Curve  wir  uns  im  Folgen  beschränken  werden.  Für  die  Hyperbel 
wäre  einfach  das  Vorzeichen  von  Ja  nmzukehren. 

Ueber  k*  steht  die  Verfügung  frei,  demnach  können  wir 


setzen,  welcher  Wert  geometrisches  Interesse  hat. 
Die  Ellipsengleichnng 


4) 


X* 


1 ~\^Ja 


l-{-cosfl 

welche  wir  abgekürzt 


4* 


= 1 

1 


chrcibon,  bat  nun  die  Eigenschaft 


woraus  folgt,  dass  beide  Ellipsen  confocal  sind.  Da  sich  ans  dieser 
Eigenschaft  manches  Bemerkenswerte  entwickeln  lässt,  so  wollen  wir 
bei  diesem  Specialfall  von  confocalen  Ellipsen  etwas  verweilen. 


Wir  können  die  Amplitude  a auf  folgende  Weise  bestimmen: 


Man  setze  in  der  Gleichung  F » 4,  das  entsprechende  X findet 
man  leicht  durch  folgende  Formel  ansgedrflekt: 

5)  .X  = atgi« 
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Wegen 

hat  man  auch 
nnd  da 


B*  _ 1+^g 

4*  ^(»4- COS« 

^ —b*  1 — C08  ff 

B* 


o*  i-|-co8a 

so  folgt  durch  Mnltiplication  der  letzten  Formeln 


tgio*  = 


A*  B*  — b* 
a*  B* 


d.  i.  wegen  A*—B*=c* 

tg}o* 


A*  — a» 
a*  A*—c’‘ 


2a*  A*  — a*e*  — A* 
^ — 2^»c*+^«  + a*c* 

Är-a*c* 


Ans  den  Axen  zweier  confocalen  Ellipsen  hestimmt  sich  dem- 
nach in  vorstehender  Art  die  Amplitude  o,  welche  vermittelst  5) 
leicht  construirt  werden  kann.  Beschreibt  man  n&mlich  nm  die  1. 
Ellipse  den  einscbliessenden  Kreis  vom  Radius  a,  so  ergibt  sich  ans 
dem  Dreieck  Oax  sofort  die  halbe  Amplitude.! 

Bemerkt  man  ferner,  dass  für  die  Lage  des  oben  gewählten 
Punktes  XY  d.  i.  Xb  eine  Amplitude  tp  verschwindet,  so  wird  die 
zweite  zu  u,  welche  man  findet,  wenn  von  dem  genannten  Punkte  die 
zweite  Tangente  gezogen  wird. 

Da  jede  Tangente  an  die  1.  Ellipse  die  nmschliessende  confocale 
2 mal  schneidet,  so  können  von  den  neuen  Dnrcbschnittspnnkten 
wiederholt  Tangenten  gezogen  werden.  Wir  wollen  annebmen,  dass 
das  entstehende  Polygon  sich  nach  ein-  oder  mehrfachen  Umlänfen 
Bcbliesst.  Die  analytischen  Bedingungen  für  den  ersten  Fall  sind 
non  bekanntlich  an  folgende  Relationen  geknüpft: 

Für  ein  n Eck  hat  man,  wenn  man  beachtet,  dass  der  (n-f-l)te 
Berührungspunkt  mit  dem  ersten  znsammenfällt 

F(,7)  — f\l)  = F(a) 

■*^(8)  — A’cS)  = F^a) 

6) 
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6) 


•F|4)  — /'(S)  f\tt) 


nnd  da 
so  resultirt 
woraus 


also 


•F]«)  — Fl«-!)  = Flff) 

Fl«^-!)  — Fn  = F[a) 

FV+i  — F(1)  = nF(a) 

F(«+i)— F(,)  =4^ 

nF((r)  — 4Jf 


F(ff)  — 


fl 


4X  2a*^*  — a*c*— 
n ~ Ä*~  o»c* 


folgt 


Um  einige  Anwendungen  zu  geben,  wollen  wir  n — 3 setzen, 
nnd  haben  demnach  die  Bedingnngsgleichung  zu  suchen,  unter  wel- 
cher das  Tangentendreieck  der  1.  Ellipse  zum  Sehnendreieck  der  2. 
confocalen  wird. 


Zunächst  ist 

Flff)— §JT,  o = amjA 
Setzt  man  nun  in  der  Definitionsgleichung 

cnucno  — sn«  sne  dn  =cn(u-l-ti) 

u = e — 

= iK—iK 

so  erhält  man 

cnJA:*-sujlK»dniX  -=  cnJX 
Man  kann  die  Werte  von  cne,  Zo  leicht  berechnen,  sie  sind 


cn^£  - 


2X*o*  — A*  — o*c* 
A*  — a*e* 


dnjA 


— 2A»c*-fA«4-a*c* 
A*  — a*c* 


SO  dass  durch  diese  Formeln  die  obige  Gleichung  abergeht  in 
A**  — 4a*  A® -|- 6u*  c*  A*  — 4a*d*  A*-\-a*  c*  — 0 
und  setzt  man 
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A* 


— », 


k 


BO  ergibt  sich 

**  — 6i***  — 4i*  2*  a -}-  ifc*  “ 0 


Die  Lösung  der  Aufgabe,  za  einer  gegebenen  Ellipse,  deren  Ex- 
c 

centricität  durch  k ^ - bestimmt  ist,  eine  zweite  confocale  zu  finden, 

von  der  Eigenschaft,  dass  das  dem  ersten  ambeschriebene  Tangenten- 
dreieck zum  Sehnendreieck  der  zweiten  wird,  hängt  von  der  Aaf- 
lösnng  einer  biqaadratischen  Gleichung  ab,  deren  eine  Wurzel 

z = ^ die  grosse  Achse  der  gesachten  Ellipse  bestimmt.  Zar  Anf- 

lösnng  der  obigen  Gleichung  bemerken  wir,  dass  die  quadratische 
Invariante  gleich  0 ist.  Der  Wurzelwert  ist  demnach  leicht  zu  be- 
rechnen. Uebrigens  kann  noch  eine  andere  Gleichung  eingefOhrt 
werden,  wenn  man  die  obige  als  die  Gleichung  der  Wurzelqnadrate 

der  neuen  ansieht.  Für  a;  — — folgt  nämlich,  wie  leicht  nacbzu- 


weisen  ist. 
Setzt  man 
so  folgt 


x*  — 2x»+2k*x  — k*  = 0 


® “ y+i 


Nimmt  man  ^ an,  so  wird  sehr  einfach 


i + VF+v| 

Wir  benntzen  für  den  vorliegenden  Fall  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Integrale  der  2.  Art,  um  eine  Relation  abzuleiten. 
Wir  habeu  der  Reihe  nach  zunächst  allgemein 


£(S)  — A’(i)  = E^a)  — sin  0 sin  9),  sin 
E(^3i  — £;2)  =■  Eia)  — fc*  sin  ff  siu  sin  qpj, 

£(4)  — £(3)  " £(»)  — A:*sinffsin9)s8in9)4, 

8)  

E(n)  — £(«-i)  — £(o)  — i*sin  ff  sin  tpn-i  sin  q>n 
£(h+1)  — £(»)  = £(«)  — k*  sin  ff  sin  <pn  sin  q>K  f 1 


und  da 


£(»fi)— £(11  — n£(o)  — t-^sinff^sin^ijsinq), 

£(«+i)  — £(i)  = 4£ 


d; 
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worin  E das  vollständige  Integral'  nnd  demnach  4£  der  Umfang  der 
Ellipse  fttr  a — 1 ist,  so  folgt 

9)  4£  = nE^a•^  — k*  sin  a £ sin  g»,  sin  «p* 

Hicrans  geht  hervor,  dass  i^singriSincpi  eine  constante  Grosse  ist 
Man  hat  also,  da 

sing>M4.i  o sing)] 

10)  sin  gij  sin  gy  -|-  sin  g>y  sin  g>g  -f~  Bin  g>s  sin  g>4  ■ . . 

...  sin g)n-i sin g>H-|~ Bin g»H sing,  C 

Diese  Relation  zwischen  den  Amplituden  der  Integral  j besteht 
fOr  alle  Tangenten-  nnd  Sehnenvielecke  zweier  confocalen  Ellipsen. 

Für  das  Dreieck  ist  die  Constante  C leicht  zu  ermitteln,  nämlich 

sin  g>,  sin  g>y-{- sing),  sin  g>s-|- sin  g>3  sin  g>]  — — sino* 

demnach  ist 

iE  — fc*sino» 

Man  hat  bei  diesen  Bestimmungen  besonders  auf  die  Vorzeichen 
der  Functionen  zu  achten.  Nimmt  man  sing>,  negativ,  so  wird  singi, 
positiv,  sing>3  negativ. 


Da  sin  g = - ist,  so  kann  die  oben  gefundene  Formel  auch  dnrcb 

= C 

dargcstollt  werden. 

Wie  vorhin  fOr  das  Dreieck,  so  gelten  fär  das  4,  6,  n Eck  die 
allgcinoincn  Formeln 

iK  — A*-|-2A*o*— a«c* 

C®  _ “ äI  • 


11) 


, 4A  A*-2A*c*-|-n*c* 

‘‘"ir  = — Tt«-.,*? — 


f\e) 


Fttr  das  Viereck  worden  diese  Gleichungen  sehr  einfach. 


Die  Redingnngsgleichnng  ist 


w\>raas 

.4*  - tf(a-|-»). 
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CoDstrnirt  man  demnach  zu  einer  Ellipse,  deren  Halbachsen  a 
and  b sind,  eine  zweite  confocale,  so  lässt  sich  für  den  Fall,  dass  die 
grosse  Halbachse  der  zweiten  durch  A — Va{a  -|^i)  bestimmt  ist, 
der  änssem  Ellipse  ein  Parallelogramm  einzeiebnen,  welches  der  In- 
nern nmgezeichnet  ist. 

Da  £(«)  — E ist,  so  folgt 

.£sinqpjsinqt>j  — > 0 

Die  Anwendang  der  Formeln  auf  das  8 Eck  führt  auf  die  Be- 

K — 

Stimmung  von  dn  g , welcher  Ausdruck  bekanntlich  gleich  Vz'  ist. 

Die  Bedingnngsgleichnng  führt  demnach  auf  die  Relation 


woraus 


(^y  ” vi-fi'  (Vi +k‘-  Vk‘) 


Da  k 


ist,  so  folgt 


Die  Relation  9)  geht  nun  Ober  in 

4£  = 8E(o)  — ib*  sin  sin  9>,  sin  f j 
Ans  einer  speciellen  Lage  des  Achtecks  folgt  aber,  dass 
£ sin  (p]  sin  ipj  = 4 sin  a 
E = 2A'((j)  — /:*sino* 


weshalb 


Die  analytischen  Bedingungen  für  Tangenten-  und  Sohnensechsecke 
confocaler  Ellipsen  hasiren  auf  den  Formeln 


12) 


cn|A"  = 


dnJA  = 


• A*  -j-  2A*  a*  — a*  c* 


A*  — a*c* 
A«-2A»c*-l-a»c* 


A*-a*c* 

Setzt  man  nun,  um  eine  Relation  zwischen  den  letzten  Grössen 
zn  finden,  in  der  Formel  7) 

« = t>  = |A',  t|A-=2K  — JA 

so  wird  man  erhalten 

Anli.  i.  Xatk.  n.  Pkja.  2.  K«!l»,  T.  VI.  |S 
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cnjX* — snliT^dnlir  = — cnfÄ 
aos  welcher  nach  einigen  Entwickelungen 

cnj/f  — (1  — cn  dn  |Ä-  = 0 

hervorgeht 

Nach  Substitution  der  Werte  aus  12}  erhält  man  also  aus  der 
letzten  eine  Bedingnngsgleichnng,  die  wir  wie  folgt  schreiben 

Setzen  wir 


so  ist 

**  — j =0 

Wie  beim  Dreieck,  so  beruht  auch  beim  Sechseck  die  Bestim- 
mung der  Axenverbältnisse  auf  der  Auflösung  einer  biqnadratischen 
Gleichung. 

FUr  die  Ellipsenbogen  besteht  nach  91  die  Relation 
\E  — 6£((j)  — it*  sin'o  £ sin  gp,  sin 

Da  aber,  wie  auch  hier  an  einer  speciellen  Lage  des  Sechsecks 
deutlich  wird,  die  Constaute 

C = 2 sin  a* 

ist,  so  hat  man 

2£  = 3£(»)  — l:*sina* 


II. 

In  dem  bisher  Entwickelten  hatten  wir  die  Annahme  gemacht, 

C 

dass  der  Modulus  ^ ~ Ini  Folgenden  lassen  wir  diese  Con- 

stante  unbestimmt,  so  dass  die  allgemeine  Ellipsengleicbnng 

^-1 j yi 1 

1-t-cosff  /fofcosa 

fOr  alle  Fälle  gilt  Beide  Curven  haben  gleiche  Acbscnrichtnngen 
und  gemeinsamen  Mittelpunkt 

Demnach  bestimmen  sich  die  Achsen  der  2.  Ellipse  ans 
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13) 


Ä* 


1+C08  a' 


B*  = b* 


1 Zo 
da-\-coaa 


Auch  hier  Buchen  wir  die  AbBcissen  Jf  zu  bestimmen,  deren  Ordi' 
nate  — b ist.  Man  findet 


X — otgi® 


Sind  demnach  2 concentrische  Ellipsen  gleicher  Achsenricbtnngen 
gegeben,  so  ist  damit  auch  die  Amplitude  o der  Belation 


Ja 


bekannt  Elimlnirt  man  in  13)  Ja,  so  kommt  schliesslich 


tgja* 


A*  B*—b* 

a*  B* 


a*B*-A*(B*-b*) 
COsa-  a*B*  + A‘(B*-b*) 

Ferner  folgt  ans 

1 + ^ 

O*  ~ 1+C08  0 

die  Beziehung 

2 "V  COS  io*  - 1 - Vl  — i»sino^ 
a*  ■ 


woraus 


tgj0*  = 


A*(A*  — a*) 
a*(A*  — fc*a») 


Aus  der  Verbindnug  beider  Formeln  fttr  tg^o*  resnltirt  eine  Relation 
für  nämlich 

. o*iJ»  — 6*A» 

* “ o*(21*  — i‘) 

Da  also  i nnd  cos  a durch  die  Achsen  beider  Ellipsen  bestimm- 
bar sind,  so  gewinnt  man  auch  für 


Ja  — Vl  — i*sino* 

die  Formel 

A*(ZJ*-f-i*)  — a*ü* 

“ A»(B»— 6»)-f  a*B* 

Die  Schliessungsprobleme  fttr  2 Ellipsen,  welche  bei  gleichen 
Achsenrichtungen  denselben  Mittelpunkt  haben,  sind  demnach  an 
folgende  Formeln  geknttpft: 

Fttr  ein  n Eck,  welches  der  änssern  Ellipse  ein-,  der  innem  nm- 
gezeichnet  ist , gelten , von  welchem  Punkte  der  einen  oder  andern 
man  auch  beginnen  möge,  die  Etelationen 

13* 
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F(a)=  — für  1 Umlauf, 

Fla)  •=  4 — für  u Umlaufe. 
' ' n 

Im  ersten  Fall  hat  man  also 

4Jr 


0 = am  — 

n 


4K  o*B*  — -i*) 
n “ a*B*-f  A*{B*—b*)’ 

iE  — a^Eß 

a*B2— **4*  , i*  X*  — a* 

’ fl*  B2_4* 

und  analog  für  den  2.  Fall. 

Bei  der  Anwendung  auf  3,  4,  n Ecke  hat  man  also  die  Be- 
ziehungen zu  suchen,  welche  für  verschiedene  Werte  von  oder 

— u in  Form  von  Gleichungen  bestehen.  Vermittelst  Substitution 

obiger  Ausdrücke  in  diese  Beziehungen  gehen  neue  hervor,  welche 
das  Abhängigkeitsverhaltniss  der  Achsen  beider  Ellipsen  definiren. 

Indem  man  dann  den  Modnlus  h oder  a und  b beliebig  annimmt, 
gewinnt  man  manche  interessante  Ergebnisse,  deren  einige  wir  hier 
mitteilen. 


Ist  z.  B.  k — 0,  so  folgt  aus  der  letzten  Formel 

A a 

jj^b 

Sobald  also  die  Ellipsen  ähnlich  sind,  gehen  die  elliptischen  Func- 
tionen in  Kreisfunctionen  und  damit 


iK  . 
cn  — in 


2ffu 

cos  — 


n 


über.  Daher  ist  hierfür 


oder 


tgJo*  = 


B*  — b* 
b* 
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, b a Tiu 

cosi*  — D “■  1 = cos  — 

’ B A n 


Ist  diese  Bedingung  erfollt,  so  schliesst  sich  bei  ähnlichen  in 
ihren  Achsen  gleichgerichteten  concentriseben  Ellipsen  das  Polygon 
wie  anch  der  Anfangspunkt  gewählt  werden  möge. 

Uierans  geht  hervor,  dass  die  obige  fQr  Kreispolygone  gttltige 
Formel  sich  anch  auf  Ellipsen  der  oben  deiinirten  Art  ansdehnen 
lässt.  Die  ezcentrischen  Winkel  stehen  dann  in  folgender  Beziehung 
zu  einander. 

Vf  — 9>i  = “ <P4  — 9s  ■■•=  0 

woraus  ffir  diu  Cnrvon  einfache  constmetivo  Bestimmungen  hervor- 
gehen. 

FOr  das  Sechseck  gilt  nnn  im  allgemeinen  Fall 
F(e)  - |JST 

weshalb  wir  jetzt  die  Formel 

_i L.  „ 1 

cn|A  dnÜÄ 

anznwenden  haben.  Substitoiren  wir  die  in  14)  berechneten  Ausdrücke 
in  die  letzte  Formel,  so  resnltirt  die  elegante  Relation 


1 

o*  4» 
B* 


1 


+ 


11 
^ 4‘_  6» 

A*  B*  ^ A* 


als  Bedingnngsgleicbnng  für  die  Achsen  zweier  gleichliegenden  con- 
centrischen  Ellipsen,  wenn  jedes  Sebnensechscck  der  änssern  zum 
Tangentensechseck  der  innern  wird. 

Ans  der  letzten  Relation  folgt  nun 


vermittest  welcher  für  bestimmte  Werte  der  kleinen  Halbachsen  6 
nnd  B,  die  entsprechenden  für  die  grossen  Halbachsen  berechnet 

werden  können.  Falls  also  - constant  bleibt,  kann  a nach  Belieben 

gewälilt  werden.  Es  gibt  also  unendlich  viele  Ellipsen,  welche  den 
obigen  Bedingungen  genügen. 
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Sofern 

a A 
b""  B 

ist,  wird  man  fUr  beide  jetzt  ähnliche  Ellipsen  die  Formeln 
A*  = |o*,  B*  — J6* 

haben,  welche  fttr  a 6 in  bekannte  Kreisrelationen  übergehen. 

Die  Formeln  für  das  Dreieck , also  für  n 3 gehen  aus  der 
Substitution  der  Formeln  14)  in  7)  hervor.  Die  schliessliche  Re- 
dnction  der  Gleichung  führt  auf 

^*(Ä‘  -6*)»  — =0 

worin  A,  B und  o,  b die  Halbachsen  der  beiden  entsprechenden 
Ellipsen  sind. 

Ans  dieser  folgt  die  einfache  Relation 


welche  eine  bemerkenswerte  geometrische  Constmetion  znlässt 

Wie  man  sieht,  stellt  sie  die  Gleichung  einer  Geraden  in  recht- 
winkeligen Coordinaten  vor.  Demnach  hat  man  folgenden  Satz: 


Zieht  man  in  einer  festen  Ellipse,  deren  Halbachsen  A und  B 
sind,  eine  die  Scheitelpunkte  XY  verbindende  Gerade,  so  oxistiren 
für  alle  auf  dieser  Geraden 


liegenden  variabeln  Punkte  ab  entsprechende  Ellipsenschaaren,  welchen 
die  Eigenschaft  zukommt,  dass  der  festen  Ellipse 


A*^  B*  ^ 


Dreiecke  cinbcscbriebcn  werden  können, 
achsen  ab  variabeln  Ellipsen 


nmbesebrieben  sind. 


welche  den  mit  den  Halb- 


Die  Amplitude  des 


Integrals/-^“^ 


wird  jetzt  durch 


ansgedrückt. 
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FOr  das  Vioreek  wird,  am  wieder  zu  den  allgemeinen  Formeln 
znrfickznkebren 

ir  = am  A = 2 

and 

A*^  B* 


wrorans 

oder 


t* 


2A* 


A* 


-1+*' 


a 1 


Vermittelst  eines  die  änssore  Ellipse  einschliessenden  Kreises  ist 
2 dnrch  den  excentriscben  Winkel  tp,  also  dnrcb 

a . , 

2 -=  Bin  tp 

bestimmt,  and  da 

1 K 

Vi+i'“®“» 

ist,  BO  folgt 

K 

— am  2 


Da  0 — 90*’  ist,  so  sind  die  Radien  nach  den  Bertthrangspnnkten 
der  tangirenden  Sehnenvierecke  einander  conjngirt. 


Fttr  das  Achteck  ist  die  Bedingnngsgleicbnng 


Setzt  mau 


^ h'_ 

A*  B* 


+ i-y 


so  ergibt  die  Entwickelung  für  y eine  Gleichung  5.  Grades. 

Um  die  Verhältnisse  für  ein  Zehneck  darznstellen,  erinnern  wir 
an  die  bekannte  Relation  (Dnr^e  S.  185) 
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+.n!ürd.!Ar 

Gemäss  der  Formeln  14)  ist  nun 


enjÄ-- 


a*  B*—  AHB^—b*) 
a*  B*-\-A\B'*  — b*) 


dn|X 


A*(B*-\-b^)  — a*B* 
A\B*  -b*)-^a*B* 


Fuhrt  man  diese  Ausdrücke  in  obige  Formel  ein,  so  resnitirt 


welche  Relation  ebenfalls  auf  eine  biquadratische  Gleichnng  fuhrt. 
Wäre 


so  würde  folgen 


wie  es  sein  mnss. 


A 

B 


16  :ji-20^-,  + 5 


A* 


Die  allgemeinen  Formeln  geben  noch  zu  einer  interessanten 
Betrachtung  Veranlassung.  Sie  enthalten  nämlich  eine  eigentümliche 
Methode  der  geometrischen  Construction  des  Additionstheorems  der 
elliptischen  Integrale  erster  Art,  und  zwar  wird  dieselbe  durch  Kreis 
und  Ellipse  vermittelt.  Denn  setzen  wir  in 


J ^0  J 


A<fi 


die  Amplituden  o und  g»,  und  den  Modulus  k als  gegeben,  f>,  als 
gesucht  voraus,  so  bat  mau  zunächst  in  den  ans  14)  hervorgehenden 
Formeln,  wenn  a=b  gesetzt  wird : 


k'* 


A»  — o« 


tgio«  = 


A*  B*-a* 
B*  a*~ 


.ß*zueliminiren.  Für 


A* 


y kommt  dann 


% 


y* — sKi + lg  i«*) + **tg  Jo*  = 0 
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woraus  demnach  2 Werte  für  hervorgehen,  welche  beide  wir 

berücksichtigen  worden.  Für  das  obere  Zeichen  geht  nach  einigen 
Umformnngen  des  Warzelausdrucks  die  Beziehung 

^ ^ Vl  + isino  —ksino 
“ 2cosia 

und  für  das  untere  die  Ezcentricität 

^ _ Vl-[-fcsing — Vl  — isino 

^ 2 cos  * 

hervor. 


Der  Radios  a des  Kreises  kann  willkürlich  gewählt  worden,  die 
erste  Formel  lässt  demnach  A leicht  finden,  daher  ist  auch  B nach 
einer  der  obigen  Formeln  bekannt  Wird  nun  die  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  AB  construirt,  so  kann  für  jede  Amplitude  (pj  die  der 
obigen  Relation  entsprechende  Amplitnde  <pt  bestimmt  werden.  Wir 
ziehen  nämlich  an  den  Kreispunkt  K,  welcher  der  Amplitude  tpi 
entspricht,  eine  Tangente  K,  £ bis  zur  Ellipse,  und  von  £ ans  eino 
zweite  £A,  an  den  Kreis,  der  Berührungspunkt  ergibt  im  zuge- 
hörigen Winkel  g>,  die  gesuchte  Amplitude. 


Die  Construction  ändert  sich  nicht  wesentlich,  wenn  man  die 
innere  Ellipse  unverändert,  dagegen  die  äussere  in  einen  Kreis 
übergehen  lässt.  Unter  diesen  Umständen  wird  also  A — B,  und 
die  jetzt  gültigen  Relationen  für  das  Additionstheorem  sind 


A* 

A*— i* 


i» 


A* 

Eliminirt  man  hierin  und  setzt 
a* 


so  resultirt  schliesslich 


c» 


= y 


Jt*  — y(l-|-tßia*)  + **tgio*  = 0 
woraus,  wie  vorhin 

f ^ y l+isin  <j  — y 1 — fc  sin  0 _ j 
“ 2cos}o 

^ _ yi-j-isino — yi — Ajsin  a 
2cosio 

folgt 
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Bei  bestimmten  a folgt  ans  der  ersten  Formel  die  ExcentriciUlt 
der  gesuchten  Ellipse,  nnd  ans  der  zweiten  ergibt  sich  der  Krois- 
radius.  Die  Amplituden  der  Integrale  werden  dann  wie  vorhin  ge- 
funden, wenn  die  excentrischen  Winkel  auf  bekannte  Art  eingetragen 
worden  sind. 

Die  beiden  Ellipsen  haben,  wie  man  sieht,  die  gleiche  Excen- 
tricität,  so  dass  die  entwickelten  Constructionen  in  einer  gewissen 
Dualität  zu  einander  stehen. 

Man  kann  endlich  auch  die  Formeln  in  ihrer  Allgemeinheit  bei- 
bchalten,  wodurch  beide  Curven  Ellipsen  bleiben.  Legt  man  der  er- 
sten bestimmte  Achsen  a nnd  b bei,  so  ergibt  sich  wie  früher  aus 
der  allgemeinen  Gleichung 

y’-y(l  + tg4e*)-f  i*tgl<r*  - 0 

der  Wnrzclwert 

A Vi-|-i8ino-}-yi — trsino 
a 2cosiff 

oder  auch 

A*  Vr  - h*coe  a* 
ä*  ” 2cos  je* 

nnd  ferner  ist 

Ä*_  1+Vl  —k*  sin  0* 

**  co8  0-|-yi — i*sina* 

wie  auch  ans  der  Ellipsengleichnng  ohne  Rechnung  hervorgobt 

Aus  diesen  Relationen  finden  sich  die  Achsen  der  nmschlicssen- 
don  Ellipse,  wodurch  die  Construction  der  Amplituden  in  vorhin  an- 
gegebenem Sinne  dnrehgefuhrt  werden  kann. 

Dio  zuerst  angegebene  Methode  ist  die  einfachere,  da  die  Am- 
plituden sofort  in  den  Kreis  eingetragen  werden  können.  Durch 
goniometrische  Zusammenziehung  der  Formeln  kann  die  Construction 
der  Achsen  A,  B ebenfalls  erleichtert  werden.  Die  bekannte  Jacobi’- 
scho  Construction  des  Additionstbeoremes  findet  in  dem  Vorstehenden 
ihr  Analogon  auf  Ellipsen  und  Hyperbeln,  je  nachdem  man  das  eine 
oder  andere  Zeichen  von  berücksichtigt.  Sollen  die  Kegel- 

schnitte confocal  sein , so  ist  im  ersten  Falle  die  Excentricit&t  der 

C b 

Ellipse  durch  den  Modulus  ä und  da  alsdann 

A*-B*-=c*  sein  muss,  so  wird  die  Construction  von  B leicht, 
wenn  A gefunden  ist. 
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III. 


Die  folgenden  Unteraacbnogen  geben  von  der  transfonoirten 
Gleichong 

ab 


asinaco8  9>-|-icosa6in7  = 


R 


welche  wir  Anfangs  aufgestellt  haben,  ans,  nm 


sin  9 = 


2tg^ 
1 + tg 


1-tgy 


darin  zu  sobstitniren. 

Das  Resultat  ist  die  Gleichung 

.Rh 


tgl(p*(i-j-Ä8ino)  — 2 — tg}?>+i — Rsina  = 0 
Wir  beziehen  dieselbe  auch  jetzt  wieder  auf  die  Gleichung 


cos  2 T sin  y sin  ^ /ff  2 


a 

cos  2 


d^a 


indem  wir  die  Entwickelungen  ans  I.  benutzen. 
Znn&chst  hat  man 

6-j-y-j-(6  — y)^o  = ^ 'l/o*y*'4-i*x*  cOS^o 

woraus 


44*  / »\* 

^C0Sjo*-j-yS(4C08  Jo*— (1  — ^Jo)*)  — 2ifc*sin  Jo*.y—  i*( 

Demnach  gilt  auch  im  gegenwärtigen  Falle,  worin  anstatt  7 die 
halbe  Amplitude  vorkommt,  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  wel- 
cher indessen  mit  der  1.  Ellipse  nicht  mehr  concentrisch  ist.  Indem 
man  also  von  einem  beliebigen  Punkte  desselben  2 Tangenten  an 
die  umschlossene  Ellipse  zieht,  geben  die  hierdurch  bekannten  ex- 
centrischen Winkel  o>i  und  rpt  diejenigen  Amplituden  Jgpj  und 
an,  welche  der  obigen  Additionsgleichnng  genttgen,  sofern  folgende 
ledingungen  erfüllt  sind. 
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Die  Gleichang  des  genannten  Kegelschnitts  ist: 


aHl+Zja) 

4eos  ie*—  (1  — Zia)* 


bk*  sin  2 


+ 


y- 

0*  ( o\*  1 

\ 4 cos 

2 - ^1  - Zf  2)  / 

4i*^l 

ö\*  o* 

l-d-)  CO85 

/ 

a*  / d\*\* 

1 4cos 

1 

1 

> 

oder  abgekürzt 

Wir  fuhren  ein 
demnach  hat  man 


(y-m)« 

A*'  iy«  “ ^ 

c*—-  b*~a* 


c* 


4 e*  cos  2 “*(f  — 


(^4cos  ^ — (1  — ^ 

A*  a»  4co8iö»—  (!  — //;* 


B*  ~~  4i» 


cos  i«* 


woraus 
Da  nun  aus 
folgt 


a—Z)*  _ 4(a»a»- 

cos^o* 


A*  = 


4cosiö*  — (1  — z/)* 


(14- /f)«  ^ ^ 

cosja*  B*'  a* 

so  resultirt  aus  den  letzten  Formeln 

/1-z/y  o»  (o*B*-6M*) 

\l+z)  ”6»  A* 


An-aVa*B*  - b*A* 


Daher  ergibt  sich  aus 


cosj«  = i r - 7ii(l  + "^ 


6 

unter  Einführung  des  Wertes  von  A 
co&\a 


a^B 


A*b  + aV~a^B*  — b*A* 
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Wird  endlich  noch 


2bÄ^ 

Ba^ 


cosi«  — \ = J 


qnadrirt  and  cos  a der  obigen  Formel  darin  snbstitairt,  so  resnltirt 

Va  *B^  — 


oder  auch 


i-2 


U^b  -j-  a Va^B^  - 62^*)*  — a*B^ 
4ab  Va  -B^  — 


^242_^2«/Yo2B2  - l,2A2—a^lß 
Bei  Benutzung  der  bisherigen  Formeln  folgt  für  m endlich  noch 


V a2fi2  _ 


wodurch  alles  gegeben  ist. 

Wir  wollen  die  sich  hier  darbietende  Gelegenheit  benntzen,  die 
obigen  Integrale  mit  den  ans  der  Pendelbewegung  in  Verbindnng  zn 
bringen.  Demnach  sind  in  dem  Zeitintegral 


i =:  m 


r dj<p 

I y l-f  sinl„2 


die  Constanten  nnd  Amplitnden  den  obigen  gleich  zu  setzen. 


Wie  bekannt,  ist  a der  Kreisradins,  oder  die  Pendelläuge  und  h 
die  vom  tiefsten  Punkte  an  genommene  Geschwindigkeitshöhe 

,,  , welche  grösser , gleich  und  kleiner  als  2a  sein  kann.  Also 

folgt  durch  Gleichsetzen  der  beiden  Modul!  unter  der  Voraussetzung, 
dass  a = b: 

2a  4a  6’ 

/<  “A»+2aC— a» 

woraus 

B*-(C~a)* 

* — 2C 

Ferner  ist 


Die  Relation 


gebt  nnn  in 


a aB 
“®2  ” A*+aC 

rHfl  _i_  ^ /‘liY 

J Ji<pi  'J  Ji<pt 


<,+<,  - t 
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Ober,  wonach  die  Tangenten  von  jedem  Punkte  der  den  Kreis  nm- 
schliessenden  oder  schneidenden  Ellipse  anf  dem  Kreise  Bogen 
gleicher  Zeitdauer  begrenzen. 

Wählt  man  die  Geschwindigkeitshöhe  vom  Kreismittelpuukt  an, 
setzt  demnach 

H=h-a, 

so  wird  die  obige  Bedindnngsgleichnng  einfacher 
^ 2C 

welche  H anf’s  einfachste  constructiv  bestimmt. 

Wir  fassen  das  Entwickelte,  wie  folgt,  zusammen: 

Man  zeichne  eine  Ellipse 

B*  ^ 

nnd  zwar  so,  dass  B grösser  als  A sei;  um  den  obern  Brennpunkt 
C,  welcher  also  in  der  Achse  liegt,  constrnire  man  einen  kleinen 
Kreis  vom  Radius  o. 

In  diesem  Kreise  lassen  wir  einen  schweren  Punkt  oscilliren  nnd 
bestimmen  seine  Geschwindigkeitshöhe  nach  der  Formel 


A*  — a* 
2C 


Anf  der  Ordinate  des  Brennpunktes  lässt  sich  eine  Strecke 


FG  - Va*  - o* 

ohne  weiteres  auftragen,  verbindet  man  nnn  G mit  dem  zweiten 
Brennpunkt  F',  nnd  zieht  die  auf  GF'  senkrecht  stehende  GH  bis 
zum  Durchschnitt  mit  der  vcrticalcn  ö-Achso,  so  ist  FH  die  Ge* 
schwindigkeitsböhe  des  schworen  Punktes  im  Kreis,  und  die  Ellipse 
hat  die  schon  genannte  Eigenschaft,  dass  die  von  jedem  ihrer  Punkte 
an  den  Kreis  gezogenen  beiden  Tangenten  Bogen  des  Kreises  ein- 
schliessen,  welche  der  schwere  Punkt  stets  in  derselben  Zeit  durch- 
läuft. 

In  Bezug  anf  Oscillationen  können  wir  anstatt  der  Geschwindig- 
keitshöbo  auch  den  Winkel  a einfUhren,  der  dem  Kreispnnkt  ent- 
spricht, wo  die  Bewegung  von  der  Ruhe  aus  beginnt  Diesen  Winkel 
können  wir  mit  a durch  die  Gleichung  o — o in  Beziehung  bringen. 
Man  bemerke,  dass,  wenn  eine  der  obigen  Tangenten  horizontal- 
also  senkrecht  zur  iB- Achse  ist,  die  andere  den  Winkel  o bestimmt 
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Man  findet  leicht 


oder 


und  ferner  ist 


sin^o 


4aC 


A*  . 2C 

-iH COS« 

o*  ' a 


1 


B 


a 

COB^ 


Die  Elimination  von  a ergibt  ans  der  entsprechenden  Gleichung 
eine  Wurzel 


demnach  ist 


Bei  diesem  Fall  der  Bewegung  schneidet  die  Ellipse  den  Kreis, 
und  das  Kriterium  der  Oscillationen  basirt  auf  der  Ungleichung 

a>  B—C 

während  bei  vollen  Umläufen 


a < B—C 


ist.  Der  Kreis  liegt  dann  ganz  im  Innern  der  Ellipse.  Wenn  aber 


a=  B — C 


tst,  so  berühren  sie  sich  von  innen  und  die  entsprechende  Bewegung 
geht  in  die  asymtotische  Ober,  wonach  der  schwere  Pnnkt  den  oberen 
Kreispnnkt  erst  nach  unendlicher  Zeit  erreicht. 

Um  nun  anch  fOr  die  Parabel  die  entsprechenden  Verhältnisse 
anfznstellcn , erinnern  wir  daran,  dass  der  Parameter  p der  Ellipse 
durch 

A* 

P-'B 

ausgcdrücttt  wird,  daher  geht  die  Formel 


in  H — q über. 
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Will  man  die  directen  Formeln  benutzen,  so  ist  zn  setzen  (siehe 
oben) 


9 

a 


2— it» 
k*  , 


2? 

h 


also  ist 


h — ■ o-j~5  oder  H = q 


woraus  folgt,  dass  bei  der  Parabel  die  Geschwindigkeitshöhe  stets 
den  Scheitelpunkt  der  Parabel  zur  obern  Grenze  bat. 


Wie  bei  der  Ellipse,  so  schliessen  auch  bei  der  Parabel  die  von 
ihr  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  Bogen  gleicher  Zeitdauer  ein. 


Es  braucht  wol  kaum  der  Bemerkung,  dass  das  Vorstehende 
auch  auf  die  Hyperbel  Anwendung  findet.  Setzt  man  die  B-Achse 
vertical  voraus,  und  zeichnet  um  den  untern  Brennpunkt  den  Kreis, 
so  geht  ans  der  Formel 

^ (C  + g)«-J3» 


die  Bemerkung  hervor,  dass  für 

> 

a = C — B 

< 


wonach  der  Kreis  den  untern  Zweig  der  Hyperbel  entweder  schneidet 
oder  ihn  berührt,  oder  nicht  berührt,  die  Bewegungen  entsprechend 
oscillatorisch,  oder  asymptotisch,  oder  circulär  wird. 

Nehmen  wir  an,  dass  der  Kegelschnitt  den  Kreis  ohne  Berührung 
einschliesst,  und  ziehen  von  einem  Punkte  A des  erstem  eine  Tan- 
gente APB  an  den  letztem  bis  zum  Durchschnitt  ß des  Kegel- 
schnitts, von  ß wiederum  eine  Tangente  BB'C  an  den  Kreis,  vom 
Schnittpunkt  C von  neuem  eine  dritte  Tangente  und  so  fort  und 
bezeichnen  die  Berührungspunkte  i mit  PPjPt  ...Pm,  so  wird,  wenn 
bei  dieser  Tangentenziehnng  die  Punkte  P /',  P^  in  bestimmten 
regelmässigen  Zeitintervallen  auf  einander  folgen,  der  hiermit  gleich- 
sinnig im  Kreise  sich  bewegende  schwere  Pnnkt  der  Reihe  nach  mit 
diesen  Berührungspunkten  znsammenfallen.  Letztere  schreiten  also 
mit  dem  schweren  Punkte  gleichförmig  fort. 

In  bestimmten  Fällen,  die  wir  gleich  noch  in  Kürze  darlegen 
wollen,  kann  Pn  mit  P znsammenfallen , was  nach  einmaligem  oder 
mehrmaligem  Umlauf  geschehen  kann.  Die  Tangentenfolge  schliesst 
sich  demnach  zn  einem  Polygon,  dessen  Existenz  an  bestimmte  ans 
den  Constanten  der  Kegelschnittsgleichung  ahzuleitende  Bedingungen 
geknüpft  ist. 
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Ans  dieser  Oleichnni;  ersieht  man,  dass  sie,  wie  schon  gezeigt, 
alle  F&Ile,  also  Ellipse,  Parabel  nnd  Hyperbel  umfasst,  da  der  Cocf- 
ficieot  4 cos — (1  — entwedar  kleiner,  gleich  oder  grösser 

als  Noll  sein  bann.  Eine  grössere  Einfachheit  erzielt  man  in  den 
Formeln,  wenn  a — b oder  A =-  B angenommen  wird.  Da 

2 

— am  - A 
* n 


SO  ist  fflr  das  Dreieck,  also  n = 3,  die  Bedingung 
A*b*  — a*(a*B*  — b*A*)  2aHA*B 

zn  erfllUen. 

Soll  das  Polygon  ein  Viereck  sein,  so  hat  mau  die  einfache 
Belation 

dn  - yir' 


zn  benntzen,  nnd  setzt  man  noch  a = b,  so  ist 

Vi' 


^ K A*  — aC 
du  j = 


k*  — 


A*+oC 
4aC 

A*+2aC— o* 


Die  Bedingung  wird  also 

/i*-aCy  4oC 

\A*-\^c)  A*  + 2aC—a*~^ 


Die  fibrigen  F&Ue  werden  formell  etwas  complicirter. 

Fflr  die  Hyperbel  hat  man  — A*  statt  A*  zn  setzen  nnd  zn  be- 
achten, dass  je  nach  der  Lage  des  Vieleks  der  eine  oder  auch  beide 
Aeste  der  Cnrre  znr  Verwendung  kommen. 

Wie  man  sieht,  geht  die  Gleichnng  fflr 

4cos^0*  — (1  — zfjtf)* 

in  die  einer  Parabel  Aber: 

46* 

cos  ^fl* . **  — 2 bk* sin  io*  .y  -f- ö*(l  •\-J\o)* 


Ans  der  Bedingnngsgleichnng  folgt,  dass 
Hodnlns  1;  abbängt,  denn  es  ergibt  sich 

k*  8(2  — t*) 

cos  io  = ^ pi , sin  io*  = , 

aiek.  in  lUU.  >.  nr>-  2-  t*»  VI- 


die  Amplitude  o vom 


A^a 


4—  3k* 

4 -k* 

14 
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Die  Parabelgleicbang  wird  also  zur  folgenden 


X 


t 


4a*  2 — 2— t» 
i ' i»  ** 


Bezeichnen  wir  den  Parameter  mit  p =■  2?,  so  ist,  wenn 


die  Gleichung  auch 
wo 


9 — 


2 — i* 
i*  * 

a»  2 — t* 


X*  =■  + 


Für  den  Kreis  ist  sehr  einfach 


I»  _ 4g(y-f  9) 

demnach  fällt  das  Kreiscentrnm  in  den  Brennpunkt  der  Parabel. 


Für  das  Dreieck  erhält  man  nach  der  Formel 


woraus 


cnf/:  dniä:”^ 

4^P+  i^äk*  “ ' 


12-4V2 

7 


Die  Anwendung  der  allgemeinen  Formeln  auf  4,  5 und  n Ecke, 
welche  der  einen  Cnrve  ein-,  der  andern  nmgezeichnet  sind,  hat 
nach  dem  Vorstehenden  keine  Schwierigkeiten  mehr,  weshalb  wir 
auf  weitere  Erörterungen  dieser  Verhältnisse  nicht  weiter  hier  ein- 
gchen.  Dagegen  bemerken  wir  im  Anschluss  an  früheres  noch  fol- 
gendes : 


Führt  man  in 
die  Relation 


2tg9 


tg2ij)  = 


l-tg9* 


ein,  80  folgt 

( (a-t- c)*  - i*)  tg  29» -f  2 i(a  - e)  tg  2(p -f  4 ac  - 0 
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Aebnlich  wie  im  Vorigen  die  halbe  Ämplitnde  gewählt  werden 
konnte,  80  steht  jetzt  die  doppelte  zur  Verfügnng , so  dass  die  Fnn> 
damentalrelation  nnn  in  die  folgende 

((o-}-c)*  — b*)-\-^ae  /la  — ((a  — COS  0 

transfonnirt  wird.  Indem  wir  nnn  die  Constanten  der  genannten 
Gleichnng  hier  einfahren  nnd  die  Bedingungsgleichnng  fUr  das  Ad- 
ditionstheorem gehörig  ordnen,  resultirt  eine  Curve  4.  Grades 


o* 


2(/#«-^C(Wjo*)  x*y* 
' sin  Ja* 


y* 

b* 


2(l-|-^a)  X*  _ ^±J0)  y* 
sin^a*  o*  sin^a*  4* 
2(l+zfa)  _ 
sin^*  ~ 


0 


welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  von  jedem  ihrer  Punkte  an 
die  Ellipse  gezogenen  Tangenten  in  ihren  den  Berühmngsponkten 
entsprechenden  concentrischen  Winkeln  der  Relation 


genügen. 


/ 


cf2()P, 


d2g>f 

2f(2<pi) 


IV. 

Um  noch  einige  analoge  Verhältnisse  zn  disentiren,  verlegen  wir 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  einen  Brennpunkt  des  Kegel- 
schnitts, bezeichnen  die  Polarcoordinaten  des  Punktes , von  welchem 
Tangenten  znr  Cnrve  gezogen  werden,  mit  R(o)  und  die  bezügiiehen 
Polarwinkel  der  BerUbrnngspunkte  mit  S nnd  6',  dieselben  be- 
stimmen sich  ans  der  folgenden  Gleichnng 

coso^  — sino*^tg8*  — sin 2a. tg 8 

«cos  — cosa*  — 0 

darin  bedenten  p nnd  e bezüglich  Parameter  nnd  namerische  Ez- 
centricität 

Wie  früher  verbinden  wir  die  als  Amplituden  anfgefassten  Wur- 
zeln 8 mit  der  Relation 

dB p de, p da 

Vr^ik^sine*  Vl— i*8ine*“i/  yi^T*7inä* 

nnd  führen  in  der  damit  verknüpften  Fondamentalrelation 
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OekingkauM!  Zur  Theorie  der  Seklietiungiprobieme. 

COS  8 COS  ^ sin  0 sin  0'^(«)  = cos  a 

die  ans  der  ersten  Gleichung  sich  ergebenden  Werte  von  cos0cos0' 
etc.  ein,  man  findet 

ecostt^  — sin  o*  — ^ -}■  «coso^  — coso*^  = cosa 

Wir  setzen 

iicosa  — X,  üsina  = y 

wodurch  man  erhält 

Für  die  Hyperbel  besteht  die  Formel 

, (ja-coBO  , ,14-  coso  , „ , , „ 

**  ^-1— + **)  - y*  +P*  = 0 


fOr  die  Ellipse 

j ^^a+cose 


, 1 + cos  0 


*'  Vl  + ^a'  + 


Letzte  Gleichnng  schreiben  wir 

,3 


?? r 

I cfa+cosa  , I * \-\-Ja  /Za-\-coBa 
V l + /fa'  / H-cosa  V l+da  } 


— 2pex — p*  = 0 

iL 

i 


1 ^0 

(yie  + COBa  , 

Za-\-  COS« 

\ 1+^«  ' ) 

die  definitive  Form  der  Gleichung 

V* 


?.* V 

I ^a-f-cosa  2 1 

V i-f /fa  * / 

p*(^fa  + cosa) 


+ - 


a cos  g) 
Ja-\-coao 


— 1 


Schreiben  wir  dieselbe 


(a— I»)*  , yj 


so  erhalten  wir  wie  frfiher  einen  Kegelschnitt  als  geometrischen  Ort 
der  Schnittpunkte  derjenigen  Tangenten,  deren  Polarwinkel  der  De- 
finitionsgleichnng  genügen. 
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Es  ist  nun 

p^lJa+cosa) 

p»(^a  + cos  a)  

pe  

m ■“  - — I - 

ela-\-  COS  0 „ 

"T+'^är  “* 

Die  Amplitude  lässt  sich  auf  folgendem  Wege  ermittelu.  Neh- 
men wir  X — a 4- C)  so  verschwindet  für  diese  Ahscisse  eine  Ampli- 
tude 6,  wodurch  die  andere  zu  o wird.  Entwickelt  man  p,  so  findet 
sich 

S — a(l+«)tg4»  — 

Damit  ist  die  gesuchte  Amplitude  a leicht  geometrisch  bestimmbar. 

Wir  geben  noch  diejenigen  analytischen  Verhältnisse  an,  welche 
durch  Combinireu  der  letztem  Formeln  hervorgehen.  Um  zunächst 
eine  Verbindnng  zwischen  A und  m abznleiten,  führen  wir 

Aa-\-cosa  . pe 
1^-Ja  m 


in  A>  ein,  und  erhalten  zunächst 


und  da 
so  wird 


^ p»(/fa-f-cos«)«»2 

^ - “(l  + ^a)p2s» 

^a-f-cosa  , I pe 

1+Aa  “ 


A» 


die  gesuchte  einfache  Relation.  Vermittelst  dieser  kann  bei  ge- 
gebenen A die  Ahscisse  m des  Mittelpunktes  der  zweiten  Ellipse 
leicht  bestimmt  werden. 


Führen  wir  in  der  Formel  für  ^ 

m 


^ ein,  so  folgt  zunächst 


(Aa-f-cos  a)m 
(1-|-  cos  a)pc 


oder 


me 

pm 


Aa+cosa 

l-|-cosa 
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Oekingkaus:  Zur  TTuorit  der  SehliaeuugtpnMeme, 


Aas 

folgt  abor 


A* 


(Je cos  a)m^ 
(l-i-A®)«» 


Aöl V ~ C08«  — 


A4* 


Dio  Elimioation  vou  Ja  aus  den  letzten  Formeln  führt  nun  auf 

A4* 

^ COSff 5- 

i>*«  ..  . . . »»* 

— (1+0080)  - 0080+  

in* 


woraus 


JB*. 


ptna  A 


tgi» 


008  0 


, „ S*  in*  — A*e* 


A^jme  — A*iPc*  + m*B* 
Substituireu  wir  diesen  Wert  von  cos  0 in 


80  rosnltirt 


**A*  ^ /<!*A*  \ 

= "V 

— A^pme  + A*  J5*e*  + in*fi* 


Ja 


A^pme  — A*  ä*«*  + in*  B* 
und  endlich  ergibt  sich  hieraus  der  Modulus  k,  wenn  wir  in 
Ja  ” Vl  — ifc*8in(i* 

sino  durch  coso  nach  einer  der  obigen  Formel  bestimmen,  nämlich 


kß 


m Eße  — pm 
p A*c  — m* 


Damit  ist  auch  der  Modulus  des  Integrals  durch  die  Achsen 
der  Kegelschnitte  und  m bekannt,  dasselbe  gilt  bezüglich  der  Func- 
tionen von  0.  Ist  dagegen  0 und  k als  gegeben  vorausgesetzt,  so 
werden  die  gesuchten  Achsen  A und  B durch  die  Formeln  für  A* 
und  B*  und  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  zweiten  vom 
Brennpunkt  des  ersten  durch  die  Formel  für  m ermittelt. 


Die  Anwendung  der  entwickelten  Formeln  auf  ein-  und  nmbe- 
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jchriebene  Vielecke  ist  nun  keinen  Schwierigkeiten  unterworfen,  wenn 
mu  die  Gleichungen  in  der  folgenden  Fassung  anfstellt: 

4Jf 

iK  — A^pme-\- 
““  n “ +A^pme  — 

, m Bße  -pm 
” p .IV— m» 

A»  = «»4-^ 

Für  das  Viereck  hat  man  demnach 

4JT 

cn 0,  d.  i. 

n ’ 

A^pmc-^-  A^Bßt?  ■= 

als  Bedingungsgleichnng  zwischen  den  Achscnvcrbältnissen  der  beiden 
Ellipsen.  Die  Relationen  werden  einfacher,  wenn  Bedingnngen  ein- 
gefnhrt  werden,  z.  B.  dass 

c C 
a A 

also  die  Excentricit&ten  gleich  seien.  FOr  e ^ 1 wird  die  2.  Cnrve 
znr  Hyperbel,  da  and  in  Folge  dessen  m negativ  wird. 

Die  einfachste  Gestalt  gewinnen  die  Relationen  fttr  A — U. 

Es  wird  nftmlich 

Bi  _m 
“c 


.1*  “ m*  4“  “ 

' e 
also 

A^^  - m2  4-fi2 


woraus  sich  ergibt,  dass  m zur  linearen  Excentricitat  der  zweiten  Ellipse 
wird,  zwei  Brennpunkte  fallen  demnach  aufeinander,  nnd  endlich  ist 

»* 6*  m — c 

**  n c ’ 

Liegt  demnach  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a nnd  6 vor, 
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80  constrniro  man  eine  zweite  so,  dass  2 Brennpunkte  aufeinander 
fallen.  Bezeichnet  man  die  Entfernung  dieses  Brennpunktes  vom 
Mittelpunkte  der  2.  Ellipse  mit  m,  so  ergibt  sich  vermittelst  der  ersten 
der  obigen  Formeln  die  Halbachse  B.  Tangenten  von  einem  Punkte 
der  2.  Ellipse  an  die  erste  gezogen,  bestimmen  auf  letzter  2 Polar- 
winkel 6,  deren  Summe  eine  constante  Grdsse  e bt,  welche 

durch  die  Formel 


4*  m—c 

gefunden  wird. 

Man  kann  Übrigens  Ober  m willkOrlich  verfugen  und  etwa  an- 
uehmcn,  dass 


m •“  2o 


sei.  Dadurch  erhält  man 

JJ>  = 24», 

c*  , 
cos  ff  — -i  = «• 
a* 


und  die  lineare  Exentricität  der  2.  Ellipse  ist  der  doppelten  der 
ersten  gleich. 

Man  kann  ferner 

m “>  o-j-c 


setzen,  worans 


folgen  würde. 


cosjff* 


e 

a 


Fährt  man  in  der  Tangentenziehnng  fort  und  setzt  voraus,  dass 
das  Polygon  sich  schliesst,  so  erhält  man  für  den  allgemeinem  Fall, 
wonach  also  beide  Cnrven  einen  Brennpunkt  gemeinsam  haben,  die 
Formel 

»*  4*  m — c 

^ n c mc  -f-  4* 


Ffir  das  Dreieck,  welches  der  1.  Ellipse  um-,  der  2.  einbe- 
schrieben ist,  folgt  aus  der  letzten  Relation  wegen  n — 3 


fOr  das  Viereck 
für  das  Sechseck 


3 = 


4* 


e me-{-  4* 


j 4*  m — c 


c mc  4* 
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b*  m — c 
* ”*  e mc-|-6* 
a.  8.  w. 

Wir  schliessen  mit  diesen  Entwickelnngen  vorlänfig  ab,  da  die 
Methode,  deren  wir  uns  in  den  vorliegenden  Untersuchungen  bedient 
haben,  hinlftnglich  klar  erscheint,  um  auf  diesem  Wege  fortzufahren 
und  neue  Beziehungen  anfznfindeu.  Auch  das  Gegebene  ist  noch 
einer  weitem  Dnrchbildnng  fthig,  indem  wir  uns  im  Vorstehenden 
deranf  beschranken,  nur  die  allgemeinen  Züge  mit  dem  Hinweis  auf 
ihre  Erweiterung  anzndenten,  deren  Dnrchftthmng  wir  hiermit  dem 
Leser  anheimstellen. 

Emmerich,  im  September  1884. 
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XII. 

Miscellen. 


1. 

Berichtigende  Xotls  zum  Anfssti  I. 

Beirrt  durch  den  Titel  des  Werks  „van  Swindens  Elemente  der 
Geometrie,  aus  dem  Holländischen  übersetzt  und  vermehrt  von 
C.  F.  A.  Jacobi,  Professor  an  der  Landesschule  Pforta“  heraus- 
gegeben 1834,  war  ich  der  Meinung,  dass  der  im  genannten  Werke 
pag.  339  eingefuhrte  Winkel  A' , welches  der  Brocard’sche  Winkel 
ist,  von  van  Swinden  herrübrt  Herr  Professor  Üblich  in  Grimma, 
welcher  den  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  gefolgt  ist  nnd 
auch  historische  Studien  darüber  gemacht  hat,  die  er  z.  B.  in  seiner 
Programmarbeit  1886.  „Altes  und  Neues  von  den  merkwürdigen 
Punkten  des  Dreiecks“  dargelcgt  bat,  berichtet  diesen  Punkt. 

Hiernach  hat  Grelle  bereits  1816  diesen  Winkel  betrachtet,  so 
dass  demselben  wol  die  Priorität  gebttbrt  C.  F.  A.  Jacobi  hat 
die  Untersuchungen  darüber  fortgefübrt.  Dass  dieselben  für  anregend 
gtbolten  wurden,  beweisen  3 Abhandlungen  von  Wiegand,  Emsman, 
Hellwig,  in  denen  manche  der  neuerdings  angegebenen  Sätze  über 
diesen  Gegenstand  bereits  enthalten  sind. 

Dass  die  Litteratnr  über  diesen  G^enstand  in  Frankreich  nnd 
England  viel  bedeutender  ist  als  in  Deutschland,  liegt  sicherlich  mehr 
in  änssem  Verhältnissen,  ist  aber  wol  nicht  zu  längnen.  Es  scheint 
der  Grund  dafür  zu  sein,  dass  den  Verfassern  solcher  Artikel  mehr 
Gelegenheit  znr  Verbreitung  derselben  geboten  wird. 

W.  Fuhrmann. 
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2. 

BemerkoBf  zum  Anfmtz  lY. 

Mit  Bezugnahme  anf  den  Aufsatz : „lieber  Triederscbnitte  n.  s.  w.“ 
in  Heft  1.  Band  6.  dieser  Zeitschrift  sei  hier  noch  die  einfache  Be- 
dehnng  erwähnt,  welche  zwischen  dem  Schwerpunkte  des  Trieder- 
scbnittes  nnd  dem  Mittelpunkte  der  Umkngel  des  durch  den  Tri- 
ederschnitt  hervorgernfenen  Tetraeders  stattfindet  Da  dieser  Mittel- 
punkt (Xff,  yo,  X,)  der  Scheitel  eines  Polartrieders  ist,  welcher  die  vom 
Triedcrscheitel  ansgehenden  Tetraederkanten  halbirt,  so  erhalt  man 
nimlich 

t 3£ 

ä ” 2 “ *0+yoC08/-|-»®C08^ 

Y = *0  cos  y-|-yo-f  »1)0080 

ny 

ä “2  =*6COSiJ-f-yoC08v-f ^*) 
nnd  insbesondere  fttr  die  rechtwinkligen  Trieder 

i " V *“  t ““  2/3*9 

Die  Snbsitntion  dieser  Ansdrfleke  in  die  Gleichnngen  der  Sebwer- 
pnnktsOrter  liefert  die  Oerter  fttr  den  Kngelmittelpnnkt 

Es  möge  hier  noch  die  Berichtigung  zweier  Versehen  folgen. 
Auf  der  letzten  Seite  des  obengenannten  Aufsatzes  mnss  im  2.  Bei- 
spiel 

^ statt  I y^"* 

n.  a w.  stehen,  woraus 

a b e 

nnd  durch  Substitution  in  die  Flächengloichnng : 


*)  Die  Umkehrung  ergibt: 

3 

*•0“  —i  (Isin/J  — iicosösiny  - fcososino) 

® 28in*a8in*psin*j'  * r 1 / 

3 

*»“  28in«osfnWra<- ncosösiny-ftsino) 
wo  o,  &,  e die  Flächenwinkel  des  Trleders  bedeuten. 
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MüedUn. 


i-a)-'-...  ,=(!)■'■. 

BO  dass  für  » der  weit  einfachere  Ausdruck  — ®''' 
gibt.  lu  der  vorletzteu  Zeile  muss  es  ferner  st  y*/s  und  des- 

4 4 

halb  in  der  letzten  yi2  st  Ws  heissen. 

0.  Bermann. 


3. 


Zur  Theorie  der  harmonischen  Reihe  (Fortsetzung). 

5.  Der  Gedanke,  die  Vorzeichen  der  Glieder  einer  Reihe  grup- 
penweise nmznkebren  und  die  so  entstehende  Reihe  zu  snmmiren, 
ist  nicht  neu.  Herr  Unfordingerbat  die  wichtigsten  Potenzreihen 
in  dieser  Weite  mit  Hülfe  von  Integrationen  einzeln  behandelt') 
nach  ihm  bat  Herr  Mildner  die  Aufgabe  allgemein,  für  beliebige 
Potenzreiben  von  bekannter  Somme,  gelöst^).  Wo  daher  die  Spe- 
cialisimng  von  Potenzreihen  für  x _ 1 harmonische  Reiben  erzeugt, 
müssen  die  .oben  gegebenen  Ergebnisse  mit  demjenigen  der  genannten 
Arbeiten  flbereinstimmen.  Dieser  Fall  tritt  ein  für  die  Reihen 


und 

oder 


-log(l— *)  -*-f  ... 

arctg*  ~ * “5*+5  ••• 


i‘08li-*+3+5... 
die  den  Anwendungen  in  3.  und  4.  entsprechen. 


1)  Die  Summe  der  Logarithinos-  und  Arutang-Reiho  (sowie  der 
Reihen  für  sinz,  cosz  und  e')  mit  altornirendcn  Zeicbcugrnppen. 
Sitzgsberiebte  d.  Wiener  Akad.  1867.  Bd.  55.  II.  S.  75  und  Bd. 
56.  II.  8.  257. 

2)  lieber  Ableitung  neuer  unendlicher  Reihen  ans  einer  gegebe- 
nen durch  Umstellung  (soll  wol  heissen  „Umkehrung“)  der  Vor- 
zeichen nach  einem  bestimmten  Gesetze.  Ebendaselbst.  1882. 
Bd.  86  S.  999. 
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Die  Formeln  für  o(l)  und  o(i)  finden  sich  übrigens  nur  bei 
Mildner,  in  zwar  auch  elementarer,  aber  von  der  hier  gegebenen 
gänzlich  verschiedener  Herleitnng,  nud  zwar  hat  die  erstere  Formel, 
abweichend  von  unserer  Gleichung  (III.)  die  Gestalt; 


y— 1 
2 

i p 2h 1 

.M)-^log2+p  £ (p-2A-l)tg?-^-«  für  gerader, 

P— 1 
2 

_llog2+-’!  JS  t.tg—  für  ungerader 
P P I P 

Durch  Vergleichung  dieser  Ausdrücke  mit  den  unsrigen  ergeben 
sich,  nach  einigen  leichten  Umformungen,  die  merkwürdigen  Formeln; 


^ 2i 1 1 

(V)  a)  ^(2i-l)tg-^w->n  + 2»  ^ 

» ‘ 8in;c- 


2n 


«-1  2n— 1 

b)  £t.tg^:^--j-  f 


hn 

"“ira: 


Ein  directer  Beweis  derselben  scheint  schwierig  zu  sein. 


6.  Man  könnte  versucht  sein,  die  Aufgabe  allgemeiner  so  zu 
fassen,  dass  die  Anzahl  der  negativ  genommenen  Glieder  von  der 
posiüven  verschieden,  etwa  gleich  g,  gewählt  wird.  Man  überzeugt 
sich  aber  leicht,  dass  in  diesem  Falle  stets  eine  divergente  Reihe 
entsteht  In  der  Tat  wäre  daun  die  Summe  der  ersten  (?+g)n 
Glieder 

o(»)  = (Ao+*»  + " ■ + *!'->)  + 

(ft-»)» 

+ (A<«-i)(p  f ()  + • • • 4"  A»p+(»-i)v-i)  (*»p+("-i)« 

= £ {Ai 4- 

1=«  '‘-f 

{über  dieselben  Glieder} 


also 


p-i 
~ £ 

k=0 


p4-9 


Sh-1 


P + S-t 
- £ 


i=p 
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üüetlltM. 


(pH^)  ~ ^""‘  t+*) 

+;iW(--i+;-±^,)-gog(n-i+ 


•+H-P\ 
iH-9  / 


Die  beiden  ersten  Summen  bleiben  jfttr  n — oo  endlich ; die  bei- 
den letzten  aber  haben  bzhw.  p und  q Glieder,  deren  jedes  anend- 
lich wird  wie  logn-,  die  Differenz  wird  daher  immer  unendlich , so 
oft  p nnd  q verschieden  sind , verschwindet  dagegen , wenn  p ^ q 
in  welchem  Falle  die  letzte  Gleichnng  in  Formel  I.  abergeht. 

Heinrich  Simon. 


In  vorstehendem  Aufsätze  bitten  wir  folgende  Druckfehler  zn 
berichtigen. 

S.  lOö  Z.  11  v.  nnt  statt  Abhandlnng  setze  Behandlong 
„ 106  „ 3 ,,  ,,  c lim  „ c lim 

H=®  M— go 

„ 15  „ Gl.  (6)  unter  E statt  *—1  setze  i— 1 

zwischen  Gl.  (6)  nnd  (6*)  fehlt  die  Zeile: 

deren  zweite  sich  noch  auf  die  Form 
bringen  lässt: 


S.  107 

Z. 

10 

V.  nnt. 

statt 

A* 

setze 

hk 

W 

2 

99 

99 

02|m 

99 

OifH* 

„ 108 

99 

1 

V.  ob. 

99 

p—2 

99 

p—1 

99 

8 

99 

99 

C 

99 

Kf) 

99 

10 

99 

99 

E 

2 

99 

E 

1 

99 

15 

99 

99 

Differentiation  „ 

Dissertation 

„ 109 

99 

3 

99 

99 

(‘+^ 

99 

99 

9 

99 

99 

2jj-2 

2p 

99 

2p-l 

P 

99 

8 

V.  unt 

99 

2ro-H 

99 

99 

i 

99 

99 

2m 

99 

1 

„ 110 

99 

2 

V.  ob. 

99 

2 

2a 

99 

2» 

P 

9) 

99 

2 

V.  nnt. 

99 

2p- 1 

4p 

99 

2p-l 

4p 

„ IM 

99 

6 

V.  ob. 

99 

a 

9» 

5 
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4. 

Zar  Bectification  4er  Hyperbel. 
Dieselbe  fahrt  bekanntlich  auf  dos  Integral 


Wie  wir  schon  frflher  bemerkt,  ist  2<p  der  Winkel  zwischen 
dem  einen  Brennstrahl  und  der  Verlttngemng  des  andern  nach  dem 
zweiten  Endpunkt  des  Hyperbelbogens. 

Aus  der  obigen  Oleichong  folgt  aber 

*-z=  k'*u+  — 

Wir  benutzen  hier  eine  in  den  „Transformationen“  mitgeteilte 
Formel 


, , . , . . E 4«/  q*  . nu  g*  . 2««  \ 

£(9)  - i ) tg  V + ^ sin ^ sin  +... j 


am  damit  den  Ausdruck 


dtg<p  — E((p) 


dorzustellen  und  in  die  betreffende  Gleichung  einzuftthren.  Man  er- 
halt 

;- = i *u  - I « -f  t'*  tg  u 4- ^ sin  ^ 

oder  auch  bei  Benutzung  einer  bekannten  Reihe  fOr  k'lgtp,  nämlich 

...  n nu  2x  / q*  .au  q*  . 2au  . \ 

“ 2A'**  2K  K \l-f-5*““  K 1 "j 


dos  folgende  Resultat 

t 'in  / au  3*  n«  5*  . 2a»  . \ 

1 — 3*®*“  K 1 -3«®*“ir+  ■) 


~K 


- (I- 

wodurch  der  Hyperbelbogen  aus  dem  Argument 
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MUclüem. 


dorcb  eine  Reihe  abgeleitet  nnd  berechnet  werden  kann. 

E.  Oekinghan  a. 


1 
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Xlll. 

Potential  einer  ellip'tischen  Walze. 

Von 

Ulrich  Bigler. 

Foriietzanff  tou  T.  III.  Nr.  XII. 


Zweiter  Teil. 

IT.  Potential  einer  elliptischen  Scheibe  von  der  Dichtigkeit  1, 
deren  Punkte  den  Gleichnnf^en 
X*  , P*  < 

genllgen. 

§ 12.  Das  Potential. 

a)  Ableitung  desselben  ans  dem  Potential  der  Ellipse,  ausge- 
drflekt  durch  ein  Integral  mit  freiem  Integrationsweg. 

Wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung 


Ate  -|-  u Btc  -j-  u u 

mit  trt,  urt',  Wt"  bezeichnet  werden,  dann  ist  das  Potential  der  Ellipse 
Aw  Bw  ^ 

deren  Dichtigkeit  gleich  dem  Abstande  des  Mittelpunktes  von  der 
Tangente  im  betreffenden  Punkte  angenommen  wird, 

CD 

Pot=2loVlÄ  / - 

y(«  — trt)(u — wt'){u  — urf") 

Kt 

knk.  J«r  IU«i.  D.  Phyi.  2.  E«ihe,  T«U  VI.  15 
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Bigler:  Pottntial  einer  eüiplüchen  Wahe. 


Setzt  man  hier 


ao  ergeben  sich 


u = wu',  IV  = — iK, 
Vk’ 


und 


Vai=2l/w'^AB  f — - 


= t 

A-^-w  u' 


u'  -=  t,  t\  t" 

sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

W,»  = 0 


daher  ist  die  Gl. 


WJ  = w 


(A  + u‘){ü  + u‘)u' 
dentisch  richtig.  Schreibt  man  u statt  »<'  und  setzt  dann 

m = {u-t)[u  — t'){u  — t"),  f/*  -=  (^+u)  (/?  + »)« 

so  dass  nun 


wird,  so  ist 


II  = 6'W, 

y w ^ 


Pol. 


WO  t die  grösste  Wurzel  der  Gleichung 


bedeutet. 


A-[-u 


Um  die  Masse  des  Ringes,  welcher  von  den  Ellipsen  mit  den 
llalbaxen  (y.cl«;,  y Ute)  und  A{w y B(tc-\-dw))  gebildet 
wird,  zu  erhalten,  habe  ich  obige  Formel  für  das  Pot.  noch 

mit  ^ zu  mnltipliciren.  Denn 
2 10 

yÄiw-ydw)  = y^iio  ^1+^ 
und 

yja{.o4-dio)  = y J7o 

also  ist  das  frühere  E gleich  und  somit 

° 2 10 
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i 


(Weg  eine  Schlinge  ans  dem  Ostpnnkte  nm  t). 

Weil  anch  dieses  Ingetral  im  Horizonte  verschwindet,  so  kann 
man  die  Schlinge  in  eine  geschlossene  Curvo  um  die  Pole  t'  und  t" 
verwandeln  und  diesen  Weg  wollen  wir  nun  benutzen,  um  das  Pot. 
der  Scheibe  zu  erhalten.  Es  ist  also 


wo 


dw 


(Weg  Fig.  17.) 


“ U “ ^A+u 


ist,  und  Wi  in  der  Realitfitslinie  zwischen  t'  und  t positiv  verstanden 
wird;  somit  das  Potential  der  Scheibe 

0 

Die  Wurzeln  t,  t\  t"  der  Gleichung 

W,*  = 0 

sind  Functionen  von  w.  Fttr  ein  sehr  kleines  i^t  t pos.  sehr 
gross,  und  w&hrend  w von  0 bis  1 steigt,  sinkt  t fortwährend  bis  zu 
dem  pos.  Werte  herab,  den  es  fUr  1 annimmt.  V und  ("  sinken 
zwar  auch,  treten  aber  nicht  ans  den  Intervallen 

— Ä<t'<0,  — Zt 


heraus.  Wenn  daher  der  in  sich  zurttckkehrende  Intcgrationsweg 
das  zwischen  — A nnd  0 liegende  Stück  der  Realitätslinie  rückläufig 
nmschliesst,  aber  den  niedrigsten  Wert  von  t ausschliesst , so  kann 
er  während  der  Integration  nach  w festliegen.  Weil  u von  w un- 

dw 

abhängig  ist , so  hat  man  nur  von  w = 0 bis  to  — 1 zu  inte- 
griren.  Nun  ist 


also 


folglich 


A+u) 


2VTj 


3W, 

du7 


— 1 


15* 
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dWi 

die 


somit 


1 

2"^ 


nod  doranacb 


Pot. — »v>4i#  — 


— /'iy,(für«-  = l)du 


U 


-iVAB  J* 


TV,(fttr  w — Oy« 
U 


(Weg  eine  rücklänflge  Curve  um  —A  und  0 mit  Ausschluss  der 
kleinsten  pos.  Wurzel  von  W,*  = .0) 

Nun  liegt  aber  die  pos.  Wurzel  von  W*  (für  w = 0)  im  pos.  Un- 
endlichen, und  deshalb  kann  man  im  zweiten  Integral  den  Weg  so 
legen,  dass  nur  sehr  grosse  Werte  von  u in  Betracht  kommen.  Das 
zweite  Integral  ist  also  null.  Wir  erhalten  somit  als  Potential  der 
elliptischen  Scheibe  folgenden  Ausdruck: 

P~-iVÄBf^'äu 

(Weg  eine  geschlossene  Curve  um  die  Pole  <"  und  t') 

Es  ist  nun 


W,  (für  10=  1)  — £■ 


also 

P 


A-\-u 

(t-u)(t'  — u)(t"  — u) 

(A-f  u)(it-t-tt)u 


— 1 


= 2VjtB  j' 


y(u-o(u-o(u-o 

(A-f«)(ß  + «)u 

t 

<x> 

/nr 

jjdu 


b)  Ableitung  des  Potentials  der  Scheibe  ans  dem  Potential  der 
Ellipse,  ansgedrOckt  durch  ein  Integral  mit  geradem  Integrationsweg. 


Wenn  «,  »'  die  Wurzeln  der  Gleichung 


ir,*  — to  — 


A-J-« 


y* 

-A- =0 

Ä-I-«  tt 
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sind,  dann  ist  das  Potential  des  von  don  Ellipsen  (V Aw,  VBw)  und 
VB(w-\-äw))  gebildeten  Ringes  gleich 


vot.-VAaf-^<u. 


und  somit  das  Potential  der  Scheibe 

0 •. 

und  weil  w — f(i)  ist,  so  erhält  man  auch 


p-ViB  f\f  -j^)(-s7)* 


Man  denke  sich  nun  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  (Fig.  18). 
Auf  der  Abscissenaxe  werden  die  « und  anfj  der  Ordinatenaxe 
die  t abgetragen  und  in  dem  Punkte  (u,  »)  stelle  die  dritte  Coor- 
dinate  den  Wert  des  Integranden  dar.  du  dt  ist  das  Flächcnelement 
Die  Integration  nach  u erstreckt  sich  Uber  einen  horizontalen  Strei- 
fen, der  in  einem  Punkte  P der  Halbimngslinie  des  rechten  Winkels 
beginnt  und  sich  bis  in’s  Unendliche  ausdehnt.  Die  Integration  nach 
« snmmirt  nun  alle  diese  Streifen  vom  Punkte  A an , wo  « = ( ist, 
bis  in’s  Unendliche.  Das  Doppelintegral  erstreckt  sich  demnach  Uber 
alle  Punkte  der  Ebene,  welche  zwischen  der  von]  A ausgehenden 
horizontalen  Linie  und  der  Halbimngslinie  des  rechten  Winkels  lie- 
gen. Kehren  wir  nun  die  Integration  um  und  integriren  zuerst  nach 
«,  so  läuft  t von  ( bis  u;  sie  umfasst  also  den  Streifen  (P'  — P") 
Fig.  18.  Diese  Streifen  sind  nun  noch  zu  snmmiren  von  u ( bis 
u — 00.  Es  ist  demnach 


und  somit 
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Nnn  ist 

also 

folglich 


P — Vi4S 


du 

u 


w^*  10  — 


A-\-u 


2IT  ^ ^ 

a«  a. 


P die  tU  /'3^i 

,/  a«  ■ Ty,  öT‘* 


< ' 1 
und  weil  >Ki  für  « = tt  verschwindet  und  für  « = t zu 


W 


wird,  so  erhalt  man 


^-fu 


/OD 

^.du 


c.  Darstellung  des  Potentials  der  elliptischen  Scheibe  durch 
elliptische  Integrale. 

Es  ist 

/ <rii- * 

(Wog  eine  Schlinge  ans  dem  Ostpnnkte  um  den  Pol  t) 
oder  auch 

Väb 

- K - »'S  -/  - v'Sy/ 5^ . f 

-/+//+7W+/1-  ^ « 

Integral  / ist  gleich  dem  Potential  der  Ellipse,  also 

. 4V.tÄ 


fiu 


Vi—r 
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Bei  Integral  II  verwandle  man  die  Schlinge  in  eine  geschlossene 
Cnrve  nm  die  Pole  —A,  t"  und  V und  gebe  derselben  die  Gestalt 
von  Fig.  19. 

Ein  Teil  der  Cnrve  zwischen  den  Polen  —A  und  t"  werde  auf 
die  Realitätslinie  verlegt,  und  weil  sich  nun  hier  die  beiden  Woge 
aofbeben,  so  verwandelt  sich  die  anfänglich  geschlossene  Cnrve  in 
einen  rückläufigen  Kreis  um  den  Pol  — A und  in  eine  geschlossene 
Cnrve  um  die  beiden  Polo  t"  und  t'.  Also 


1 du 
A-]-u  R 


(Weg  eine  geschlossene  Curve  um  die  Pole  —A,  t",  t') 


1 du' 

-4-f«  ‘ V(t— u)(t'-u)(<"— u) 


(Weg  ein  rückläufiger  Kreis  um  den  Pol  — A,  Erkenn- 
nungsort  östlich  von  ~A) 


1 du 

A+“  ’ V(t— m)(u— t‘)  (u-t") 


(Wog  eine  rückläufige  Cnrve  nm  die  Polo  t"  und  t',  Er- 
kennnnngsstandort  östlich  von  t') 


=.  L+M 

Der  Wert  des  ersten  Integrals  ist  nach  einem  Lehrsätze  von 
Canchy  gleich 

L = - 


2n 


V(^+<)(A+<’KA  + 0 


Im  zweiten  Integral  sind  die  beiden  Polo  t"  und  ('  zugänglich 
und  man  erhält 


Ich  setze  nun 


also 


du 


u = t'  sinV  + t"co8*9P 
2 dtp 


R ■/(<  — t")  y 1 — i-*  sin*q) 

/ t"—i’  \ 

A-\-u  = A-f  t"— (t"—  t‘)sin*g)  = (A4-t")  t"  J 

r—t' 


und  wenn  noch 


i>S*o  = 


also 


A+t" 
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S»a 


yt-t"  ^ VM+o  „ vu  + 0 
y.4+t"’  Vu+t")  V(ii+o 

gesetzt  wird,  wo  also  der  Parameter  a nördlich  lateral  ist,  so  erhftlt 
man 

1 du  2 du 

^+“ ' -K  + «")  V(t  — t") ' V(i— fc*/S»oS*T) 


Kan  ist 


1 = l—k*S*aS*u+k*S*aS*u 


1 ^ 2 

.4-1-u  ■ R ~ (A+t")  V((— P) 
und  weil 


I Sa  i*Sa.  Ca.Da.S*u\ 
■ V ' Ca.ZJa  r^i*“S»aS»u  j 


Ca . i>  o • ^ t»)  y (t  _ t")  y + ,)  (^ + (•)  (^ + (") 


M ■ ---*  ■ iJ(a,  £•) 

(^+t")  y(t-i")  yu+t)(^+t‘HA+t") 

und  weil 

/2(o,  K)  =.  Ä^Z(a) 

so  ist  auch 

iK  J I AiKZja) 


folglich 

/I  rfu 


(Weg  eine  Schlinge)  = 


yU+t)(A+t‘)\{A  + i!') 


AiKZa 


{A  + 1")  V{t  - 1")  ViA + 0 (A +t')  {A + n 


und  demnach 


27t-\/ AB  X* 


yABx*K 


Y{A-{-t)iA+7r(Ä +?'■)  (A  4- 1")  y (T^ 

itVÄBx^KZa 

ViA+tHÄ^ynT+lT) 

Um  diese  Formel  zu  vereinfachen,  setze  ich  a = Z<  — *,  wo  a: 
nördlich  latei-al  ist.  Dann  ist 
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*o  o y(t' 


Cx  = C{L  — *) 


D{x)=D{L-a)- 


_ Vu+t') 

Vu+o 


> Cx.Dx  in 

Z(L-x)  = -~  -Zx-^ 

V(»-ÖU+Ö 

^KZa  iz 

yü+t)u+oM+o  ^ ~ (A + o v1t^=np) 

^iKZx ^ 2» 

VU + 1)  4- 1')  {A  4-  o 1/(4 +0  U +<’)  (A +t") 

folglich,  wenn  für  d.  Arg.  x wieder  a gesetzt  wird, 

//„  ^»V'Ägx«AZg 

WM,  " yu+oM+oM-fp) 

n eil  nun 

P 1 du 

J ■ W “°®  Schlinge  aus  dem  Ostp.  um  den  Pol  <) 

\J  A+«  R 

ist,  muss  der  letzte  Ausdruck  unter  II  auch  erhalten  werden,  wenn 
•i«  geradlinige  Integral  in  ellipt  Integrale  übergeführt  wird.  Um 
lissselbe  zu  verwandeln,  setze  man 

“ = < + «-‘')tg*9> 

S«tzt  man  ferner 
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also 


A+t 


= i-*S*o 


fi.  _ V(t—n{A+t')  (.1+0 

V(t- 1‘) 


Da  = 


daun  ist 


1 thi 


V{A  + t) 

2C*urftt 


*4+u  n {A  + t)V(t— t"){l  —k»S*aS»u) 

Aus  der  Gleichung 

~A-\-t  .t  . 1" 

(.l+0(t'-t")-{A+«‘)«-<'')+{A+O«-«‘)  = A+<‘  t'  . 1 

_A+t".r.  Ij 
t .t  . r 
t'  .t'.  1 
1 


folgt,  dass 
also 

Kerner  ist 


1 < So 

o — A'+x,  wo  0 < I < i> 


\ ,lu  _ _ 2(1  

.-t  + M li  (.1  + 0 1 (t  — 

j(l  _ t*.<3nS*a  + l-*S*aS*«—  S»u) 

•»  rf« 

(.1  +0  VU  — »~K1—  S*tt) 


2,/h  '2P*aS*ueiu 

“(.!  + »>  ^ G -*")  M+O  > — i*S*oS*«) 

tt«d  weil 


P*  _l • 

1 * S « O«  ' ^ ^ vt  — <'*1  > ^+0  (A+r)(A  + <") 

»V»  fv'ljtl 
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K 

du 


A ^ 

* fk^SaCttDetShtdu 

Y(A  + t)(A  + t')[A  + t:')J  l—k*S*aS^ 


4K 


AiKZtt 


llso 


-f <)  y (t  -t")  yu+ou+<0M+<") 


II  ^VaB^K  ii-^ABx*KZa 

i>'\  T” 


Weil 
so  ist 

& S(K~a) 


U + 0 y (<  - <")  y (Ä+t){A+f)  4-  <"} 

““  -K+*(0  <*  <Z) 


Ca 


om+<)  y(t— «')  ■/(<< —»"7' 

Ci  = C{K~a)  = 

y^'-t")’ 


also 

= ^(Ä+i) 


Z)x  =.  B{K~a) 


y(^+t) 

y(<-t") 


somit 


Sx  , Oa: 

«y(^+<')U4-t") 


y(<-f")u+o 


AiKZa 


AK 


■yM+t)(^+7Mx:j:o“  (/i+oyp?) 

_ AiKZx 

foJglich 


V{A-\-t)[A  + t'){A+t") 


2 

J A-\-u  R 


AiKZx 


V(A+t)(A  + t')  (^+C) 
Md  schliesslich,  wenn  für  x wieder  a gesetzt  wird, 

jj 4.yZß^»Ä-^o 

V(A  + t)(A  + t')  (A  + rO 

»ie  auf  Seite  233. 
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Um  das  Integral 

/I  du 

(Weg  eine  Schlinge  ans  dem  Ostp.  nm  den  Pol  t) 
= 2 

J B+u  R 

I 

zn  verwandeln,  setze  man  wieder 

u = i-}-(t—t‘)tg*tp 


also 


du 


2 dg? 


R y(t— <")Vi  —*‘81 


Ferner  sei 


B + u^^(l-^^siu*,p) 
' cos*(jp  \ B-\- 1 

B-\-if 


B^t 


k»S*ß 


also 


y V((-O(g  + 0 V(-B-t"){t-t') 

~ y (<'  - n (5  4- 1)’  ^ “ y (Ä + o «•  - o 


Vfl. 


Vit—f) 


wo 

Demnach  ist 
t du 


V{B+t) 

SßCl,  also  0 < ^ < A- 


2 du 


2B*ß.S*udu 


■Ö+“  B {B+t)y(t  — t"ni  — k*S>ßS*ta^ 

und  weil 

Dß  1 1 

**S/3  C/S  ■ (ß-[. (j  y^7)  ~ y(— ü — 

so  ist 

AKZß 


Cf  P ^ dt*  4K 

B+i'A  (i#+ 1)  y(i^)~  y(Ä+o 


folglich 


{B+0(-B-n 

ApÄBy^KZß 


4.pABy*K 

]JY  l 1 — ^ — . 

(ü+o  y(t_<")^ y(54-t)(B+o  (-B-0 

Bei  Integral  71'^  verwandle  man  die  Schlinge  durch  Einschaltung 


Digitized  by  Google 


Bigltrx  Potential  einer  elliptüehen  Walze.  237 


des  Horizontes  in  eine  geschlossene  Cnrve  am  die  Pole  0,  tf,  «"  und 
gebe  derselben  die  Gestalt  von  Fig.  20. 

Zwischen  i*  und  0 ziehe  man  einen  Teil  der  Cnrve  auf  die  Re- 
alit&ulinie  zusammen  und  weil  sich  hier  die  beiden  Wege  anfheben, 
so  verwandelt  sich  die  anfängliche  Curve  in  einen  rttcklänfig  ge- 
schlossenen Kreis  nm  den  Pol  0 und  in  eine  geschlossene  Curve 
um  die  Pole  f und  und  weil  diese  letztere  Pole  zugänglich  sind, 
so  erhält  man 


/I  du  . 

(Weg  eine  geschlossene  Curve  um  die  Pole  0,  f,  t") 

/I  du 

^ (Weg  ein  kleiner  rückläufiger  Kreis  um  den  Pol  0) 

p 

Kacb  einem  Lehrsätze  von  Canchy  ist  aber 

,,  2« 


und  wenn  im  Integrale  M' 


also 


VtC«" 


f—t” 


folglich 


t—t" 

Sö 

y«-o. 

“ y _ t" 

Cd  — ‘■y* 

y_t"’ 

y_t" 

Si  1 

i 

' vTr?' 

gesetzt  wird,  so  erhält  man 


M'  = - 


4JT 


MKZi 


und  somit  ist 


t"y(t  — O \t  f i’ 

/I  du 

- • ^ (Weg  eine  Schlinge) 
2n  AK  _ UKZA 

’ iWT'  t"  y (7^^  ytT? 
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folglich 

ai  /F  = — __  ^VaBz^K  HyZu  s*  KZ 8 

Man  kann  nun  auch  die  Schlinge  des  Integrals  IV.  auf  die  Ueber- 
gangsliuie  (<-Ostpunkt)  zusammenziehen  und  erhält 

/I  ^ 

tt’Ä  eine  Schlinge)  =2  J 

t 

Mittelst  der  Snbstitation 


findet  man  nun 


“ “ <+(^  — t")tgV 


wo 


2 


du 


Sy  = 


^ 4K ÜKZy 

° «yü— t'v  ycTT'o 

y^Tj/ct^^o 
y«y  («'-«") 


Cy 


V^'Vjt  — 
y<y(t'- 1") 


und  somit  ist 


/?/  = 


y(t  — o 

yi 


4.y^l/ta»  A'^y 


Die  Formel  a)  soll  nun  mit  der  Formel  b)  in  Ueboreinstimmung  ge- 
bracht werden.  Aus  den  Formeln  geht  hervor,  dass 


8 = K+x 
wo 

0 < ® < Z, 

und  y nördlich  lateral  sind.  Man  setze  deshalb  in  Formel  (a) 

8 = K + x 

und  in  Formel  (b) 

y •=■  L — x 

wo  X nördlich  lateral  ist.  Weil  nun 
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Sx  = S(i—K) 


Cx  = C(8  — K) 


Dö  ” y^‘ 


Cx  = D{i  — K)  = 

V—t’ 


ZS  — z(Ä-f  i)  =.  _ 


k*  Sx  Cx 


_ SK{t'-t")  SiKZx 

iWc  ” ‘'/"V(T;^)  077 

Wird  nun  dieser  letzte  Wert  in  Formel  a)  eingesetzt,  so  er- 
hält man 

7,-  _ _ SniÄBz*  i^ABz*  KZx 


a')  IV  = 
Ferner  ist 


y<  t,  t"  i'V(t  — t"y 


Sx  -=  S(Z,— y)  = 


.A_  ‘’y«  ,,  y(<-‘‘)  y~«"  y(<-<") 

* — y;  = ’7=~  Cx  , Dx  « “7=  • 

y— <‘>  y — y— « y(«— «') 


2 y •’*  (<— t')y — i'  in 

somit 

4t7ir Zy  _ 4A'(<--0  dt'A'Za;  2w 

y<  t'  t"  ~ yrt~t"  yir/' 

und  setzt  man  diesen  Wert  in  Formel  b)  ein,  so  erhält  man 
b«)  jy 2;ryjÖa»  _ 4V^  J*A'  AiVaBz^KZx 

yh‘t"  i'y(t~7)'^  yiYY' 

eine  P ormel,  die  nun  mit  a')  üboroinstimmt. 

Das  Potential  der  ellipt.  Scheibe,  in  ellipt.  Integralen  ansgedrückt, 
ist  also 

/.  _ f —y— !*\ 

y{t’—t")  y(^t")  t) 

_L  ^ iyÄBx*KZa 
y(A-\-t){A^)jA':yn 


DigiÜze;,* , GpOgle 


240 


Bigltr'.  Potential  einer  elliptiechen  Walxe, 


j 4.-VAB,^KZß AB 

^y(Ä-|-«X-B+‘')(  — B—i')  itH' 


oder,  da 

A-^t'  B-\-t~^  t ” ’ ® “ A(A—B) 

, (B+0(^+t')(-g-O  , tfi' 

^ “ (A-B).B  ' AB 

ist: 


P-  AK 


Z -J BxiZa 

(Ä-^+ 


il^B 


Wegen  des  Factors  A—B)  im  Nenner  gestattet  diese  Formel 
nicht  unmittelbar  den  Uebergang  zur  Kreisscheibe.  Um  sie  aber 
dafür  einzurichten,  setze  ich 

o — K~\^  tt*  und  ß K ß 


wo  o'  nördlich;iateral  und  ß’  reell  ist  Nun  ist 

. , k^Sa'Ca'  , 

Za  — Z(K+a') 

und  weil 


JJa' 


Za' 


Sa‘ 

so  folgt 


._<Vm±Q, 


Ebenso  ist 


und  weil 


za^-^-y^^ma+za' 

y(e-t")M+0 

Zß  - z{K-ß')  = - zß^ 


sß’=iz±± 

y(T=ö’ 


yg-H 

yc<'^)’ 


Dß‘ 


y p-H 

y(f^f»j 


so  erhält  man 


y(P+0  i—B  — t") 

y(p +<)(«-<") 
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Ersetzt  man  in  diesen  Formeln  — t"  dnrch  ^ — Ccos*8,  wo 


C—  A — B 


ist,  so  erhält  man 


.VCy(il+Oco8S  ^ , 


V(ii-l-0M+<— ‘co8*e) 


and 


Zß 


VipVB-\-t‘änB 


V(B4-0(i4+<-  Ccos*») 


— Zß‘ 


• Ist  nun 

C=A—B 

sehr  klein,  so  liegen  a und  ß nahe  bei  K,  and  a‘,  ß'  sind  sehr  klein. 
In  diesem  Falle  ist  aber 


«y  A+t' 

I COS  8 

V k) 

1 a «11  — 

‘ y(7-“»T  ’ 

" »yc(^^~Ä, 

Wa+c 

and 

1 

11 

V’-O 

1 

<< 

il-f 

*N 

1 >w' 

= yc(i-| 

A sin8 

'/  y^i+t' 

somit 

Za «VC 

(V{A+t') 
V A+t 

1 

1 

<X) 

SO 

O 

V 

CO80 

»VCcos  6 
»VCcos  & 

Ü+0  VU+iÖ  Ä ((^+0£-(‘-«')-ff) 

und 

„„  yCsinS 

^ = ii+öVa+öii +'>^'  - <■  - ■'>*> 

Ferner  ist 

_ M + t)U  + t')co8»e  ^ U + OM  + 0 

A A 

2»  = - - 
A 

also 

Arch.  d.  Math.  u.  Phja.  2.  T.  TI.  19 
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VAxiZa  COS*B 
and 


folglich 


y(^  + <)A' 

VAy^ß 8i^*ö_ 

Vc 


V'A  xi  Za  ^ VA  t/Zß 


1 


^((A+t)E-(t-t’)K) 


yc  ' yc  -^A-\-tK 

und  somit  das  Potential  der  Kreisscheibe  mit  dem  Radius 
P ' - ((r*+ 0 £-  (t  - t')K)  + (_  . 


d)  Besondere  Lagen  dos  Bezugpu  nktes. 

q)  Der  Bezugspunkt  liege  im  Unendlichen. 

Weil  in  diesem  Falle  ( sehr  gross  ist,  so  kann  man  den  Inte- 
grationsweg so  legen,  dass  nur  sehr  grosse  Werte  von  u in  Betracht 
kommen.  Man  darf  deshalb  neben  u die  Wurzeln  t‘  und  t"  und 
neben  t die  Constanten  A und  B vernachlässigen.  Weil  nnn  auch 

= t ■=>  r* 

so  ist  das  Potential 


(Weg  eine  Schlinge  ans  dem  Ostp.  um 
den  Pol  r*). 


Durch  Einschaltung  des  Horizontes  in  die  [Schlinge  kann  man  den 
Weg  in  einen  kleinen  rückläufigen  Kreis  um  den  Pol  0 verwandeln 
also 


P = 


Weg  ein  kl.  rUcklänfiger  Kreis 
nm  0) 


and  nach  Cauchy 

p = ^ AB Masse 

r Entiernung 


b)  Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  Focalhyperbel. 
(t’  „ t"  ^ —B) 

Aus  der  Integralformel  fär  das  Potential  findet  man 
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P 


V(t-u) 

(^  + u)u 


du 


(Weg  eine  geschlossene  Curve  um 
die  Pole  —A  und  0). 


Dieser  Integrationsweg  zerfällt  nnn  in  zwei  Kreise,  von  welchen 
der  eine  den  Pol  — A und  der  andere  den  Pol  0 rückläufig  umgibt. 

Es  ist  also 


-iVAof 


(Weg  ein  rückläufiger  Kreis  um  den 
Pol  0) 


+ 


(-d+«*)(-«> 


ilu 


and  nach  Caucby  erhält  man 


(Weg  ein  rückläufiger  Kreis  um 
den  Pol  — A) 


2nV  AB 

yj-i-t'-f-vt 


Für  die  Brennpunkte  der  Ellipse  ist  folglich 


P-“  2jtVB_ 


t)  Der  Bezugspunkt  liege  auf  dfem  Bande  der  ellipt.  Scheibe. 

(«■=><'  = 0) 


Es  ist 


’ = y' 

m/i 


Vu—t* 


du 


U + u)  {B-+U) 

WA  + tT  , — B — t" 


A-\-u  B-\-u  ) y( 


du 

“ / V(u  — n 


Setzt  man  nnn  im  ersten  Tenne 


“ — <*+(^+<")cotg*^p 

so  wird 

(^+‘")cotgV,  d“  = — (.d-f-t").2cotga).  -j-V 

sinV 

also 

du 2V  (^,-f-t") 


folglich 


A+P' 

A+u 


sin’qp 


!«• 
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Bigltrt  Polenlial  einer  elliptiechen  (Va/ze. 


und  setzt  man 


tg6  = 


V-t" 


so  ist  das  Integral 


4:VaB  V (A+r)  S 

Im  zweiten  Terme  setze  man 

u = <"+(— B -<")  cotg»  X 

und  zugleich  ‘ 

V—B-t" 
lang  

und  verstehe  v pos. ; dann  ist 


B—t" 




du 


folglich 


—B  — e 
iJ  + M 


- = fin*x 


T — = 2 y-  2# — p 

J -B-t"  y„_<" 


Also 

aVab 


P - (V(A+t") . arctg 

+ V(-fi-Oiog( 


(Va+  f“)\ 

\ V_T"  ' 

y~7'+y-  B - 


VB 


Für  das  Ende  der  grossen  Axe  ist 

t" B 

also 

„ 4y^Ä  . ilÄ^B) 

P = -7^= arctg  — 

^A—B 

und  fOr  das  Ende  der  kleinen  Axe  ist 
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also 


<"=  -A 

- yjjEj  • '< vÄ ) 


Anch  diese  Formel  gestattet  nicht  unmittelbar  den  Uebergang 
zum  Kreise.  Wird  aber  — t*  dnreh  A — Ccoa*9  ersetzt,  so  erhält 
man 


VCcosö 


iVAB  / ^ ^ , / VT 

-C-  ivc.cose.arctg(^y^3^_P^^,^, 

/y.^  — Ccos*8  + V'C'sin6 

lÖlog^ 


+ y C’sin  ( 


)) 


und  weil  mau  nun  für  ein  kleines  C den  Bogen  durch  die  Tangente 
und  den  Logatitbmus  durch  den  Zusatz  zu  1 ersetzen  kann,  so  folgt 


P = 4VA  — 4r 


wenn  v der  Radius  des  Kreises  ist. 


§.  13.  Die  Kraftcomponenten  der  elliptischen  Scheibe. 

Die  1.  Abgeleiteten  sollen  ans  folgender  Form  des  Potentials 
abgeleitet  werden: 


(Weg  eine  rückläufige  Schlinge  ans  dem  Ostp. 
um  den  Pol  0- 


Weil 

3lf  Ix  dW  1 y SfV 1 » 

dx  W‘  A-\^’  dy  W Ä-|-“'  W u 


so  erhält  man 


dP 

dx 


X 


, /I  du 

— iABxJ 

= _2yAB=y 

t 


dp 

ay  ” 


/•  1 du 

^ VAByy  £4-«  • w ü 

2 Va  if  y y ^ 

< 

(Weg  wie  oben^ 
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BP 

Bx 


(Weg  wie  oben.) 


Aas  diesen  Formeln  folgt,  dass 

•z+yy+^--2yrj/(^-^+i+0.  ^ 

» 

= -2y/ÄB  I (1-W*)  . ^ 

i 

- -2  Vis/f +2yÄ/|‘rf« 


and  somit 

P—  T'-lf-xX-\-yY-\-xZ 
wenn  T'  das  Pot.  der  Ellipse  bedentet. 


Die  Integrale  fttr  die  Abgeleiteten  zeigen  ferner,  dass  die  Kraft- 
componenten  X and  Y nnr  für  solche  Lagen  des  Bezngpunktes 
anendlich  werden  können,  fttr  welche  < = <'  ^ 0 ist,  also  fttr  Punkte 
der  Randellipse,  weil  dann  der  Imegrationsweg  nicht  mehr  zwischen 
( and  t'  hindurch  kann.  Die  Randellipse  ist  demnach  fttr  die  Comp. 
X und  Y eine  ünstetigkeitscnrve.  Wir  werden  später  sehen , das« 
Comp.  Z fttr  keine  Punkte  des  Raumes  anendlich  wird,  dass  sie 
sich  aber  bei  ihrem  Durchgänge  durch  die  Ebene  innerhalb  der 
Ellipse  sprungweise  ändert.  Aus  frttberen  Formeln  erhält  man 


X=\K 
K = 4AT 
Z iK 


Bi  Za 
t/'Ä  — B 


f 

(-.Zy- 


Vab»  \ 

" u+t) 

_ \ 
jÄBx  \ 


Auch  hier  macht  der  Factor  Va — B im  Nenner  den  unmittel- 
baren Uebergang  zur  Kreisscheibe  unmöglich.  Wir  haben  aber  ge- 
funden, dass  fttr  ein  kleines  C = A—B 
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Vc 

and 

VÄZß  Vigine  , . 

ist;  folglich  erhält  man  im  Falle  einer  Kreisscheibe 


Die  Eraftcomponenten  fttr  besondere  Lagen  des  Bezugspunktes 


a)  Der  Bezugspunkt  liege  im  Unendlichen. 
Es  ist 


X '^ABx  f — 

t/  (.d-f-ttlttVtt — r* 


(Weg  eine  Schlinge  aus  dem 
Ostp.  um  den  Pol  r*). 


Man  verwandle  nun  die  Schlinge  durch  Einschaltung  des  Hori- 
zontes in  eine  geschlossene  Cnrve  um  die  Pole  —A  nnd  0,  und 
weil  sich  die  Wege  auf  der  Realitätslinie  zwischen  — A nnd  0 auf- 
heben,  so  erhält  man  als  neuen  Weg  zwei  kleine  rückläufige  Kreise 
um  die  Pole  —A  und  0.  Man  erhält  also 


r — \ 

J Vr*  — u( — u)  -d+u 

/ 1 

-*Vabj>  J u 


(Weg  ein  rttckläuflger  Kreis 
um  den  Pol  —A) 

(Weg  ein  rficklänfiger  Kreis 
um  0) 


und  mithin  nach  Cancby 


X — 


cos(r«) 


Ebenso  findet  man 
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r— ;3  — cos(ry), 

^ n-^AB  , , 
Z ^ — — 3 — COB  (rz) 


b)  Der  BezngBpnnkt  liege  auf  der  Focalhyperbel 
(«'=■«" B,  y-0) 


Man  findet 


vabx  r 

J M + «) 


du 


4- u)  -f- u)  y (u — 0 

-iVÄBxf 

J U+u 


(Weg  eine  Schlinge) 


(Weg  ein  rückläufiger 

(■^+“)(-B+u)  ^{t—u)  Kreis  um  —B) 

(Weg  ein  rückläufiger 

)(il-fu)  Kreis  um  den  Pol  —A) 


4-»  y ABxC  

/ V'ft— u)(— fi— u 

'InjTB  X ( 1_  1 \ 

A—B^  \y^'4-«  Vb+U 


2nV  AB. 


y(^4-<)(it4-<)  (y^+<4-  y54-t) 

Ebenso  ist 

2n'^ÄB3 


y-0,  Z 


^(B  + t)t  (Vt+yfi+t) 
und  für  die  Brennpunkte  der  Ellipse 

2nx 


X=  — 


yfA+VB' 


F— 0,  Z=-2n 


c)  Der  Bezugspunkt  liege  in  unmittelbarer  Nähe  der  Randellipse. 

»1  “ 

^ Um  den  log  unendlich  werdenden  Teil  abzutrennen,  ersetze  ich  ‘ 
durch  Da 


gesetzt  war,  so  hat  man 


T'~2Vab 

t 
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» 

X , 2V AB  Pu — t du 

^ — Ä+'t  + iT+t  y l+ü  • ^ 

I + u 


x_  K 

^ ■ V((-t") 

und  weil 

® y^Vu-Ä) 

so  erh&lt  man 


Nnn  ist 
also 


WB  _ VCyl+t")  y^  + ^'l  jf 

Vü— iT)  ■ Vu+T)'  ■ y(T-i") 

JT(4*) .X(l') 


Um  Integral  //  zn  berechnen,  machen  wir  Substitution 


also 


u-=t  — {jt  - V)Sh) 


y„_t ,y(<-<')S»,  iu~t’  — t/(t-t')Cv, 


du 2«rfo 

fi  ~ “ V(<— *")' 


• u — t 

A-i~u 

Setzt  man  nnn 
also 


(t  — t')  S*v 


= 4*S*o 


5*0  ' 


t — t' 
A-\-t 


t — t'  t-t"_t-P 
A-^  t t — t'  A ”j“  t 


Sa 


A+e 

A + t’ 


D*a 


±N'. 


V]^ 

VÄ+t' 


Ca  = 


VÄ+t' 


Da 


VA+t' 
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Bigltri  PoUntial  eiiur  eUiptücken  Walt*. 
a = K-ß  (0</J<JT), 


2idv 


2i(t—t')S*vdv 

(^+<)  y(«-t'0  (1  -Jfc»S»aS*o) 

k*SaCaDaS^dv 


(^+t)  >/(<-<")  ifc  * So  Co  ü«  ( 1 — i « S*o  S*t>) 


Nnn  ist 


also 


i ‘So  CoZJo  = 

‘-f  vm+0  y(^-Ho  }/Ä+t 
V(7^ÖU+Qi 


i * So  Co  Co 

VÜ+ö 


(j1  +0  V (r— t")  ■ * • So  Ca  Da  V(A  -f  t')  |-f- 1") 

and  somit  ist 

00  L 

2iV(A  + t) 


Pu—t  Aj  _ 
/ ^-|-u  Ä 


/'i*So 

i*)./  1- 


V(^  + t')U+P) 

2.Y(^  + 0 „ 

Vi^+o  (^+7')^^'^’ 


Co  Co  5*»  rft» 
Ä‘S*oS*t)“ 


Weil 


2'<40x_2V'^  V"U4-0U+<’)U-ft") 

_ 2yc  V(:«+<‘)(^-fÖ 


so  ist 


and  weil 


2V^ß 


00 


5 — < dti  4y  Bin  (£,,  a) 

< * t/  ^+«  Ä " Vi_jB 


l-t»  , V , r.  tl*  , f «O 

n{L,a)  — LZa— 


so  ist  schliesslich 
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AVB  / _ , » na  CcrDo*\ 

VÜ-'rO'-^+ä  - 

, CaDa\  , n na\ 

- äi) 

Dieser  Aasdmck  soll  nach  t,  f mit  Yernachlässigung  der  mit 
log  («  — <')  mnltiplicirten  zweiter  Ordnang  entwickelt  werden.  Weil 

iX  = (l  + ii*)log^  + Ü* 
mit  Vcmachlftssignng  von  il;*logX;, 


n in*'  « — *')  (.  I ‘ V*  t — t'  A t , \ 


•og  4 “ (-  i6t")  (— <")  • ••) 


also 


■ (-n  . I 

( t — t' \ . . ..  t—t')  , < , ,< — t'  , 

^ + » {irp) ) X ("—  i^t")  “ * ■ t")  + »(_«")  + ••• 

— iiog  —167'  X (i  + * (^t"'))  ~ * (^Ö  " 


Ferner  ist 


Zx 


/(— I 


dz 


and  weil  in  unserem  Falle  x ^ K ist,  so  setze  man 

sin<jp  — &c 
(Up 


also 

folglich 


^ = 77 


V 1 — i*Bin*( 


<P 


Z.-/(d  - -f . 


Fttr  ein  kleines  k*  ist  anob 
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folglich 


2/:"^  ifc*— ... 
E 4 


Ferner  ist  auch 

(1— t*sin*9))4  = (1— cos2g))^  '* 

k*  k*  k* 

= 1 ^ - + ^C0s2ip  — ^(1— 2c0s2gp+C08*2()p)-f-... 

= 1—  X +T  ~ ^ -2cos2(j>4-— j -f ... 

1 l‘*  , k*  3k*  k*  i-‘cos4<p  , 

= 1-  T + T C082<P-  -Qf  + ^ cob2<p +... 

und  ebenso  (1 — i*sin*(p)~* 

k ’ k*  9 3 

= 1+-|-  — -j  cos2(p+g^  k*  — - t<cos2(p 

3 

(1— fc*sinV)“'  ■ /f  “ 1 — i**  — *fc*cos29>  ~ — j^i*cos2qp 

3 

+ ß^t«cos49+  ... 


(1  — i*sin*gi)J  — (1  — i*sin<p)-! . ^ = \k*cos2tp 
+ ^**(2cos29)  — co849>)4- 

also 

Zx  = ^ Q k*  COS  2tp  + ~ k*{2  cos  2g>  — cos  49)  dip 

(i 

— ^ fc*sin29>-}-  j^**(sin2^  — J sin 4^)4-. •• 

(fc*  1 \ 

■2  + J6*^(l  + 28iu’()p)  )+ 
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= SxCx  1 i‘(l+2S»x))  + ... 

-|*&Cr+ *^(&Gt-f2S»xOr)  + ... 

die  Entwicklung  der  Z Function  hat  also  für  unsern  Fall  folgende 
Form: 

Za  — ^ SoCo-j-  jg(iSa Co-|-2S*« Co)  ... 


1 


wenn 


also 


daher  ist 


Es  sei 


i — t'  t — t' 

iLZa  = \ ^ tge.log^Tjg^- 


o — K — ß 


man  soll  berechnen. 


s,-Z- 

_l_  t'  V vi  \ ^a) 


Wenn 

also 

so  folgt  hieraus 


= sin«(l- 


ama  « <p 
sinqp  “»  sin  i 


Bine(l-^'^) 


Nnn  ist 

r <i<P 

./  y ( — ib*  sin* 


<p  = e—itgd^ 


<f) 


= J' (1-j- Jt*sin*(p)ii(p  -=  <p+  ifc*sinvco8(p 
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na 

2jf  ” (1  — + — sin^cosijo))  — g>  — iifc*8in  9>cog  9 


' ® sin  fl  cos  9 

® “ 1 tg • . ~p tgflcos^fl 


und  endlich 


1.  « /2<'  , t-t'\ 


na 


Ferner  ist 


CaDa_  rV(A—t")  V^+t‘)  V(A+r 

Sa  J y_  ^ 

) ist 


folglich 


y r ,,  — 16<"  „/  «4-<'\ 

V{a—b)\.  ^ «— {'  “»  z.7y 


Für  den  Fall  einer  Kreisscheibe  ist 


T<‘+‘')ü+rV)+.] 
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also 


tgö  = 


V—  t" 


Jf,  = WA 


16^  cosO 
<=?  VA 


(‘ 


yccosö 

~VÄ~ 


cos  6 
WA 


(‘+'•>(3+3)] 


r , 16^  ( , i-H'x 

”2cosö|^- 

J , 16^/,  (H:£l 


Y = 


— 2 


t 


y du 
B-\-u  R 


man 


Um  auch  hier  den  unendlich  werdenden  Teil  ahzutrennon,  ersetze 

Ä+i  “ CÖ+ÖÖÖ+“) 


so  ist 


T' 


y = 


_y_„,  , sy^i^ 

Ja-ft 


R 


WeU 


Y=  I-{-II 

y __  y^^^  VUH^) 

^+‘  \r(a—b)  ' y(i#  4-0 


' = 

y(t-t")  ■ *■ 

80  ist  

WA  y--B-<".y/t+t' 

yc^'^)  y-'"— ' yj+f‘ 


y(4— fi)  y_i"  V H— <"  ^ / / 


Digitized  by  Coogle 


256 


Bigltn  PoUntial  einer  elliptie^en  Walze. 


AVA 

X 


V(Ä~-  B)  V-  r 

Um  II.  za  berechnen  machen  wir  folgende  Snbstitution 
u=  «— Kt— 


also 


S*- = 

t— l"  t—t’ 

C*»  = i I)^v  — r, 

t—t'  t — t" 


WO  also  V von  0 bis  L wächst.  Es  ist  nun 


u—t  du  t — f 1 


dv 


B+u  • B 
Man  setze  daher 


B-\-t 


k»S>b  = 


t — t' 


und  kann  dann 

yr~7‘ 


Sb 


Cb  ■■  , 

Vit+t  Vß+t  ’ 

annelimen,  so  dass  b zwischen  K und  K-\-L  liegt  und  dass 


5-H 

iV—B^T 


Db 


' V/i+t 


Weil 


k^sbCbDb^-i^-^. 

Vt— t"  V/t-i-t 


2Vkß 


so  hat  man 


Vyl  — ß ^ ViJ-j-t 


L 

11=  — r^jul  • V—B^' , 

Vä-b./  B+t  y(t-r'j  yä^T' 


S*t) 


1— fc»S*Ä8*v 

fc*S6«öiS»p  4y^ 

V(A-B)J  i-t*s*bs^ 

0 


-B)J  i— 

0 

4V^  t«  , » 


rfw 

i 
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Wenn 

b K-\-b' 

80  ist  b‘  nördlich  lateral  und  liegt  zwischen  0 und  L.  Weil 

b'  = b — K 


so  sind 


Si‘=-S(Ji:-4)=-g,  Cb‘^C(K-b)  = l~ 


Da  nun 


so  sind 


Ob'  = D(K  — b) 


Vf-t" 

- 


Db 


“•  - - T T-+' 

VB+t'  Vjj+i'  Vb+i' 


Ans 

foigt,  dass 
Daher  ist 


Z(A+i)  = 2Z,'  -jfc* 


Sb'Cb' 

Dh‘ 


Zb  Zb’~i.  1'2^ 


u — 


r ^ IZb'  -i{t-t‘,V{-B-t")\  inb’\ 

y (A  — i#)  [ V (ij  -j_t)  (fl+V)  2A  J 

Annähernde  Berechnung  von  II.  Wenn  ami‘  = tx,  so  ist  b‘ 
gleich 

^ i f 

^ yU  + A-«fin*Z)  J 

“ <il—  xeof  X—  X) ) 

Ferner  ist 

Sb'  = »finjt 


%)<‘X 


also 


Ru  x= 


_ ys~?jz.y.  _ 1 y\ 

yz<+?  “ ^ vB  V 


Man  setze  daher 


y-fl-t" 


folglich 

Arch.  Jer  Mmtb.  n.  Fhjrs.  2.  R«ib«,  Teil  TI. 
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COl  fi 


V_(" 

^/B 


H = log 

Nun  folgt  aus  obiger  Formel 
also 


VB 


also 

oder 

folglich 

oder 

Weil 
so  ist 


— n)  = fitifi  — »jcpffi 


co[  fi.i/  = fiPfi. 


»7  =■  tg  fi . J ^ 


X = f*— i ^‘87* 
X = f*  — i - ^ 


B 


V— t" 


2K 


1 - i 


— f*  + * y_/«  B ) 


= -f*  + 


> V— 

* V-T^'  ■ ^ 


Zh’  = i t*Si'  C’i'  = f ^ 


' _ «(t-t')y— Ä-t" 


y-r 

»(«—«")  i—B  -i" 


2^  / ^ — fc  7 r — x^  — fc I 


, —16t"  , 

L = .'.log  -_^,T.  + • • ■ 


Also 


II  ^VAl  —16t" 

" = yKöV'“  - ’ y:Z7"-(Tr 


Endlich 
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y „ r , V—B-r  —16t"  ( t+t’\ 

z — .VIsfl.  ^ 

Wollte  man  dasselbe  Argument  t>,  das  durch 
« — <-(<-  t‘)Sh> 

definirt  war,  behalten,  so  bekäme  man  wegen  des  Neuners  u bei  der 

n Function  (Parameter)  = ''  > i „nd  der  Parameter  läge 

zwischen  L und  A'+i.  Man  kann  aber  einen  reellen  Parameter 
bekommen,  wenn  man  L—  (früheres  Argument)  als  Argument  wählt 
nna  auch  mit  e bezeichnet.  Dann  ist 


u = t — 


also 

Sv 


i—r 

S*v 


il/t—t"  , iVt—t"  ,/ ; Dv 

= iV(t-n  R = ~ i(t  - t")i  ^ 


also 


Sv' 

du  »-2(1-0 

du  2 dv 

■ß  y(7^^  »■ 

/. 

^i-^tt'^'  /•  S*vdv 

^ {T^XJ  l-k^&cSht 


wenn  s pos.  und 


k*S*e  = 


t—t" 


Für  ein  neg.  * hätte  man  den  entgegengesetzten  Ausdruck  erhalten. 
Man  kann 


Sc . 


Vt 

V^V) 


Ce 


yr-T" 


De  = 


y— 1" 
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annchmen.  Dann  ist 


0 < c<^ 


k*SeCcDc  = 


_yr  i't" 


also 


0-0« 

Z 4.77(V) 4.  (lZc  ^ 


Wenn  t und  t',  folglich  auch  k*,  als  sehr  klein  erster  Ordnung  gelten 

— 16t" 

und  man  die  zweite  Ordnung,  multipl.  mit  log  vernachläs- 

sigt), so  kann  man  e durch  einen  Winkel  ersetzen ; und  damit  dieser 
in  der  Ebene  der  Scheibe  ausserhalb  der  Ellipse  verschwinde,  muss 
er  zugleich  mit  t‘,  also  mit  Cc  verschwinden.  Man  setze  daher 


damit 


amc= 


cosl 


sinl 


n 


werde.  Dann  ist 


_yt 

V-r 

Vo  - '') 


^ 1 1 , • • 1 1 
^ — X — J/:*8inilC08A 


Ze  — JA:*  flin  X cos  X = J /_ 


2 * 


~Zc 

t 


i V-ii\  -16» 


Da  nun 


ist,  so  ergibt  sich 


— »* 


log 


t—f 


-=r-+<S-j) 


. V—«'/.  —16»"  N 

Z — — 4A-|-  - ^log  —1  ^ 


Das  durch  den  Bezugspunkt  gebende  zweiscbalige  Hyperboloid  (<") 
schneide  den  Rand  der  Scheibe  im  Punkte  {X,  r,  0).  Den  Abstand 
t beider  Punkte  kann  man  wegen  seiner  Kürze  (insofern  das  kleine 
Stück  des  rechtwinklig  sehn  idonden  Hyperboloides  als  eben  gilt) 
als  kürzesten  Abstand  des  Bezugspunktes  vom  Scheibenrande  an- 
sehen.  Für  diesen  Abstand  * haben  wir  aber  früher  den  Ausdruck 
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V— t" 

* “ 2 • 

erhalten. 

16f"  8.  (-<")* 

ist  endlich.  Man  kann  daher  den  Unstetigkeitslogarithmus 


log 


-let'' 


durch  log-  ersetzen,  wenn  man  daneben  endliche  Werte  vernach- 
lässigt, wie  bald  in  den  Unendlichkeitstermen  von  X,  Y geschehen 
soll.  Setzt  man  nnn  für  den  nächsten  Angenblick 


wo 

X = 


y = 


also 


^/{A-lf-t){A-\-v)(A-{-e')  , t-ft'  Vä{A+i") 

^A(A-B)  “ ^ + 2^  ; “ 2A  YCä^^B) 

y'iB+tjiB+ni-B-h 

y^B)  " 

t-K  VB(-B-r) 

” 2B  ■ yiÄllB) 


t+t' 

2VäbV(.A—  B) 


■ VÄ(A-t-t") 


und 

folglich 


V - Y=  - 


* + «' 


2i AB  i{A  — B) 
(r-  A-)*-}-(y-  Y)*  = 


. Va{—b-o 


iAB 


t+f  V-t" 

2 ■ yjs 


Man  kann  sich  r als  Projection  der  kleinen  Strecke  « auf  die 
Ebene  der  Ellipse  denken.  Weil  * im  Ranme  normal  zur  Ellipse 
ist,  so  ist  es  auch  r in  deren  Ebene.  Wenn  t‘  = 0,  so  liegt  der 
Punkt  (x,  y,  z)  in  der  Ebene  der  Ellipse  ausserhalb  der  Cnrve,  und 
r ist  dann  pos.  Die  Proj.  des  Punktes  liegt  also  ausserhalb,  wenn 
t-f-r'  pos.,  innerhalb,  wenn  t-f-t',  folglich  auch  r,  neg.  ist.  r und  » 
sind  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  < dessen  Hypotenuse. 
Der  Cosinus  des  Winkels,  den  t mit  r bildet,  ist 
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r t + t' 

i “ « t'‘ 


Weil  aber 


1 


sinA 


80  ist 


^+1 

t—  t‘ 


r—  cos*A  — 8in*i  — cos2A 


die  Strecke  e bildet  also  mit  der  nach  aussen  gerichteten  (in  deren 
Ebene  befindlichen)  Normale  der  Ellipse  den  Winkel  2k-,  man  hat 

r — «cos2i,  * = *sin2A 


ln  tiefster  Näherung  ist 


2 = — 41  (wenn  man  das  weglässt,  was  im  Rande  verschwindet. 


Wenn  nun  der  Winkel  21  von  —n  bis  zu  wächst,  so  dass 
die  Strecke  » um  den  Punkt  des  Randes,  von  dem  sie  ausgeht,  eine 
ganze  pos.  Drehung  ansfahrt,  so  nimmt  die  Kraftcomp.  Z ununter- 
brochen von  2n  bis  auf  —27t  ab. 


Bedeutet  ^ den  Winkel,  den  die  Normale  der  Ellipse  mit  der 
X Azo  bildet,  so  ist 


folglich 


*— A — rcos^t,  y— P-=rsin(i 


cos  ft  = 


yg(A+t") 

V(A-B){-n 


sin  ft 


VA(—B—n 


Die  unendlich  werdenden  Anfangstermo  der  Ansdracke  fflr  die  zwei 
ersten  Abgeleiteten  (Kraftcomp.)  waren  aber 

y _ 2-\/B(Ä^")  , —16t” 

” y'(J—B){—t!')  ^°^  t—f 


2yd(— Jg— t")  — 

y(:<-R)(-t")  * 


16f” 


und  für  diese  kann  man  also  auch 
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jr  = — 2cosfilog  K=— sinfilog^ 

setzen. 

Ans  der  allgemeinen  Theorie  des  Potentials  ist  bekannt,  dass 
die  Kraftcomponente  eine  Fläche,  welche  mit  Masse  von  variabler 
Dichtigkeit  belegt  ist,  in  der  Richtung  der  Normale  sich  beim  Durch- 
gänge durch  dieselbe  sprungweise  ändert  und  zwar  um  4wp,  wenn 
p die  Dichtigkeit  im  Durebgangspnnkte  bezeichnet,  und  die  Fläche 
in  neg.  Richtung  passirt  wird.  Dieser  Satz  wird  gewöhnlich  mittelst 
des  Ganssischen  Lehrsatzes  bewiesen;  allein  er  kann  auch  durch 
eine  einfache  Integration  gefunden  werden.  Zu  diesem  Zwecke  grenze 
ich  auf  der  Fläche  ein  kleines,  kreisförmiges  Element  ab  und  er- 
richte im  Mittelpunkte  derselben  eine  Normale,  deren  pos.  Seite 
nach  anssen  gerichtet  sein  soll.  Es  ist  nun  zu  untersuchen,  was  aus 
der  Kraftcomp.  in  der  Richtung  dieser  Normale  für  den  Durch- 
gangsp.  wird,  wenn  die  Fläche  in  pos.  oder  neg.  Sinne  von  dom  Be- 
zugspunkte passirt  wird.  Liegt  der  Bezugspunkt  auf  der  pos.  Seite 
der  Normale,  so  sei  die  Kraftcomp.  der  Fläche  in  der  Richtg.  der 

Normale  mit  N,  liegt  er  aber  auf  der  neg.  Seite,  so  sei  sie  mit 

.lV  bezeichnet.  Wird  nun  die  Normale  von  dem  Bezugspunkte  in 
pos.  Sinne  durchlaufen,  so  erhält  man  ftlr  den  Durebgangsp. 

wo  Aq  die  Kraftcomp.  des  ausserhalb  der  kleinen  Kreisscheibc  lie- 
genden Teiles  der  Fläche  ist,  während  sich  a nur  auf  die  abgegrenzte 
Kreisscheibe  bezieht.  Wird  hingegen  die  Fläche  in  neg.  Sinne  pas- 
sirt, so  erhält  man  fttr  den  Durebgangsp. 


iV=^-f-a, 

WO  sich  «]  nur  auf  das  kleine  abgegrenzte  Flächenstuck  bezieht 
Der  Unterschied  ist  also 

+ “ 

N—N=a—aj 

und  man  bat  nun  noch  die  a zu  berechnen.  Der  Mittelpunkt  dos 
abgegrenzten,  kreisförmigen  Flächenelementcs  werde  als  Ursprung 
eines  neuen  Coordinatensystems  gewählt,  dessen  pos.  z Axe  mit  der 
pos.  Normale  zusammenfällt.  Der  Bezugsp.  hat  daun  die  Coordi- 
naten  (0,  0,  x).  a sei  der  Radius  der  Scheibe,  r die  Entfernung  des 
Bezugspunktes  von  einem  Punkte  derselben  und  h Radius  eines  auf 
dem  Flächenelemento  liegenden  Kreises , wo  0 •<  A <;  a.  Das  Flä- 
chenelement  der  Kreisscheibe  ist  demnach  2nhdh,  und  weil  fUr  die- 
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selbe  Q als  constant  aDgesehen  werden  kann,  so  ist  das  Potential 
derselben 


Pot.  = 2«p 


Nnn  ist 
also 

folglich  ist  für  ein  pos.  z 


r*  = **+,* 
rdr  = hdh 


Pot 

und  für  ein  neg.  z 


Vo*  + ** 

’ot  ■=  2jtp  ^ dr  = 2n(f'}/a*-{-z* — *) 


Pot  = 2jtp(ya*-f-»*+*)  also  für  * •=  0 
Pot  — 2«  p o 

Das  Potential  einer  stetig  gekrümmten,  mit  Masse  von  variabler 
Dichtigkeit  belegten  Fläche  hat  also  keine  Unstetigkeitspnnkte.  Aus 
obigen  Formeln  für  das  Potential  folgt 


0Pot. 

Sz 


und  also  für  den  Ursprung 


dz 


— 2np, 


apot 

dz 


2 7Tp 


Es  ist  demnach 

folglich 

also 


a = — und  o,  " 2jrp 


+ — 

N=A^—2’rg,  iV  — 4j|-|-2  Jip 


+ — 


Auf  diesen  Satz  nun  soll  die  Kraftcomp.  Z der  elliptischen 
Scheibe  geprüft  werden.  Wir  hatten 


du  (Weg  eine  rückläufige  Schlinge  aus  dem 
R Ostp.  allein  um  den  Pol  t). 


Durch  Einschalten  des  Horizontes  in  die  Schlinge  erhält  man  nun 
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^ (Wog  ein  kleiner  rückläufiger  Kreis 
li  allein  um  den  Pol  0) 


du 

R 


(Weg  eine  Cnrve  um  die  Pole 
t'  nud  <") 


und  nach  Cancby  erhält  man  demnaeh  für  ein  pos.  a 

Z = ~ AB  J' — — . ^ (Weg  wie  oben) 

und  für  ein  neg.  a 

2ji  —i")/ ab  P • jt’  (Weg  wig  vorhin) 

Da  nun  die  Integrale  auch  für  a ■=  0 einen  endlichen  Wert  be- 
halten, so  verschwinden  für  diesen  Fall  die  zweiten  Terme,  und  man 
bekommt  für  einen  Punkt  der  Scheibe 

+ — 

^ ^ « -I- 

also 

+ - * 
Z-Z->—in 


was  der  Dichtigkeit  1 entspricht. 


§.  14.  Berechnung  des  Differentialparameters 
zweiter  Ordnnng. 

Um  den  Differentialparameter  zu  berechnen , gehe  ich  von  den 
Integralansdrücken  der  ersten  Abgeleiteten  ans  und  benutze  als  Inte- 
grationsweg die  Schlinge,  welche  ans  dem  Ostpnnkte  allein  um  den 
Pol  1 geworfen  ist  Weil  für  alle  Punkte  der  Randellipse  die  Comp. 
JT  und  T unendlich  werden  und  die  ganze  elliptische  Scheibe  für  die 
Comp.  Z eine  Unstetigkeitsfiäche  ist,  so  müssen  wir  alle  diese  Punkte 
von  der  nachfolgenden  Betrachtung  ansschliessen.  Weil 


o 

dW  X 

Bx  W*  • dx  “ W»  ■ A+u 


^ W 1 y 
“0jf  “ W»  • B-\-u 


so  ist 
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3X 

dx 

dj; 

dy 

Bz 

dl 


J\. 


<lu 

VW 


liu 

W 


folglich 

i:  ^ = 
^Bx 


S\‘  llu 

uj  i/'i 

(Weg  wie  früher) 


tlu 

VW 


llu 

ÜW 


Nun  ist 

X \» 

also 

£ - L. 

yl-j-u 

dlog  17* 
du 

a 1 

r . 

^ dx  “ ' 

ä Va-b  J (1 

" W 1 

■ ■ du  W 

= 

2 y/Äi. 

Endwert 

Anfangsw. 

dtV' 

d« 

1 0f/ 

V ■ d» 

. 1 

Ü 


-) 


du 


oder 


^ ^ 0s/> 

dx*~^  d y*  dl* 


§.  15.  Das  Potential  einer  elliptischen  Scheibe  von 
der  D ichtigkeit  1 ist  eine  homogene  Fan  ction  1.  Grades 
der  Grössen  VA,  VB,  x,  y,  z. 

Wenn  in  der  Formel 


die  Elemente  VA,  y B,  j-,  y,  z resp.  durch  av'.l',  «y  S',  ai;‘,  ny',  oi' 
ersetzt  werden,  dann  geht  dieselbe  in 
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ober  and  somit  ist  P eine  homogene  Fnnction  1.  Grades  V A,  VB, 
X,  jr,  s.  Also  ist 

P~VA^,-\.VB^y^  + x ^ + ä'j^  + • & 


a-^A 

Diese  Formel  erhält  man  auch  auf  folgende  Weise: 

Das  Potential  einer  ellipt.  Scheibe,  begrenzt  von  der  Ellipse 


jr*  . y* 


ist  nach  Früherem 


wenn 


Aa*  +“B«*  ” ^ 

oc 

P,  = 2a»  VaB  du 

W,*  = 1 


Ao»-f-u  JBo»-j-u  u 
17,*  - (Ao»+u)(fio*+tt)ii 

Ersetzt  man  nnn  u nnd  t dnreh  o»u  nnd  a*t  und  setzt 


o*W,*  = ly*  — «»  — 
dann  erhält  man 


A-f-tt  B-f-tt  u 

P,  = 2VZB 


du 


somit  ist 


8o 

folglich 


dp 

Ta' 


iJl7''“=V'Ag^+yB 


diVB'a) 


dp 

dVB 


was  zn  erwarten  war.  Nun  ist 


demnach 


OS  0 

rZ4-yy+*Z-  2VÄD J ^du—2'^ÄB 


p-.X+,r+.Z+VA^  + VB^^ 


du 

uw 
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Big  len  Potential  einer  eUiptiecken  WaUr, 


y.  Potential  einer  elllptisehen  Scheibe  Ton  der  Dichtigkeit  1, 
deren  Punkte  den  Glelehongen 


^ J3  — 


* 


0 


genügen,  abgeleitet  mittelst  des  dlseontinnirliehcn  Factors  von 

Dirlehlet. 

Die  Coordinaten  des  Bezugspunktes  seien  a,  b,  c;  diejenigen  eines 
Punktes  der  clliptiscbeu  Scheibe  x und  y.  Wird  die  Entfernung 
dieser  beiden  Punkte  mit  r bezeichnet,  so  ist  eine  erste  Form  des 
Potentials 


wo  sich  die  Integration  Uber  alle  Punkte  der  Scheibe  ausdehot.  Bc' 
deutet  nun  iV  eine  pos.  sehr  grosso  Zahl,  so  ist 


II 


Ich  betrachte  nun  das 


a 

r = if 
0 

ffU 

lutegral  / 'ft.  Der  Weg 


derselben 


sei  eine  ans  dem  Westpunktc  um  den  Pol  0 geworfene,  rechtläufige 
Schlinge.  Sind  die  reellen  Comp.  Ton  a und  b pos.  und  ist  e ein 
ächter  pos.  Bruch , so  lässt  sich  der  Weg  auf  die  Rcalitätslinie 
zwischen  — oc  und  0 znsammenziehon  und  weil 


ref-t  — eni 


/ 


00 


^*7r(l+e)  # 


j-lJf(l+C) 


t)\+C 


eit 


CC 

J eU 


so  ist  (wenn  — OD...O  eine  ans  dem  Westpunkto  um  den  Pol  0 ge- 
worfene Schlinge  als  Weg  bezeichnet) 


— 0C...0 


-^4.  - 'ft  = y -7,+ 

0 

00 

^ sinne 

= -2.«— y -?Tc 


tÜ 
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UI 

WeU 


r(c)r(i 


2««  P 

ni-c)J 


00 

g-ht—g-ai 


jl+c 


dt 


J' eMt-(*+e)rft  = je  y^e-M(4t)-<*+'>dW 


—GO  »-O 

also  nach  einem  bekannten  Satze 


/2»‘rt4' 


ebenso  ist 

und  somit 
IV 


-00  —0 


-I 

f 


, , 2itra‘ 

‘"‘-''♦‘'■“-rö+S 


—00  -0 

also  nach  Formel  in 


git  .^got  ^ 2w(i'  — o‘) 

fi+c  « — r(l-f  e) 


V 

folglich  anch 

VI 


r(i+c) . 


(gt— 4») 
c 


Die  imaginftre  Comp,  dieses  Log.  werde  ausgedrückt  durch  die  .Irösse 
der  Drehung  des  Strahles  von  0 nach  4 bis  zum  Punkte  o.  Ich  setze 
nun  b —ig—i,  a ^ sei  eine  pos.  reelle  Zahl.  Dann 

folgt  ans  VI  für  den  Fall,  dass  (/  > 1 ist 

also 

00  , 

/sin<  . . , , ff— 1 

somit  auch 

00 

/sin  < ...  , ff  — 1 

— e-Wdi  = log^^j 


Ans  1)  und  2)  folgt 
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VU 


Ist  hingegen  0 < ^ < 1,  so  folgt  ans  VI 


3)  2.y'?J^s'»*dt  = log^+.-: 


and  hieraus 


.V  « /^sint  ^ . 1—0 

4)  — 2t^  — — e~v‘rft  = log  j-qp" — en 

somit  nach  3)  und  4) 

VIII  ^ {e^  +e-^t)dt  1 


(p 

Das  Integral  dt  nennt  man  den  discontinuir- 

0 

liehen  Factor  von  Dirichlet.  Ist  in  demselben  0 < ^ 1 , so  ist 

der  Wert  1,  und  ist  1 <?,  so  ist  derselbe  0.  Wird  nun  in  dem 

Ausdrucke  I fttr  das  Potential  ^ durch  das  Integral  der  Formel  II 

ersetzt  und  ist 


? = J + — r*i  — igtp,  a*  =r*j;+^<P 


SO  kann  man  dem  Potentiale  der  elliptischen  Scheibe  folgende  Form 
geben 

IX  Pot.  ■—  ^ 

In  diesem  Ausdmeke  laufen  die  Variabein  9 und  % von  0 bis  -{-<» , 
und  die  Integration  nach  x und  y erstreckt  sich  Aber  die  ganze  Ebene 
« ->  0.  Setzt  mau 


V Ax  — itp  _ VAax 
VA  y _ ,-qp’ 


VBv  — itp  VBby 


s 


V(Ax-»9)*''''ÖX— «<»>*’'  9> 
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_y_Az±tv^  g.  vbi+jv 

y Az-\-i<p'  * Vfi  ^ V Bx~{-i(p 

<L  _ ^ _i_  ^*3!  1 

^ “ ^X+iv'i^Z  + 'v'^  9 

und  versteht  VA,  V B und  ebenso  die  reellen  Comp,  von  V A% — iq>, 
iBx  — »qp  pos.,  SO  ist,  weil 

r»  — (a  — o)*+  (y  — i)*+  c>,  ff  ” J + 

ß -=-  9l*  + S8*+Ä>,  SV  = 5i,»+!ai*+S,(p 
In  Formel  IX  integrire  ich  zuerst  nach  x und  dann  nach  y und  setze 


y Az — »qp 
VA  ^ ' 


yAx—ii 


‘9 


yAz  — t'9  , 
^ — ~ VA 


in 


Durchlauft  nun  x die  Realitätslinie  vom  Westpunkte  bis  zum  Ost- 
punkte, so  durchläuft  u eine  neue  Gerade , welche  die  R.  L.  unter 

einem  Winkel  schneidet,  der  kleiner  als  ^ ist.  Der  Anfang  dieses 

Weges  werde  mit  dom  Westpunkte  und  das  Ende  mit  dem  Ostpunkte 

verbunden  und  weil  nun  die  Elemente  des  Integrals  «-■  du  i 

diesen  Punkten  des  Horizontes  sehr  klein  sind,  und  innerhalb  der 
R.  L.  und  des  Weges  von  u keine  kritischen  Punkte  vorhanden 
sind,  so  lässt  sich  der  Weg  von  u wieder  in  die  R.  L.  verlegen  und 
man  bat 

+ ® ^ +00  00 
c/  y At — y At — iqnJ 


• i<;oc 
=00 


y~Az 

y Az  - *9^ 

nh) 


t-\dt 


_ VA 

yAz  — i9 

Ebenso  ist 

+ CD 

—CO 

du  = 


4 QD 


y' 


VB_ 

yBz-^v 


m 


f- 


VB 


y i^z-y  *9 


m 


somit 
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+00  +00 


y*  j*  (<!-(a*+«*+s»)_|-e-(«.'+«.*+s.»)datiy 

^CO  -00 

= yABnl~7 -4-  ■■  . ^ 

''V('^Z— — »■»)  VMz  + »9»)( 


l-S.y 

<P)CBz  + iv) 


und  demnach 

Väb  ^ -*■ 


X Pot. 


/*  ^sin  cp  . / e—^9 


0 0 


V(Ax—i(p)  (Bx  — itp) 


+ 


e-^iV 


V{Ax+itp)iBx  + iq>))  * 

Um  eine  fernere  Integration  ansführcn  zu  können,  setze  man 


somit 


Pot 


Cp  cp 

« »=  -,  ^ — -^ds 

X * »* 

1 — I ^ 

A — t»”'  B — is'  s 


— YAä  r ( «— 

~ Vn  J J \V(T— «)  (B-lt 


00  00 


0 0 


V(.4  — m)  (Ä  — i$) 


+ 


g-S,<f  \ 


Ich  integrire  nnn  nach  tp.  Es  ist 

QD  _0D 


dtp 


und  weil  die  reellen  Comp,  von  S — i und  pos.  sind,  so  er- 
halt man  die  Formel  V 

0 

und 

= r(i)  1^+.» —.y'giizL 

0 

folglich 
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XI  Pot.  - yjB  / 

J ViYU  — m)  (5  - m) 


oder  anch 


I V^i  ~i~ » — V<Sj  — i \ dt 

iV(A  + ü)  (B  +it)J  V* 


Pol 


. Vab  C * 

J i\{A  — U){B  — it)  V» 


V I dt 

J iV(A-{- U)(B-\-it)  V* 


weil  beide  lutcgrale  für  sich  convergiren.  Die  reellen  Comp,  der 
Quadratwurzeln  Vs+V,  l/^i  werden  auf  diesem  Wege  von  . pos. 
verstMden,  und  im  übrigen  überlasse  ich  es  dem  Leser,  aus  der 
CoDünuitÄt  die  Bedeutung  derselben  für  andere  Lagen  von  < zu  be- 
urteilen. 

Das  Integral  ^ r» . verschwindet  im  Hori- 

lonte  wie  Man  setze  deshalb  den  geradlinigen  Integrationsweg 

im  Ostpunkte  des  Horizontes  bis  zum  Nordpunktc  fort,  um  die 
Nordhälfte  der  lateralen  Axe  zum  neuen  Integrationswege  zu  machen. 
Hier  setze  ich  nun 

. n 
‘ 2 

« = e u 

dorchläuit  nun  * von  0 aus  die  Nordhhälftc  der  lateralen  Axe,  so 
« von  0 ans  der  Osthälfte  der  Realitätslinic.  Ist  nun  t die  Wurzel 
der  Gleichung: 

O*  I **  I t 

A-|-u  ' fi-j-u  ' u ^ 


die  dem  Ellipsoid  entspricht,  das  durch  den  Punkt  (a,  6,  c)  geht,  so 
ist  für  das  Intervall  0 u ^ < die  Grösse  T stets  grösser  als  1 
and  für  ( < u ist  T kleiner  als  1,  wenn 


fl»  i* 

A+U+  Ä+u 


+ ; 


Aitk.  a.  Hith.  B.  PbjB.  3.  a«Ui*,  T.  VI. 


18 


Digilized  by  Google 


274  BigUr:  PoUtUial  tintr  tU^gtüthfn  HWm- 

geseUt  wird.  FOr  das  Intervall  0 < h < < hat  man  demnach; 


log(S+0-log(r-l)-^. 

lQg(5-0«log(2’+l)-^ 

nnd  fOr  < < u ist 

log(S+»)  = log(l  — r)  + Y* 
log(S-0-logO  + 7’)-f 


wo  die  Logarithmen  von  2*— 1,  1 — T,  etc.  reell  verstanden  werden. 
Man  findet  somit 


°Vs+i-Vs  - 

»■  V(A  — it)(B  — m) 


/ 


Vt-i  -Vr-j-i 

VM  + u)(Ä  + «)i 


du 


f 


00 

Vl—T-ti  Vx+2’j 

— du 

V(A  + u){B+u)u 


Um  das  zweite  Integral  der  Formel  XI)  anf  ähnliche  Art  nmzn- 
formen,  set»e  man  den  Integrationsweg  im  Horizonte  vom  Ostpnnkte 
bis  znm  SUdpnnkte  fort  und  verlege  den  neuen  Weg  auf  die  Sod- 
halfte  der  lateralen  Axe.  Hier  setze  man 


fOr  0 < u < ( ist 

log(S,+0  — logcy+i)  4-y 
log(S,-0  = log(2’-l)+’J 
and  fOr  ( < u hat  man 
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Jog  (^  + 0 ■=■  log  (^’+  1)  + 2 ’ 

log(S,-0=Iog(l-r)-^ 

wo  die  Logarithmen  von  T’+l,  1 — T,  etc.  reell  verstanden  werden. 
Es  ist  somit 


7» 

''2 


r Vs,+i--Vs,  r 

./  •Y(Xf7s)T/H-'^V * J 


0 

n 

'i 


/’Vi+r+ 


Vy-'-fi-Vi-r  , 

(hi 

. ^ 

‘2 

yi+r+Ä  yf— r 


y{.i+ «)(«+«),. 


f/it 


folglich  nach  Formel  XI) 
00 


XIL  Pot  = 2yi4ß 


/ y(/i  4- u)  («+»)« 


Fortsetzung  folgt  spüter. 


18* 
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Htrmtn  DtUrminanten  ht%  witderhoUer 


XIV. 

Determinanten  bei  wiederholter  Halbiriing  des 
ganzen  Winkels. 


Von 

J.  Hermes. 


Auf  die  hier  betrachteten  Determinanten  wird  man  bei  Unter- 
suchnngcD  über  constniirbare  Ecke  geführt  und  können  dieselben 
auch  als  Verallgemeinerung  der  Formel 

sin*o-|-  C08*n  = 1 

für  gewisse  speciellc  Winkel  anfgefasst  werden. 

Die  zu  Grunde  liegende  Figur  ist  eine  sehr  einfache,  nämlich  ein 
regelmässiges  Strahlenbüschel  (Stern)  mit  wiederholt-gerader  Stralilen- 
anzahl. 

„Bezeichnet  o einen  Winkel,  der  durch  wiederholte  Ualbirung 

2t 

des  ganzen  Winkels  2t  entstanden  ist,  also  u = ferner  «n  ein 

ungerades  Vielfache  dieses  Winkels,  wo  u die  Werte  1,  .S,  5 ... 
(2»-*— 1)  annimmt,  und  wird  nun  eine  Determinante  gebildet,  deren 
erste  Colonne  der  Reihe  nach  die  cos(un),  deren  zweite  cos(3ua) 
etc.,  deren  letzte  cos(Jluo)  für  ^ = 2»-*— 1 enthält,  so  stellt  der 

numerische  Wert  dieser  Determinante,  falls  v^3,  eine  Potenz 

von  zwei  dar,  verschwindet')  aber  für  einen  doppelt  so  grossen 
Wert  des  Winkels.“ 


1)  Vgl.  Bflizer,  I)rtcrminiint«n  S 17,  3 
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Da 


Die  wierielto  Potenz  von  2 wird  wol  hiebei  erhalten? 

Beginnen  wir  mit  v — 4. 

Die  Determinante  D^  wird  dann: 

I C08O  cos(3o)  2n  7t 

I cos(3n)  coslO«)  ” 2*  “ 8 


cos  (9a) 


— COSa 


ist,  and  sin  a statt  cos  (3a)  gesetzt  werden  kann,  so  wird 

7)4  = — cos*o  — sin*a  — — 1 
also 

- 7)4  = 1 = 2« 

Wir  können  aber  auch  diese  Determinante  dadurch  ausreebnen,  dass 
wir  die  erste  Colonne  znr  letzten  legen  und 


anwenden. 


COSar-|-COSy  = 

Indem 

COS  (5) 


2 COS  cos  (^) 


and  znr  Abkttrznng 

cos  (mo)  =•  Cm 

gesetzt  wird,  ergiebt  sich 


V2  j i =.  2v^2c,cj  = V2sin  ^ = 1=2» 

wie  vorhin. 


Dass  T>4  fttr  einen  doppelt  so  grossen  Winkel  a verschwin- 
det, folgt  fOr  D4  (wie  auch  allgemein  fttr  7>f)  daraus,  dass  daun 
an  Stelle  von 

iV2  - cos 

der  Factor  cos  = 0 tritt. 

Fttr  V — 6,  also 

2n  ff 

“ “ P"  ” 16 


wird  7)j,  indem  Zeilen  nnd  Colonnen  zunächst  amgestcllt  werden 
mögen. 
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Herrn  et  \ Determinanten  bei  wiederholter 


Cl 

c? 

Cs 

Cs 

C; 

+ 

+ 

+ 

Cs 

+ 

+ 

+ 

Cs 

+ 

+ 

+ 

wobei  die  mit  + ausgefüllten  Stellen  stets  ein  enthalten  sollen, 
dessen  Numer  n das  Product  der  Kumern  ist,  welche  die  in  der  be- 
treffenden Zeile  und  Colonnc  am  Anfänge  befindlichen  e haben. 


Wird  nun  die  erste  Zeile  zur  zweiten,  die  dritte  zur  vierten  go 
legt  und  der  Factor  y2*  vorgezogen,  so  erhält  man: 


- V2». 


Cj  C,  Cj  «J 

Cs  + ~ — 
Cs  + + + 
e,  -j-  — — 


Hier  deutet  das  minus  an,  dass  das  an  der  Stelle  befindliche  e» 
negativ  zu  nehmen  ist. 

Es  wird  sich  also  die  Determinante,  wenn  die  vierte  Zeile  znr 
ersten,  die  dritte  zur  zweiten  gelegt  und  sodann  der  Factor  2 ans 
beiden  Zeilen  berausgezogen  wird,  als  das  Product  zweier  Partial- 
determinanten darstellen: 


Ds-2V2* 


' C,  C,  I 

Cs  Cg 

1 Cs  -|-  1 ’ 

+ + 

2V2».V2.V2  I 

Cs  1 


falls  man  mit  den  Colonnen,  wie  vorhin  mit  den  Zeilen  verfährt. 
Nun  ist 


I 


Cl  c,  I 
Cs  — Cg  I 


ClCf  CjCj  "•  «10  Cg  Cq  Cgi 


= ~ i(Cs+Co)  — Cg*  — — i 


folglich  das  Quadrat  ^ -f-J  somit 

29.1  V2*^‘+21) 
2» 


2* 


Verfahren  wir  analog  boi  v — 6 ; 

2a  n 

“ “ 2«  “ 32 


so  zerfällt  £)g  nach  Absonderung  des  Factors  V2*.2*  in  das  Pro- 
duct der  beiden  Teildeterminanten: 
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«1 

«15 

«7 

«» 

*• 

^IS 

«6 

«It 

i «7 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

«S 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

1 «5 

+' 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

diese,  nach  Absonderung  des  Factors  V2*.2*  für  jede  in  das  Pro- 
dnet  der  vier  Determinanten  : 


welches 


c,  *, 

«7  + 


H + 

‘i  + 


• 

«5  «5 

+ + 

+ + 
+ + 

“ + (?)  («"  (?)  • ““  (t)  )’  (t) 


ist  Im  ganzen  wird  also: 


D,  ^ 2*  = 4* 


Bei  V — 7,  für 


a — 


2? 

2»  ■"  64 


tritt  nach  der  analog  ausgeführten  Zellen- 
dem der  Factor: 

V2».2*.|V2*.2*1 


and  Colonnenaddition,  ia- 

I 


gewonnen  wird,  das  Prodnet  der  vier  Teildeterminanten 


*1  ®15 

«is  + 4'4- 
<>,+++■ 
<^  + + + 

<il  + + + 

Cu  4-  + 4■ 

cs  + + + 

«II  + + + 

auf,  welches  nach  einer  zweiten 


«I  «JS  «6  «11 

.f. 

+ + + + • 

+ + + + 

+ + + 4- 
+ + + + 

+ + + + 

+ + + + 

1 analoger  Weise  anszaftthrenden 
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Zeilen-  and  Colonnenaddition  *)  in  das  Prodnet  der  8 Deter- 
minanten 


l 

«1  «7 

«3  «6 

\ 

«7  — 

+ - 

•f 

j 

«3  + 

+ + 

i 

V 

«6  — 

+ - 

übergebt,  indem  der  Factor: 

j(2.c08(f)  )*  2*j  *.  j(2c08(|^))*.2«}  ’.(2coe(f  )y(2cos(|))* 

gewonnen  wird.  Da  das  Prodnet  der  8 Determinanten  zn  je  vier 
Elementen 

{^-COS»  (y)  (cos(^)  C08(|)  )’c08*(|)  j ‘ 
beträgt,  so  erhält  man  schliesslich: 

2,.  8+2.i+4.2 . y 2*d  H2-2-t2  »+i(i)) 

D-,  = 28-H  — 2**  -»  8* 

Boi 

2« 


wird  man  nach  zwei  vollen  Zeilen-  and  Colonnenadditionen  den 
Factor: 


V2‘«.2'»{V'2«.2«j«.  |^2cos^|^  y .2*1  *•  1^2008^^2*  | * 

■ {(2“‘>f)*-2*j*-{(2co8^y.2*j‘ 


and  als  Kern  das  Prodnet  der  16  Determinanten  zu  je  vier  Ele- 
menten, nämlich: 


; ci 

i «16 


I «9 


«16 

+ 

+ 

+ 


• 

«7  «»  I 

+ +i 

• 

«3  «18 

+ + 

. 

1 

«6  «11 
+ + 

• 

4-  +1 
+ + 

■ 

+ + 1 
+ + 1 

+ + 
+ + 

1)  Die  letztere  ist  bei  UDgerailcr 
iftbreii. 


Ordnaugsiabl 


V Dur  aur  Hilfte  tnna- 
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«s  + 

+ +i 

+ +1 

+ + 

«IS  + 

+ +!• 

+ +1 

■ 

+ + 

! «s  + 

+ 4* ' 

+ + 

+ + 

«u  + 

+ +;  • 

+ + 

• 

+ + 

erhalten,  welches,  wie  sogleich  allgemein  gezeigt  werden  kann. 


1 


ist,  BO  dass 

21-iB-f  ta « , y 2B(i  s^b.4  ( 2a4^4.i) 
•^s  ” 2*^ 


2«  - (16)*«  ist. 


Diese  Determinante,  die  also  erst  dem  regulären  256-Eck  ent- 
iprecben  {nnd  beim  257-Eck  in  Bezog  anf  die  Bedingnngsgleicbnngen 
daselbst  io  Anwendung  kommen  | wttrde,  bat  schon  bei  directer  Aus- 
rechnnng: 

263  130  836  933  693  530  167  218  012  160  000  000 

nicht  verschwindende  Glieder  nnd  zwar  ist  jedes  Glied  ein  Prodnet 
von  32  Diagonalen  des  Ecks  [Dorchmesser  = 1.].  Die  Summe  aller 

»—4 

Glieder  hat  aber  die  einfache  Formel:  (2*“*)*  für  v — 8,  das  ist 


(16)««  - 18  446  744  073  709  551  616 

Die  dem  regulären  65536-Erk  entsprechende  Determinante  würde 
eine  Oliederzahl  haben,  welche  mit  28504  Stellen  zu  schreiben  wäre. 
Ihr  Wert  ist 

(2««-«)*  " (2«*)*  = (4096)«» 

Wird  für  immer  grössere  und  grössere  v (bis  oo)  die  Glie- 
derzahl durch  das  Product  ans  der  vierten  Wurzel  der  Elementen- 
anzabl  und  dem  Quadrat  des  Determinaotenwertes  dividirt,  so  ergiebt 
sich  die  Constante  y2n.O  = 0;  für  abnehmende  v wird  die  Formel 

4 

(2»-*)*  , welche  für  v — 3 den  Wert 

(2-1)*  ~ (J)*  — vi  = cos  — I cos«  I 

hat  und  soweit  noch  stimmt,  natürlich  illusorisch;  für  v — 2 
z.  B.  wird 

D,  - (2-*)*“*  - (i)»  - Vi 

wie  vorhin,  dazwischen  liegt  bekanntlich  für  « = ^ ein  Minimum  der 
Function 
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Ans  den  voratehendai  Ansrechnnngen  der  einfachsten  F&Ue 
V — 4 ...  bis  V = 8 unsrer  Determinante  ist  nun  schon  der  Gang 
des  Beweises  der  Hanptsacho  nach  ersichtlich,  so  wie  anch,  dass  die 
Falle  eines  geraden  v,  wo  eine  volle  Anzahl  Zeilen-  nndColonnen- 
additionen  stattfinden  mnss,  bis  man  anf  den  Kern  kommt,  nnd  eines 
ungeraden  v,  wo  die  letzte  Colonnenadditioa  nur  zur  Hälfte  aus- 
führbar, zu  unterscheiden  sind. 

Die  erste  Zeilen-  uud  Colonncnaddition  giebt  als  Exponenten 
von  2 und  V2,  da  die  Determinante  (2’’-*)*  Elemente  nnd  als  erste 
Zeile  (oder  anch  Colonne)  die  2*~*  Costnns  mit  den  Nnmern 

1,  (2*-»  — 1),  2»-*  — 1,  2»^*-l-l,  — ...  etc. 

enthalt,  wie  aus  der  Analogie  mit  dem  Vorgehenden  folgt: 


1_2»-«-1-2.2»-®  nnd  2[.1.2»-*-|-2.2»-*] 
die  zweite  Zeilen-  und  Colonnenadditioa: 

4. 2*-« -f  8.2»-’  nnd  2|^|.2»^’-f 

die  dritte  Zeilen-  und  Colonnenadditioa: 

16 . 2»-®  + 32 . 2»-*  und  2 j . 2*-»-f-  j ...  etc. 

Für  gerade  v wird  nnn  die  — 2^te,  d.  i.  die  letzte  »olle 
Zeilen-  und  Colonnonaddition: 

[2*-®  2»-«  -1 

2*  2*  J 


Eine  Determinante  des  Kerns,  die  ja  vier  Elemente  hat,  wird, 
wenn  p nnd  q zwei  ungerade  Zahlen  bedeuten: 


+ ^ 


+ef.t2~qp 


+ «»•2— pg  2 (p-|-g)-j-pg 


V w 

( P + 9)  + 2i>3 -f  Ci'-s  2(  p -f  g)  — e,  2 ( p -f  g)  — 2pg 


— e,8  (j»  -g)} 
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-2  . /2«p\  . 

y«n(— Bin- 


der Kern  selbst  also  das  Product: 


„ rr  . ■ /2«9\ 

n,  77, sin  ( “i  |®‘“(  “T  I 

\2  2/  \2  2/ 


Da  nnn  im  Prodnete  anch: 


Torkommt,  wobei 


» . /2»tn 

/ «2—2  1 sin/  — ! 

5—2  — q und  j ? 


ist,  so  zieht  sich  das  Prodnet  in 

2(2“ -“)  U*-v  I2*-'/ 

zniammen.  Es  wird  also  der  Exponent  von  2 nm  —2’“*  zu  vor- 

y 

Andern  sein.  Dieser  Proeess  lAsst  sich  offenbar  noch  g — 3 mal  hin* 
tercinander  anwondon,  so  dass  schliesslich 

nsin(j)-l 

bleibt,  sonach  ist  der  Exponent  am 


-[2»-*-j-2»-*-/-2»-»  ...  2 


,-4-0-3) 


zo  vorftndem.  Dies  hebt  sich  nun  gerade  mit  dom  von  V2*  her- 
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rübrenden  Teile  fort ').  Schliesslich  bleibt  dann  fQr  den  Exponenten 

»—4 

(v-_4).2*— also  ist  der  Wert  der  Determinante  = (2*’-^)’ 


Für  ungerade  V sind  die  Teildeterminanteu  dos  Kerns  im 

die  Zeichen 


V V — 1 

übrigen  genan  dieselben,  nur  dass  statt  ^ hier  — ^ 


+ + + -f 

von  den  c nicht  _| sondern  und  die  Winkel  halb  so  gross 

zu  nehmen  sind.  Dies  letztere  hat  zur  Folge,  dass  sich  jetzt  eben- 
falls zwei  der  vier  Cosinus  fortbeben  [obgleich  sie  dasselbe  Zeicbeu 
haben,  so  betragen  ihre  Winkel  nunmehr  zusammen  n nicht  2n  wie 
vorhin], 

Ueberdics  ist  das  ganze  Product  noch  in’s  Quadrat  zu  erheben. 

is 


Ans  dem  Nenner 


um  das  Product  auf  die  Hälfte 


Factoren  zusammenziehen  zu  können,  folgt  für  den  Exponenten  von 
2 eine  Veränderung  um  — wie  oben,  doch  wiederholt  sich  jetzt 
der  Proccss  dieses  Znsammenziehens  einmal  mehr,  also  noch 
V — 1 

— q 2 mal,  mithin  ist  der  Exponent  im  ganzen  um 


2»-*- 


2»-*' 

zu  vermindern.  Dies  hebt  sich  aber  anch  jetzt  mit  dem  von  y2* 
berrübrenden  Teile  auf,  weil  daselbst  von  der  ( ^--l)ten,  d i. 

letzten  „unvollständigen“  Zeilen-  und  Colonncnaddition  noch 

2»-« 

(J)  hinzukommt,  so  dass  wie  oben  (v— 4)2’-*  bleibt 

2 ~2  ^ 

»—4 

also  auch  hier  Bp  — (2’-*)’  ist,  w.  z.  b w. 

Anmerkung  1.  Unsre  Determinanten  behalten  denselben  Wert 
wenn  überall,  wo  cos  steht,  sin  gesetzt  wird,  denn 


cos(ua)  = sin  (u'a) 


wenn 


1)  So  daii  nmn  einen  rinfeeberen  Beweii  erwarten  möchte,  etwa  dnreh 
Schlau  vonn  auf  n-f-l.  inilem  man  auf  Coainus  von  doppelt  so  growco 
Winkel  sa  kommen  aacht;  2a  = m';  rgl.  Anm.  2. 
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«4-u'  = 2— *,  « — ^ 

ist,  and  ebenso 

cos(i.ita)  — ±sin(li»'a) 
veil 

- (4i‘  ± 1)  + = 2i‘»  ± 

Dies  gilt  sacb  für  ond  D^,  weil  bei  ersterer 
v-cos  (0=8in(^) 


and  weil  bei  letzterer  noch  eine  Umstellnng  der  Zeilen  erfordert 
wird,  so  dass  -=  (—1)*,  also  auch  wieder  = — 1,  wie  vorhin 
ist  Daraas  folgt  dann  auch,  dass  für  « — 2,718  ...,  « =•  V— 1 

eSj'«_[_j-3M  , I e«  -«-••,  eS*'“  — «->•«...  j 

. . . i_  + |^._e-s.«  ...  j 

sein  mnss,  worans  wieder  Schlüsse  Ober  die  Determinanten: 


gezogen  werden  können,  worauf  wir  hier  nicht  näher  eingehen 
Wüllen. 


Anmerknng  2.  Durch  das  Vorstehende  können  auch  Deter- 
minanten /f»  von  folgender  Constrnction  berechnet  werden,  bei  wel- 
cher viererlei  in  Betracht  kommt. 

1)  Abgesehen  vom  Vorzeichen  sei  das  in  der  2A-f-lten 
Zeile  and  21:-|-lten  Coloune  befindliche  Element  von  nämlich: 

ozs-f-i.  2t|  1 — dem  Product:  asf i.  *fi  .cos  l 2»-s ) 

I Die  vorhergehende  Determinante  Jr  sei  nämlich: 


“ii 

9 


«I» 


Sie  ist  für  V = 5 and  v — 6 
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-1  +1 

+1  +1 


= - 2 


-C08(f),  +Bin(f),  +cos(j),  — i“(f) 
+ «"(^)-  +“«(?)’ 

+ co8(|),  +Bin(j),  +8in(|),  -co8(|) 

-8in(|),  +C08(|),  -C08(^),  -8iu(0 


ferner : 


and 


02*+»,  2*+2  = ±02*+l,a+l  = ±a*+l,  ili  cosi  I 


”+‘  ’ . ^mn\ 

a2*f2.  2*+i  — ±02A+1,  a+2  — 0*^-1.  *+i.  Sin  ( 2»^1  ) 

[oder  auch  co8  mit  sin  zu  vertauschen.] 

2)  ist 

*’+•  *•  / \ 

U4*  H.  ■**+!  = “2*f  1.  2»+l . COS  I j 

falls  cos  ^1^4)  r^sp.  sin  •“  <»2*fi. 

befindliche  Factor  ist;  auch  möge 


2tfl 


oMfs.  4*43“  i«2*+2.  2tf2.co8  Oder  sin 


•“(H 


und 


’’•*  1 ' j • r ” 

«4*43, 4t fl  / “ ±o2*f2.  2*41. COS  oder  sin  (2’-^—m) 


+1.  «+8 


sein. 


3)  Ob  hierin  cos  oder  sin  zn  setzen  ist,  wird  entschieden,  wenn 
man  bei  durchweg  den  letzten  Factor  von  dem  Element 

^41,2141,  der  cos  oder  sin  ist,  heraus  nimmt',  diese  Gesamtheit 
durch  die  beiden  geraden  Verbindungslinien  der  Seiten  mitten  eines 
um  die  Determinante  beschriebenen  Quadrats  in  vier  Gruppen 
OH 

teilt  und  dann  die  Anordnung 
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OH  HO 
KLLK 
KL  OH 
OH  KL  trifft. 

4)  Pie  Zeiokfin  esdUch  werden  in  thalicber  WeUe  fflr  td»+i 
ant  Jp  beetimmt,  indem  man  die  Gesamtheit  der  Vorzeichen  Ton 

m 

Hp  analog  in  yier  Gruppen  teilt  und 

m H r 
KA  A K 
KA—r—H 
FH-K—a 

bildet,  wobei  —r  dlej  entgegengesetzten  Zeichen  von  7*  bedeoten 
•oll,  BO  dass  auch  — — F sein  muss. 

Hienach  würde  nnn  ans  A,  folgendermassen  A.,  zn  constrniren 
sein: 

Nach  4)  werden  die  Vorzeichen: 


— 

+ 

+ 

— 

1 + - 

— 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ + + 

+ 

+ 

+ 

— 

+ - 

- + 

— 

+ 

— 

— 

— 

- — 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ - 

— 

+ 

— 

+ 

— 

— 

— 

— 

— 

+ 

+ 

— 

— 

— 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ - 

- + 

+ 

Nach  3}  werden  die  vier  Gruppen 

sin  nur  e‘  nnd  *'  (mit  Index  m)  gesetzt  sind  ’),  — |^,  , also  die 

Verteilnng  der  sin  nnd  cos  bei  A.,: 


1)  cos(^^)  = e'»,  cos(^)-cV  cos(5^)-e^, 
etc.  ... 
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«1 

tf 

*» 


Cj  *s 

Cg"  Cj' 

wobei  die  Indices  nach  2)  folgen,  endlich  selbst  nach  1) 

'Cg"-,, ,,  ',g"-.,-Cg" 

, 'C,"-C,'C, " -,.'.g"+..'c,  " 

; ',g"H-,i'cg"+ei  '»i"  -|-Ci  'c/'+Ci  ’*i  "—‘t  '«f "+*i  '<3"+*!  *s” 


±^g  beginnt  mit: 


— C,  Ct  c. 


(^s)* 


+c.'c.",,* 


2*-  16 


I . / - <r.  MT  I - f * ff-  «I 
+<?l  C,  Jj  +<?i  <4  tf, 


(^7)*  - 2» 


etc.,  allgemein  wird: 

± «^»+1  — (^»)* 

[Das  Vorzeichen  ergiebt  sich  nicht  aus  dem  Beweis].  Erbebt  man 
z.  B.  nach  dem  bekauiiten  Determiuauteiisatze  iu’s  Quadrat,  so 
erhält  man,  indem 

c = , = iV2, 

e‘  — cos  •=  sin  ; 2c*  — 1 ; ,'+c'  — 2cc'; 

-,'+c'-2c-,  (,'+,')*  = c+l,  (2,'-f  c-)2,' = 2(,’)»+l, 

(,'-f  c‘)*4-  2,'(2,'+  C)  = 3 ; 2(,')> +c  ■=  1 ; etc.  ist : 


0 

0 

e 

— tf 

0 

0 

c 

e 

— c 

— c 

0 

0 

-h 

— * 

0 

0 

et' 

c'-j-c’ 

cc' 

#'+tftf' 

-(c'+c') 

et' 

,'+cc' 

— tfC' 

-et' 

c'+c,' 

—(»■+"') 

— cc* 

e'+et' 

et' 

ce* 

— («'-j-tfc") 
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— e»'  c'-\-e»’ 

— (e'4-«')  — m' 

— ec'  —(t'-\-cc') 

— (»’-j-«:’)  ec' 


et'  — {c'-\-c»') 


0 

0 

—1 

0 


0 

0 

0 

—1 


«'-j-cc' 

ec' 

1 

0 

0 

0 


— et' 
— ec' 

0 

1 

0 

0 


Indem  man  die  erste  Colonne  mit  minus  zur  zweiten,  die  dritte 
jEnr  vierten  fügt  und  analog  bei  den  Zeilen  verfährt,  erhält  man; 


0 

0 

c 0 

0 

0 

0 2c 

— c 

0 

0 0 

0 

-2c 

0 0 

c*‘ 

c' 

cc'  s'-\-2cc' 

— (c‘-\-et')  c'-\-2ct' 

»'“^cc'  »' 

0 

—S  0 

0 

2c«*  i 

r'+2cc‘  0 

— cs* 

c'~^c»' 

0 

0 

— c' 

— (c'-|-2c«') 

— (2c'-f-2c»') 

— 2c»‘ ) 

— cc' 

— (»'+cc') 

»'  — 

(*'+2cc'j 

0 

— t‘-\-2cc‘  — »' 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

—1 

0 

0 

0 

0 

—1 

0 

0 

Hierin  mögen,  um  die  e wegzuschaffen,  die  ersten  beiden  Colonnen, 
nachher  die  ersten  beiden  Zeilen  mit  2c  und  c,  also  mit  1 multipli- 
cirt  werden,  so  ergiebt  sich: 


0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

-1 

0 

0 

0 

0 

—1 

0 

0 

2.'+c* 

0 

0 

*'+c' 

-(»'+e') 

0 

0 

2*' 

0 

d'+c' 

—2»' 

0 

0 

2»'-|-c' 

t'+c' 

0 

d*i  K*Ui.  u. 

er 

Reihe,  Teil 

VL 
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0 

0 


— (»'-t-c') 
0 
0 
— l 
Ü 


t'+e’  0 

0 — (»'+c') 

0 2*' 

— 2»‘  0 

0 1 

0 0 

0 0 

— 1 0 


-(2.'-K') 

-(*'+c') 

0 

0 

1 

0 

0 


Werden  nun  die  70  Producte  je  zweier  Partialdeterminanten  von  je 
4*  Elementen  gebildet,  so  ist  das  erste  1*,  das  letzte  9*  — 81,  34 

dieser  Producte  sind  =0,  vier  werden  c-(-l,  vier  (c-f-l)*,  acht 
vier  2(»')*-j-l , vier  18{«0*-1- 9;  vier  c*-j-8(*‘)*;  vier 
9c 4-9,  zwei  9,  so  dass  im  ganzen; 


1924- 16c»4-56c4- 112 («')*  “ 200-|-56  - 256  ~ 2« 

erhalten  wird,  d-,  also  — +2*  ist.  Diese  di  recte  Ausrechnung  ist 
nun  durchaus  nicht  nötig,  wenn  wir  auf  den  Zusammenhang  mit 
den  Dp  hiuwoisen. 

Dp  war  — 2;  4;  ^cos(iuo) , wo  u und  A ungerade  Zahlen  1, 
3,  ...  (2»-*  — 1)  und  a = />_,=>/?,—  £ ±_  Ilcos(nua).  Dann 

wird  ein  Element  von 


(Dp)*  = £»(— l)*cos(Auo)cos(*u'o) 


worin  h in  der  ersten  Hälfte  gerade,  in  der  zweiten  ungerade; 

«4-m'  = 2'’-» 

Nun  gilt 

cos(Auo)coe(xu«)  = i[co8(xu-}-Au')n4-cos(*u  — Au'jo] 


Da 

und 


cos(2n«  — *)  — cos  sc 


wenn 


(xu4-Au')o-f(xu'4-Au)«  — (x4-A)(u4-u')o 
x-|-A  = 0 mod4 


und  auch 


v2n 


(*u  — ku‘)a-\-(xu' — A«i)o  ■=  (x — A)(«4-“’)“  2n'n 

wenn 

X — A = 0,  mod.  4 

BO  bebt  sich  entweder 
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(—1)*  1^* 

— 2 — cos(»M  lu')o  oder  £u  — ^ — coi(xu  — ku')a 

fort,  zuweilen  auch  beide,  falls 

X ^ A = 0,  mod.  8 
cos(xu-j-Au')o  — — coB(xu"-f-Att")  o 

u-j-u" -=•  2»-*  und  h'-|-u*= 
das  Argument 

«(x(u-h*")4-l(«*'+0)  = a((x-A)(u+u'')  + A.2’->)  - 


denn 
wenn  fOr 


ungeradem  Vielfachen  von  n wird,  und  das  ist  der  Fall,  sobald 
X A 

schon  — ^ gerade,  indem  ja  A eine  ungerade  Zahl  bedeutete. 

Somit  werden  zwei  Viertel  der  quadratischen  Fläche,  die  die  Deter- 
minante (£>r)*  einnimmt,  das  erste  und  vierte,  mit  Nullen  erfüllt 
sein;  der  zweite  und  dritte  Flächenteil  sind  einander  gleich,  wie  es 
sein  muss  [indem  die  durchweg  entgegengesetzten  Zeichen  bei  einem 
in  Bezug  auf  den  andern  bei  gerader  Zeilenaozahl  ohne  Einfluss 
sind],  und  wir  erhalten  somit  ± Dr  in  einer  Determinante  mit  halb 
soviel  Zeilen  und  Colounen.  In  dieser  haben  alle  Elemente  den- 
selben Factor,  nämlich  2*’-5.y2.  Wird  derselbe  herausgezogen,  als 
(2»-s y 2)*»~^,  da  2"— ‘ Colonnen  sind,  so  bleibt,  wie  sich  unschwer 
ergibt,  ei,  übrig,  also  muss  auch 

(2r_6)2»-«^v  = ± (2^-*)2”-*  — ± ZJ, 

sein,  mithin 

±ei,  = 2*"-®,  w.  z.  b.  w. 

2tc 

Anmerkung  3.  Indem  a,  wie  vorhin  — folgen  ans 

dem  Sjstem  von  2*-^  linearen  Gleichungen 

(2»-2-1) 

£m  eumXm  — 0 

s 

wo 

u = 1,  3,  5 ...  (2»-‘  — 1) 

für  sämtliche  x die  Werte  0,  denn  die  Determinante  des  Systems 
verschwindet  nicht.  Es  wird  nämlich: 

-1, 

19* 
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I 

. «0  Cj  ' 


das  ist; 

j 1 

“ I 1 

für 

^4  ist  die  Determinante 


1 cos« 
1 — cos« 


X 

“ = 4 


Co 

«1 

Cf 

Co 

— c* 

Cf 

«V) 

-c* 

^3 

—Cs 

Co 

Cf 

—Cs 

Wird  die  erste  Zeile  zur  letzten,  die  zweite  zur  vorletzten  gelegt 
nnd  der  Factor  2*  hervorgezogen,  so  ergiebt  sich 


^4  - 2«  i “ ^ : 

1 Co  Cj  I I Cj  Cj  ] 

In  diesem  Producte  ist  aber  die  erste  Determinante 
fttr  den  doppelt  so  grossen  Winkel,  also  für  mithin 
•”  — = + V 2 

die  zweite  ist 

= 1 

also 

» 2*(-<t3)  Ö4  = - 2V2 D.V2 

Analog  wird: 

2»V2  = — fley2 

etc.,  endlich : 

»V  - 2*”"*.^,-iD„  - ^r_i.D,.(^,+i)» 

(2>'-»)*’’"®.V2 Dp+iV'2 

Hiebei  ist  die  Formel: 

i(v— 2)2»-*  - (v— 3)2»-*+l 

s 


Cfl  Cj 


die  zweite  ist 
also 

1 

Analog  wird: 


benutzt  Die  Gleichungen 

“ 0 
fttr 

m - 0,  1 2,  ...  (2>-2-l) 

können  aber  hierin  als  die  bekannten  Bedingungsglcichnngeu 
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für 


(a2r-i_i)  2*»-» 

Ta  — £x(et)*—p  =0  und  xa  -=  2'A«*exf  A — 0 
0 0 

A = 1,  2,  ...  2»-2— 1 


wo  p eine  Primzahl  von  der  Form  ist.  anfgofasst  werden, 

welche  Gleichungen  sich  stets  durch  ganze  Zahlen  e identisch  erfüllen 
lassen. 

Die  Ermittlung  dieser  Zahlen  ist  Arch.  der  Math.  n.  Pbys.  2. 
Reihe,  IV.  pag.  217.  gezeigt 
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XV. 

Mittelwerte,  die  Krümmung  ebener  Curven  und 
krummer  Flächen  betrefif^end. 


Von 

Emanuel  Czuber. 


I.  Ebene  Cnrren.  Mittlerer  ErflmmnnggradiaB  nnd 
mittlere  Erümmnog  eines  Bogens.  Die  Länge  des  einförmig 
gekrümmten  Bogens  AMB  werde  mit  «g  bezeichnet;  der  Erttmmnngs- 
halbmesser  im  Punkte  M heisse  p,  die  Erflmmnng  daselbst  x,  ferner 
sei  Bogen  AM  s,  das  anstossendo  Bogenelement  d*  und  der  ent- 
sprechende Contingenzwinkel  dx. 

Für  den  mittleren  Erümmungsradius  p«  des  betrachteten 
Bogens  ergibt  sich  der  Ausdruck 

= 

wobei  die  Integration  über  AMB  anszndehnen  ist.  Das  hier  auf- 
tretende  Integral  hat  eine  einfache  geometrische  Bedeutung;  denn  das 
Product  fd$  drückt  den  doppelten  Inhalt  des  Dreiecks  ans,  welches 
von  dem  Bogenelement  de  und  den  Normalen  in  seinen  Endpunkten 
begrenzt  wird,  das  Integral  somit  den  doppelten  Inhalt  jener  Fläche, 
welche  von  dem  Bogen  AMB,  den  Normalen  seiner  Endpunkte  A,  B 
nnd  dem  zugehörigen  Bogen  der  Evolute  umschlossen  wird.  Be- 
zeichnet man  den  einfachen  Inhalt  mit  ug,  so  ist 


Pm 


2ng 

•o 


(2) 
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Dio  Bestimmang  der  Punkte  in  AMB,  in  welchen  der  Krüin- 
mnngsfaalbmcsser  dem  mittleren  gleichkommt,  erfolgt  durch  Verbin- 
dung der  Gleichnng  p — pm  mit  jener  der  Cnrve. 


Die  mittlere  Krflmmnng  des  Bogens  AMB  ist  dargestellt 
durch 


x„  = - f »d,=  - f g'  de 

*oJ  *0  J 0« 


(3) 


dio  Integration  über  AMB  ausgedehnt.  Ihr  Resultat  ist  aber  der- 
jeuige  Winkel  t,,,  welchen  die  Tangente  der  Cnrve  beschreibt,  wäh- 
rend ihr  Berührungspunkt  den  betrachteten  Bogen  durchläuft;  mit- 
hin ist 


(4) 


Es  fällt  also  dio  mittlere  Krümmung  eines  Bogens  überein  mit  der- 
jenigen Grösse,  welche  als  dessen  relative  Krttmmong  bezeichnet 
zn  werden  pflegt 


Für  eine  geschlossene  convexe  Curvo  ohne  Ecken  wird 


and  somit 


(5) 


d.  h.  die  mittlere  Krümmung  einer  solchen  Curvo  kommt 
gleich  der  eines  Kreises,  welcher  mit  ihr  gleichen  Um- 
fang hat 

Zur  Erläuterung  der  Formeln  wählen  wir  dio  gemeine  Cykloido 
und  die  Ellipse. 


Bedeutet  AMB  einen  Ast  der  Cykloide,  so  ist  der  Fläche 
eines  Rechtecks  gleich,  das  den  Durchmesser  ‘2a  des  rollenden  Kreises 
zur  Höhe  und  seinen  Umfang  zur  Basis  hat,  also 


ferner 


Ug  — Ana* 

sq  — und  Tq  — n 


Daraus  berechnet  sich 


Pm  = »a 


gleich  dem  halben  Umfang  des  rollenden  Kreises;  und  den  beiden 
Punkten,  in  welchen 
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tp 

Q — 4a8in  2 *”  P” 


ist,  kommen  die  Rollwinkol 

(Pi=-  2 arcsin  j und  <]p,  = 2»  — <p, 

zu;  weiter  ist 

n 

8a 

und  dio  beiden  Punkte,  in  welchen 


* ~ Xm 


ist,  sind  durch  dio  Rollwinkel 

„ ■ 2 
^,—  2arcsin  — 


und 

charakterisirt. 


(p,  — 2«  — q>i 


Ist  ABM  der  Quadrant  einer  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a,  6,  so 

3»  (o*  — 4*)* 

hat  der  Quadrant  der  Evoluto  den  Inhalt  ^ , mithin  ist 


“o 

da  ferner 


so  hat  man 


3»(a*  — A>)*  « n 3a«  4- 2a*  6» + 34* 

""  32  ' oA  + 4 “ 32  ^ 

»0  = ah'  und  Tg  = ~ 

n 3a*  + 2o*A*  + 3A‘  n 

P"  “ 16  2»AE  ’ " 2oE 


selbstverständlich  gelten  diese  Werte  auch  fflr  die  ganze  Ellipse. 


II.  Krumme  FlBcben.  1.  Schnitte  durch  eine  Tan- 
gente der  Fläche.  Es  sei  t eine  Tangente,  n die  Normale  einer 
gegebenen  Fläche  im  Punkte  yi  derselben ; ist  B der  Krümmungs- 
radius, Mg  der  Krümmungsmittelpunkt  des  durch  t und  n gelegten 
Schnittes  oder  des  Normalschnittes  durch  t in  , so  liegen 
dio  Krümmungsmittelpnnktc  M aller  weiteren  durch  < geführten 
Schnitte  dem  Satze  von  Meusnier  zufolge  auf  einem  Kreise  Sl', 
welcher  AMg  zum  Durchmesser  hat  und  derjenigen  Ebene  angebört, 
welche  durch  n senkrecht  zu|t  gelegt  wird.  Trägt  man  auf  den  Linien 
AMg,  AM  die  zngebürigen  Krümmungen  K,  h nach  irgend  einem  Maass- 
stabe von  A ans  ab,  so  liegen  die  Endpunkte  Ng,  N auf  einer  dem 


Digitized  by  Google 


und  hrummer  Flächen  betreffend. 


297 


vorgedacbtcn  Kroiso  iDverson  Figur,  d.  i.  auf  der  Geraden  g,  welche 
in  iVo  senkrecht  znr  Ebene  ((,  n)  errichtet  ist 

Bezeichnet  6 den  Winkel,  welchen  die  Ebene  (e,  M)  mit  n 
bildet,  so  ist  der  Krtkmmnngsradins  des  zngeordneten  Schnittee 

r =■  Äcosö 

and  der  mittero  Krttmmuugshalbmesser  aller  durch  t 
gelegten  Schnitte 

n n 

2 2 

2 2Ä  />  „ 2Ä 

r*  •=  — / rdB  = — / COS  ßdd  — (1) 

0 0 

Er  gibt  zaglcich  die  mittlere  Länge  der  ans  A gezogenen  Sehnen 
des  Kreises  $£  an. 

Die  Lage  derjenigen  unter  den  Schnitten  durch  dereu  Krttm- 
mungshalbmesscr  dem  Mittelwerte  gleich  kommt,  ergibt  sich  durch 
Auttösung  der  Gleichung 

r = Tm 

in  Bezug  auf  6\  man  findet 
2 

e,  — arccos  - , 9,  = — Ö,  (2) 

Die  mittlere  Krümmung  der  in  Rede  stehenden  Schnitte 
wäre  geometrich  dargestellt  durch  den  Mittelwert  der  aus  A nach 
der  Geraden  g gezogenen  Radienvectoren;  sie  ist  daher  unendlich 
gross. 

2.  Schnitte  durch  eine  Normalo  der  Fläche.  Wie 
vorhin  sei  A der  betrachtete  Punkt  der  Fläche,  n die  zugehörige 
Normale  und  e die  Tangonteuebene,  ferner  seien  die  auf  t be- 
zogenen Spuren  der  beiden  Hauptscbnitte,  ifj,  ihre  Krümmungs- 
radien, Kf  die  Krümmungen.  Auf  der  Spur  t eines  beliebigen 
durch  n gelegten  Schnittes,  dessen  Krümmungshalbmesser  und  Krüm- 
mung in  A mit  R,  bzhw.  mit  K bezeichnet  werden  möge,  werde  von 
A aus  beiderseits  eine  der  Quadratwurzel  aus  | H \ und  ebenso 
eine  der  Quadratwurzel  aus  | K \ pro]>ortionale  Strecke  abgetragen. 
Die  ersten  so  erhaltenen  Punktepaare  M,  M'  ordnen  sich , dem 
Euler’schen  Satze  zufolge,  nach  Kegelschnitten,  welche 
zu  Uauptaxen  und  die  Punkte  A/„  zu  Scheiteln  haben; 

demzufolge  ordnen  sich  die  zweitgenanoten  Punktepaare  AT,  N'  nach 
Linien,  welche  diesen  Kegelschnitten  invers  sind  in  Bezug  auf  A 
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als  Pol,  d.  i.  auf  bicircalaren  Carven  4.  Ordnung,  welche 
<„  t,  zn  Symmetrieaxen,  A zum  Doppelpunkt  und  iV,,  iV,‘;  iV,,  iV,' 
zu  cyklischen  Punkten  haben. 

Im  Übrigen  unterscheiden  wir  folgende  Fälle. 

a)  In  einem  Punkte  mit  gleichgerichteten  endlichen  Hanpt- 
krttmmnngsradien  ist  die  den  Verlauf  von  y R darstellende  Curvo 
(M)  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  Vftj,  die  den  Verlauf  von 
yx  darstellende  Linie  (iV)  eine  Cnrve  mit  isolirtem  Doppelpunkt 
in  A ; die  imaginären  Tangenten  in  diesem,  zusammenfallend  mit  den 
Asymptoten  der  ersterwähnten  Ellipse , bilden  die  Inflezionstangenten 
der  Fläche  in  dem  betrachteten  Punkte,  welcher  als  elliptischer 
Punkt  bezeichnet  wird. 

Heisst  a der  Winkel,  welchen  ( mit  bildet,  so  ist 


1 cos*o  sin*« 
R ~RT 


und  der  mittlere  Krammnngsradins  der  Normalschnitte 
in  A kommt  gleich 


Rm 


n 


2 


2RjJl,  r da 

n J R^  cos*«  -j-  Äj  sin*« 
0 


(3) 


Man  kann  ihn  zufolge  des  zwischen  R und  der  Ellipse  (M)  be- 
stehenden Zusammenhanges  als  mittleres  Halbmesserquadrat  der 
letzteren  ableiten;  als  solches  stellt  er  sich  in  Form  eines  Bruches 
dar,  dessen  Zähler  die  Fläche  jener  Ellipse,  d.  i nyi2jAy,und  dessen 
Nenner  n ist,  man  findet  also  wie  oben  das  geometrische 
Mittel  der  Hauptkrllmmungsradie n. 

Durch  Auflösung  der  Gleichung 

Ä = Ä» 

in  Bezug  auf  « ergibt  sich  die  Lago  jener  beiden  Normalschnitte, 
deren  Erttmmnngshalbmesscr  dem  Mittelwerte  gleichkommt;  man  findet 


Die  mittlere  Krümmung  der  betrachteten  Schnitte  kann  auf 
Grund  einer  ähnlichen  Bemerkung,  wie  sie  oben  zur  Darstellung 
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von  Rin  angewcndet  worden,  als  Quotient  des  Flächeninhaltes  der 
Curve  (N)  durch  die  Zahl  n gefunden  werden.  Sie  ist 

n 

2 

= (iT,cos>‘o+X,sin»a)d«-.  . • • (5) 

oder  dem  arithmetischen  Mittel  der  beiden  Hanptkrfim- 
mungen  gleich.  Es  ist  dies  eine  natürliche  Folge  des  be- 
kannten Satzes,  dass  die  mittlere  KrUmmnng  je  zweier  zu  einander 
rechtwinkligen  Schuitte  durch  » dem  obigen  Werte  gleichkommt  *). 

Ans  der  Gleichung 

A-  Am 

ergeben  sich  die  Azimute  der  beiden  Schnitte,  welche  die  mittlere 
Krümmung  haben,  u.  zw. 


die  genannten  Normalschnitto  halbiren  also  die  Winkel  der  beiden 
Hanptscbnitte. 

b)  In  einem  Punkte  mit  nngloich  gerichteten  endlichen  Haupt- 
krümmungsradien  setzt  sich  die  C'nrvo  (M),  welche  den  Verlauf  von 
V I A I versinnlicht,  ans  zwei  Hyperbeln  zusammen,  deren  Axen  mit 
einander  vertauscht  sind,  und  die  den  Verlauf  von  y(A)darstellende 
Curve  (N)  aus  zwei  Icmuiskaten-äbnlichen  Linien,  deren  jede  in  A 
einen  Doppelpunkt  hat;  ihre  gemeinsamen  Tangenten  in  diesem 
Punkte,  gleichzeitig  gemeinschaftliche  Asymptoten  jener  Hyperbeln, 
bilden  die  Wendetangenten  der  Fläche  im  Punkte  A,  welcher  nun 
als  hyperbolischer  Punkt  bezeichnet  wird. 

Setzt  man  dio  dem  Zeiger  1 entsprechende  HauptkrOmmung  als 
die  positive  fest,  so  ist  mit  Beibehaltung  der  früheren  Bezeich- 
nungen 

1 cos*a  sin*o 

n “ Ä,  ÄT 


1}  Bezüglich  der  in  den  Gleichungen  3)  und  5)  niedergelegten 
Sätze  vgl.  die  Abhandlungen  Grnnert’s  in  dessen  Archiv,  Bd.  40. 
pag.  2ä9  flg.,  Bd.  41,  pag.  241  flg.,  und  die  Bemerkung  Beltra- 
mi’s,  ibid.,  B<L  42,  pag.  116. 
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Das  arithmetische  Mittel  der  algebraischen  Werte  Ton  K ist 
nnll,  das  der  absoluten  Werte  ist  nnondlich  gross;  denn  das  erstero 

wird  durch  die  mit  ^ multiplicirte  Differenz,  das  letztere  durch  die 

mit  dem  nttmlichen  Factor  multiplicirte  Summe  jener  Flächen  aus- 
gedrückt,  welche  die  oben  genannten  Hyperbeln  mit  ihren  gemein- 
schaftlichen Asymptoten  begrenzen. 

Der  Mittel  w ert  der  mit  ihrem  Vorzeichen  versehenen 
Krümmungen  ist 


2 

Xm  — ^ (Xj  cos*«  — X,sin*o)  do  ■=«  ....  (7) 

b 

in  Uobereinstimmnng  mit  (5) ; er  stellt  zugleich  die  durch  n geteilte, 
entsprechend  gebildete  Differenz  der  Flächen  vor,  welche  von  den 
beiden  lemniskatenartigcii  Curvou  (W)  eingeschlosson  werden. 

Für  die  Schnitte  von  mittlerer  Krümmung  findet  man  ans  der 
Gleichung 

X-  X« 

die  Azimute 


so  dass  sie  wie  bei  dem  olliptischon  Punkte  die  Winkel  der  Haupt- 
schnitte hatbiren. 


Der  Mittelwert  der  absoluten  Krümmungen  hingegen 
ist,  wenn 

«0  = arctgj/^ 

gleich 


7t 

2 


I X I » — — y (X,cos*n— X,sin*o)do-}-  ^ (X,siu*n— XjCOS*«)rfnj 
0 «0 

“ \ [(^.-^.)(«‘rctg  - f)  -f  yxTx. 


es  ist  dies  zugleich  die  mit  - multiplicirte  Summe  der  Flächen, 
welche  dnreh  (X)  begrenzt  werden. 


Digitized  by  Coogle 


wut  krummer  fläekm 


m 


In  einem  Paukte  mit  gleichen  and  entgegongeseUt  beieichneteu 
HanptkrQmmnugen  i:  /T,  wird 

Km  = 0,  1 Ä I . = (10) 

und  die  Carve  (iV)  besteht  hier  aus  zwei  congraonten  Lomuiskaton. 

c)  In  einem  Punkte,  wo  einer  der  beiden  IlauptkrUmmungs- 
radien  — Ä,  — unendlich  gross  ist,  wird  der  Verlauf  von  y It  ilurcli 
zwei  zu  parallele  Gerade  (M)  dargestellt,  welche  zu  beiden  Seitmi 
von  A in  der  Entfernung  VÄj  liegen,  und  der  Verlauf  von  y K 
durch  zwei  gleiche  Kreise,  welche  in  A die  gomeiuscbaftliche  Tan- 
gente ff,  zugleich  die  Vereinigung  der  beiden  Inflozionstougcnteu 
der  Fliehe  in  A,  und  den  Durchmesser  VÄ',  haben-,  A boisst  in 
diesem  Falle  ein  parabolischer  Pnnkt  der  Fliehe. 

Mit  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungen  ist 
1 cos'^o 

R “ “/i, 

Der  mittlere  Krflmmungshalbmesser  Hm  ist  unendlich 
gross;  denn  er  ist  der  von  dem  Geradenpaar  (M)  eingcschlossonuu 
Fliehe  proportional. 

Die  mittlere  Krtlmmang  ist 


X. 


(11) 


and  ergibt  sich  noch  als  Quotient  der  Flichensamme  der  Krt-ise  (A'; 
durch  die  Zahl  x;  sie  ist  in  den  Formeln  (.0)  and  (7)  als  Spe<ial- 
wert  für  — 0 enthalten. 


Für  die  Schnitte  von  mittlerer  Krommnng  ergeben  sich  uu  der 
Gleichang 


X-X. 


dieselben  Azimate  «ie  lu  a)  b),  nimii'ii 


"i  =*  4*  

3.  Schnitte  durch  eiaen  Punkt  der  P Jkehe.  üvM  des» 
Voran komuit  nui  hev  oiiie»  eh4iti»<‘.hej»  Pw,kte  der 
mittlere  Kr  tu.  u.  uti;fcr»<i;  u»  »J.er  dtu/Oi 
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in  Betracht;  bezeichnet  man  ihn  mit  pm,  so  findet  sich  dnrch  Ver- 
bindung der  Resultate  (1)  und  (3)  für  ihn  der  Ausdmck 


Qm  • 


2ä«  2V^ä, 


(13) 


4.  Mittiere  Krümmung  und  mittlerer  Krümmungs- 
radiuB  einer  Fläche.  Auf  der  gegebenen  Fläche  sei  durch  eine 
ihr  anfgeschriebene  Curve  ein  Teil  begrenzt,  dessen  Grösse  wir  mit 
iSg  bezeichnen.  In  einem  beliebigen  Punkte  A dieses  Teils  seien 
A],  it,  die  UanptkrUmmungsradien,  dS  das  anstossende  Flächen- 
element, die  Grösse  seiner  Abbildung  auf  einer  Kugel  vom  Halb- 
messer Eins.  Bezeichnet  man  das  Krümmungsmaass  oder  kurz  die 
Krümmung  der  Fläche  in  dem  genannten  Punkte  mit  so  ist 


1 


Wir  beschränken  uns  von  hier  ab  auf  Flächen  mit  elliptischen 
Punkten.  Die  Krümmung  einer  solchen  kann  mit  derjenigen  einer 
Kugel  verglichen  werden.  Entsprechend  dem  Begriffe  des  Krüm- 
mungskreises einer  Curve  belegen  wir  eine  Kugel,  welche  mit  der 
Fläche  im  Punkte  A gleiche  Krümmung  hat,  mit  dem  Namen 
KrUmmungskugel,  ihren  Halbmesser  mit  dem  Namen  Krüm- 
mungshalbmesser, beides  auf  den  Punkt  A bezogen.  Für  die 
letztgenannte  Grösse  ergibt  sich,  da  die  Krümmung  einer  Kugel 
dnrch  das  reciproke  Halbmesserquadrat  gemessen  wird,  der  Wert 

9i  = VÄ^ (14) 

welcher  mit  dem  Werte  des  mittleren  Krümmungshalbmessers  Rm 
der  durch  A gelegten  Normalschnitte  übereinstimmt. 

Die  mittlere  Krümmung  von  ist  gegeben  dnrch 


die  Integration  ist  über  auszndebnen;  ihr  Resultat  ist  oder 
die  Grösse  der  sphärischen  Abbildung  von  ®o>  so  dass 

Sfm-J (15) 

Hiernach  fällt  die  mittlere  Krümmung  von  <So  mit  derjenigen  Grösse 
überein,  welche  als  relative  Krümmung  dieses  Flächenteils  be- 
zeichnet zu  werden  pflegt. 
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Diejenige  Kugel,  deren  Krflmmung  dem  eben  berechneten  Mittel- 
werte gleich  ist,  wollen  wir  Kugel  mitterer  Krümmung  von 
Sf,  nennen;  für  ihren  Radius  ergibt  sich  der  Ausdruck 


Zu  einem  bemerkenswerten  Satze  führt  die  Anwendung  dieser  For- 
meln auf  eine  geschlossene  convexe  Fläche  ohne  singuläre  Punkte; 
da  hier,  wenu  man  die  ganze  Fläche  in  Betracht  nimmt, 

-So  = 4« 

ist,  so  wird 



Dies  sagt  aus:  Die  mittlere  Krümmung  einer  geschlosse- 
nen convexen  Fläche  stimmt  mit  der  Krümmung  einer 
Kugel  von  gleicher  Oberfläche  überein. 

Dem  Radius  der  Kugel  mittlerer  Krümmung  stellt  sich  der 
mittlere  Krümmungsradius  oder  der  mittlere  Halbmesser  der 
Krümmungskugeln  gegenüber.  Man  erhält  für  ihn  auf  Grund  von 
(14)  den  allgemeinen  Ausdruck 

(18) 

die  Integration  über  <S^  ausgedehnt. 

Als  Beispiele  hierzu  wählen  wir  die  durch  Umdrehung  einer 
Cykloide  um  ihre  Grundlinie  entstandene  Fläche  und  das  Sphäroid. 

Wird  bei  der  ersten  Fläche  der  Halbmesser  des  rollenden  Kreises 
mit  a,  der  zu  einem  Punkte  A des  Meridians  gehörige  Rollwinkel 
mit  tp  bezeichnet,  so  findet  man 

Ä,  — 4asin^,  Ä,  — 2asin^,  — 2aV2sin^> 

dS  — 8»o*  sin*  ^ dtp,  ^ na* 

Daraus  berechnen  sich  anf  Grund  von  (17)  und  (18)  die  Werte 

~ ~ yä’  ^ “ 8V  2® 
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Im  zweiten  Beispiel ‘)  sei  a die  grosse  Halbaxe,  s die  relative 
Excentricitftt  des  Meridians,  ß die  Breite  eines  beliebigen  Punktes, 
d.  ist  die  Neigung  der  zugehörigen  Normale  gegen  die  Aequator- 
ebene;  dann  ist  fUr  den  gedachten  Punkt 

_ o(l  — t*)  p a a,  a(l  — s*)t 

" (1  -e*sin*ß)5’  “ (1  - t*sin*/J)»’  “ 1 — t»sin*/J’ 


dS 


27ta*(l  — t*) 


coeßdß 

(1  — **sin*^)*' 


daraus  berechnet  sich  mittelst  der  nämlichen  Formeln 


45+  94.V  + ’’’ 


17t‘_^  _ 
360^  3024  • • • 


9f« 


10  — 6t*  , 3,  1 + f 
, , ,(1 -**)’"*' * — e 

I+  Ta; 


tj  ^ 1697t« 

6 + 360  + 15120  + 


1)  S.  Dr.  F.  R.  Helmert,  Die  mathora.  u.  physik.  Theorien 
der  höheren  Geodäsie,  Bd.  I,  pag.  63  flg. 
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XVL 

Ueber  die  Entwickelung  von  =<'-*'  in  eine 
Potenzenreihe  nebst  einigen  Anwendungen 
derselben. 


Von 

Louis  Saalschutz. 


Die  erste  Anregung  zur  nachfolgenden  Reihenentwickinng  lag 

_ 1 

für  mich  in  dem  Bestreben  e wobei  y einen  positiven  echten 

Brach  oder  1 bedeutet,  in  einer  nach  ganzen  Functionen  von  y fort- 
laufenden Reihe  darzustellcn,  welche  um  so  willkommener  wäre,  wenn 
sie  auch  noch  für  y =■  0 gültig  wäre  und  den  richtigen  Wert  null 
in  zweifelloser  Art  lieferte.  Dies  lässt  sich  in  der  Tat  erreichen, 
wenn  man  y durch  1 — x ersetzt  und  dann  nach  Potenzen  von  x 
entwickelt.  Dabei  stellt  sich  heraus,  dass  die  Coefficienten  dieser 
nnd  einer  mit  ihr  eng  zusammenhängenden  Reihe  in  so  eigentüm- 
licher Art  fortscbreiten , dass  die  nachfolgenden  Mitteilungen,  wie 
ich  hoffe,  nicht  ganz  interesselos  sein  dürften.  Schliesslich  wird 
noch  gezeigt,  dass  nnd  in  welcher  Art  die  gewonnene  Reihe  sich 
znr  Berechnung  mancher  Integrale,  deren  obere  Grenze  unendlich 
ist,  verwenden  lässt. 


§ 1. 

Unabhängige  Darstellnngswe ise  der  Coefficienten. 
Es  sei: 


1_ 

1 — ® 

1)  « ” ■ (*o+*i®+*»**+*s®*+  ••■) 

Arek.  der  Math.  n.  Fhja.  8.  SaUe,  Teil  VL  iK) 
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Um  die  Goefficienten  •••  nnabhängiger  Art  darzagtellen, 
kann  man  den  Taylor’schen  Lehrsatz  benutzen '),  zuvor  die  von  ver 
schiedenen  Differentialquotienten  von  f(x)  für  x = 0 anfstellen. 
Setze  ich 

1 

1—®  “ * 

so  ist 


f(x)  = «-*  = i/(z) 


und  dann  weiter: 


u.'»  -=  — 1(>"z  -=  «-*,  ...  = ( -l)"«-*; 


Daher  wird: 


* 1 ^ 
fix  (i  — x)*  * 


f'x  — ijj'z 


dz 

tlx 


— /*“***? 


f'x 


dfx 

dz 


= 2x») 


ebenso : 

f”x «-*(2«  — 6»* + 6*«) 

fWx  = «-» (2«  — 12x’  + 362®  - 242®) 

/(5)x  = —«-'(2'“— 202®+  12028  — 24027  + 1202«) 


Diesen  letzten  Ausdruck  kann  mau  auf  die  Form  bringen: 


/•fl»x  = -e-*(2>''-l.(4),(5),2®  + l 2(4),{5)s28-1.2.3(4)3(5),»7 
+ 1.2.3.4(4)*(5),2«) 


und  dass  hierin  das  allgemcino  Gesetz  ausgesprochen  ist,  wollen  wir 
durch  den  Schluss  von  n auf  n+1  beweisen.  £s  sei  also: 

2)  ( — l)“/"!"!  X =e~‘(z^" — l.(n — l)|fn),2^’*~7  + ... 

+{  - l)*-7(i— l)!(n—  1 )*-l(n)*-i22»-*+i  + (—!)*.  Ü{n—l)»(n)K*“-*+... 
+(— l)"-*(n  -1) ! (n— l)M_i(n)„_i2**+l) 


dann  wird: 

(-1)“^* “ «•"(-**"+(«-l)l(»),*»’‘-‘+...)+«-'(2n2®— >+...) 


und  der  Coefficient  von  2*"-*  ergiebt  sich: 


I)  Eine  andere  Methode,  die  gleichTnlla  zum  Ziele  fQhrt,  bemittt  die  Keibc 
für  e— *,  in  welche  dann  für  2 der  Werl  (1— x)— I cinxufQhren  iit. 
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- ! (»  -1)*-, (»)*-. 

= -(-l)*i:!(»)»(n+l)* 

daher  erhalten  wir: 

(_l)»+y(H+i)a;  = . („)j 

+ (-l)U-!(n)t(n+l)tz2»+2-*_|_  ...) 

womit  der  Beweis  geführt  ist.  Bezeichnen  wir  nun  den  Wort  von 
/(•)  I für  1 = 0 oder  z = 1 mit  o« , so  ist  der  Coefficient  von  x"  in 

der  Entwickelnng  von  f{x)  j ^ folglich  giebt  derVorgleich  mit  1) : 


A« 


ond  daher  wie  2)  zeigt: 


e 


a« 

1.2...n 


3) 


1 (n  — Dl  (n),  , (n  — 

1.2.3...«  2.3...«  3...« 

_i>-i  ("  — 


+ (-D 


Ans  /(O),  f'O  folgt  4o  = Ij  *1  “ “1  ““d  dann  ans  Gl.  3): 

6*-=^  etc. 

Eine  andere  nnabb&ngigo  Darstcllungsweise  ergicbt  sich  bei  Entwicke- 
lung von  f(x)  in  der  Form: 

/■(*)  — e-(H*+**+-) 


mittelst  der  combinatorischen  Ausdrücke ‘): 


4)  i, _ 2 ^ 2 ^ ...  1.2... tj 


■a„=—l 


yfohei  pqr...i  so;  als  positive  ganze  Zahlen  einschliesslich  der  Nnll 
zn  wählen  sind,  dass  die  Gleichung: 


5)  1 .p-j-2g-j-3r-l- ...«/  = n 


I)  Stern,  Algebraische  Ännl^rsis.  Note  VII.  F.  I).  (S.  388). 

20» 
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erfüBt  wird,  wonach  der  Aasdrack  ia  4)  zn  biMen  *),  and  fftr  alle 
die  Gl.  5)  befriedigendea  Systeme  von  pq...t  die  Summation  anszn- 
führen  ist 

Der  Vergleich  der  (nicht  identischen)  Ausdrücke  3)  und  4) 
liefert  eine  Beziehung  zwischen  Binomialcoeffienten.  Z.B. 
ist  für  n = 5; 

L I Wi(5)i  _ (f)»(5),  , (4).,(5)a  _ (4)4(5), 

“ 1.2.3.4.5"*"  2.3.4.5  3.4.5  "^  4.5  5 

«1^  Vo,  I «4  «Cg  Cl«g*  «,l«4  . ^3, 

“ 1.2.3. 4.5  1. 2.3.1'^  1.2.1  ■*"1.1.2*^  1.1  1.1 

L_  . 1 . 1 l? 

1.2. 3. 4. 5^  1.2.3  1.2  1.2^  1^1  120 


S 2. 


Abhängige  Darstellungs weise  der  Goefficienten. 


Im  vorigen  Paragraphen  war  die  Gleichung  gefunden  worden; 


d.  i.: 


oder; 


fx  = 


f'x 


f(r) 

a-x)^ 


(i-xyrx  +f(x)  =>  a. 


Differentiirt  man  diese  Gleichung  weiter,  so  erhält  man  eine  Be- 
ziehung zwischen  drei  aufeinander  folgenden  Differentialquotientcs^ 
nämlieh; 


6)  (1  — a:)* (2fir  - (2n  — l))/'(")a:-|-n(n  l)/"*”“!)®  = Ü 

und  somit  auch,  indem  mau  a:  0 setzt,  zwischou  drei  aufeinander 

folgenden  Coefficienten  der  Reihe  1).  Leichter  gelangt  man  folgen- 
dermassen  zu  derselben  Formel.  DMferentiiren  wir  Gl.  1)  nach  r, 
so  kommt: 


e-l  :(!-*)  1 

- "(TZ^)*  “ ;(*i  + 2i,*-f  3ÄjX^+  ...) 

folglich : 

1_ 

1 — * 

g = - 3*8  + 1*+...) 

I)  Das  Symbol  O!  iit  durch  I zu  ersetzen. 
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Fahren  wir  die  Moltiplication  aus  and  vergleichen  die  Coefficienten 
der  rechten  Seite  mit  dei^enigen  in  1),  so  erhsiten  vir  (he  Glei- 
cbongen: 

*1  = *0 

— + = J, 

-4Ä4  + 6i,-2i,  - i, 

-565+8*4-3*,=  *4 


— (n  + l)*»-n  + 2n*»  — (»  — l)*«_i  = *» 

oder: 

7)  (»+l)*»+i— (2»  — l)A,+(u  — 1)*»_1  =0 
loh  führe  jetzt  die  neoe  Bezcichnang 

8)  nbn  = ßn,  *«  = ^ßn 

«n,  dann  nimmt  die  Gl.  7)  die  Form  an: 

— ^2  — /J»+/J»_i  — 0 

worans  folgt: 

9)  |J»+i  - (2  - - /Jh_i 

ond 

^0)  (^»  + 1 - ßn)  — (ßn — /S»_l)+  - /?»  = 0 

Ans  der  Gl.  9)  sind  nach  einander  die  ß’e  nnd  mittelst  8)  gleich- 
zeitig die  *’s  berechnet  worden,  sowie  sie  in  den  Tafeln  am  Schlüsse 
dieser  Arbeit  anfgeführt  sind.  Pie  Gl.  10)  bildet  die  Grundlage  der 
weiteren  Untersnehnng. 

Noch  eine  andere  Formel  zwischen  den  Grossen  * nnd  ß,  die 
für  uns  von  Wichtigkeit  werden  wird,  erhalten  wir,  wenn  wir  in  die 
Recnrsionsformel  der  allgemeinen  Entwickelnng 

11)  = 1 + A,x+A,r,  + A,x»+... 

nümlich*) 


I)  A.  L O.  r.  S.)  8.  S89. 
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12)  An  — i(ox  An-1  + 2a*  Än-a  + . . . + (n— 1)  a»_i  A^  na«) 

Statt  A^Af ...  b,bi  ...  und  fOr  o, o,  ...  den  Wert  — 1 einsetzen, 
folgendes: 

nfi«“}"ÄM-i-|-26«— ••  • ~1“(»  — 1)^1  “ 0 

ebenso : 

(n-t-l)Ä«+i~|“iH”|“2iH_i-|-3ÄM— 2-}-  ...  "l“aii~|~(*»~|~l)  “ 0 

Ziehen  wir  die  erstere  Formel  von  der  zweiten  ab,  schreiben  statt 
nbn  und  (n-t-l)i«4.i  bzhw.  ßn  Und  /9h4-i  und  am  Ende  &o  statt  1,  so 
entsteht  folgende: 

13)  +*»+^"+1 — ßn=0 

und  dies  ist  die  erwähnte  Beziehung.  Sie  folgt  ttbrigens  auch  aus 
10),  wenn  man  diese 

ßn  + l — 2ßn ßn—I  ~j~  bn  “ 0 

schreibt,  darin  nach  einander  n = 2,  3,  4,  ...  setzt,  addirt  und 
ßi  = *i>  ßt  “ 2i,  und  — 1 = —*0  snbstituirt. 


§ 3. 

Die  Grössen  ß und  die  von  ihnen  nähernngsweise 
befriedigte  Differentialgleichung. 

Werfen  wir  einen  Blick  auf  Tafel  II,  welche  der  Grössen  ß ent- 
hält, so  sehen  wir  sofort,  dass  dieselben  in  Gruppen  von  abwechselnd 
positiven  und  negativen  Gliedern  zerfallen.  Die  Anzahl  Glieder 
nimmt  von  Gruppe  zu  Gruppe  zu,  und  zwar  beträgt  dieselbe  be- 
züglich: 

14)  1 3 9 13  19  23 

In  jeder  Gruppe  nimmt  der  Absolutwert  der  Glieder  von  Anfang  zu, 
erreicht  ein  Maximum  und  nimmt  dann  wieder  ab.  Diese  Maiinia 
sind  in  den  sechs  berechneten  Gruppen: 

16)  0 1 1,56  1,94  2,26  2,55 

Sie  nehmen  also  zu.  Betrachtet  man  die  Gliedzahl  n süs  Absdsse, 
ßn  als  Ordinate,  so  macht  das  Ganze  den  Eindruck  einer  Zusammen- 
setzung von  Sinns-Cnrven  mit  stets  grösserer  Spannung  und  stets 
grösserer  Pfeilhöhe.  Wir  wollen  nun  sehen,  wie  weit  diese  Vorstel- 
lung sich  mit  der  Gl.  10)  in  Uebereinstimmnng  bringen  lässt  Wir 
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denken  nns  n bereits  recht  gross  geworden  nnd  betrachten  den  Zn- 
wschs  1 als  dn\  dann  ist; 


ß»  — ßn-l 


dn 


(ßn^l-ßn)- 


and  daher  geht  die  Gl.  10)  Ober  in 


16) 


d*fi 

dn* 


Wir  wollen  im  Anschlnss  an  diese  Gleichung  nur  eine  bestimmte 
Gruppe  iu’s  Auge  fassen.  Wir  bezeichnen  den  Iudex  des  grössten 
ß (immer  absolut  verstandeii)  in  ihr  mit  1 und  setzen: 

17)  n - i+f 

so  dass  i bei  wachsendem  n aus  dem  Negativen  ins  Positive  über- 
geht, Dadurch  wird  die  Gleichung  16): 


<1*/*  . ß 

18)  = 0. 

Nun  ist  der  Maximalwert  von  £ klein  gegen  1,  wenn  n sehr  gross 
ist  Das  Vorhaitniss  desselben  zu  1 ist: 


in  der  Gruppe  (13;  25) 
„ „ ,.  (26;  44) 

n M ')  67) 


etwa 


19 

10 

35 

12 

56 


Ich  entwickele  daher  nach  Potenzen  von  | und  lasse  in  der 
61.  18)  nach  einander  ^ei  Annäherungen  eintreten,  ich  setze  näm- 

ß 


lieh  statt 


Allerdings  lässt  sich  die  Gl.  18)  oder  16)  streng  integriren,  doch 
ist  die  Form  des  Resultates,  ein  bestimmtes  Integral,  als  dessen 
Parameter  l-j-£  oder  n anftritt,  fOr  unseren  Zweck  nicht  bequem, 
schon  deshalb  nicht,  weil  dieser  Parameter  immer  grösser  wird,  in- 
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dem  wir  gerade  oaserer  B^achtaog  grosse  Werte  von  n za  Grande 
legen  mttssen. 


§ 4. 


Erste  Annähornng. 

Die  Gl.  18)  nimmt  in  erster  Annäherung  die  Form  an: 


19) 


^ ß 


0. 


Ihr  Integral  lässt  sich  schreiben: 

90)  /J-Acos('y^) 

Nnn  soll  | — 0 sein,  wenn  ß seinen  grössten  Wert  annimmt,  folg- 
lich ist  y 0 

21)  ^-.Acos(^) 

and  A der  Maximalwert  von  ß.  Letzteres  verschwindet  fOr 
I » ^ ^ VI.  Bezeichne  ich  nnn  den  Unterschied  des  An&ngs-  and 
End-Index  der  Omppe')  mit  z,  so  mnss  sein: 

22)  z = n VI  oder  »*  = »*A 

Benenne  ich  dieselben  Grössen  fttr  die  Gruppen,  die  der  betrachteten 
folgen,  mit  Ijz,,  1,8,,  etc.,  so  mttssen  analog  22)  die  Gleichangen 
stattfinden : 

I V ->  «*1, 

23)  I 

1 - 2 

f *3  — ff  A5 

Andererseits  ist  aber  auch: 

*1  ‘^^+‘2  + 2 

l,  = l,4-^+^  etc. 
also  folgt  ans  22)  und  23)  durch  Subtraction : 


I)  Diese  Indices,  also  anch  z,  sowie  1 sind  durch  Interpolation  so  be- 
stinimen;  s.  spStw. 
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»,*—*»  = - A)  =-  + 

»,*—*1*  - — ^i)  — f-  (h+h) 

V— V = «*(^S  — ^)  =“  ^(**+»s)  etc. 

ODd  daher: 

Jl* 

24)  *,  — *=*,  — *,  = *,_z,  = ...  = — 

Die  Gliederanzahlen  der  anfoinander  folgenden  Gmppon  bilden  also 
eine  arithmetiBche  Reihe  1.  Ordnung  mit  der  Differenz  • 

Wir  wollen  nun  zunächst  prUfeu,  wie  weit  die  Resultate  22) 
and  23)  mit  dem  berechneten  Teil  der  ß’a  abereinstimmen.  Die 
Tafel  II  giebt 

ft,  = 0,193  ft,  = -0,303. 

Durch  einfache  Interpolation  folgt  dann: 

^U>89  “•  0 

Diesen  Anfangsindex  einer  Gruppe  wollen  wir  ft,  den  Endindex  der- 
selben oder  Anfangsindex  der  folgenden  ft,  nennen,  8odass3  = fi, — ft 
wird.  Dann  ist  für  die  Gruppe  (13,25):  ft  = 12,39;  ft,  = 25,96. 
Ferner  ist  nach  Taf.  II : 

-ft,  = 1,912;  -fts  = 1,943;  -/S« -=  1,872 
Setze  ich  f&r  diese  Stelle  der  Tafel: 

— ß — a-\-bx-\-cx* 

sodass  gleichzeitig 

ix=0  ix“l  jx=2 

\ ß — fts  ■>  l ß ~ ßi9  ! i ß ^ ßio 

wird,  so  folgt  ans  den  angegebenen  Zahlen: 

o =.  1,912  b = 0,082  c = —0,051 
and: 

— ^ = *+2cx  = 0 für  x-0,80 

Es  ist  also  der  Maximalindex  1 der  Gruppe  18,80.  In  dieser  Art 
ergiebt  sich: 
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Gr.(13;25) 

M - 12,39 
' A — 18,80 
fii  ■=  25,96 

2 = 13,57 

nVi  : 

= 13,62 

Gr.(26;44)  | 

: A,  = 34,84 
: 8,  - 44,47 

*,  - 18,51 

JiVij 

- 18,55 

Gr.(45;67)  | 

A,  = 55,81 
fta  “ 67,91 

2,  - 23,44 

7t  VA, 

- 23,47 

71* 

— 24=4,94  2*  — 2j  = 4,93,  -=■  4,9348 

Wir  köuiiei]  also  sagen,  dass  die  Gültigkeit  unserer  Be- 
trachtungen bereits  im  berechneten  Teil  der  Tafel  II 
beginne,  was  sich  auch  weiterhin  bestätigen  wird. 

Dem  Werte  21)  von  ß gemäss  erreicht  der  Differentialqnoticnt 
dß 

^ seine,  absolut  genommen,  grössten  Werte  am  Anfang  und  Ende 

der  Gruppe ; dies  bestätigt  auch  die  Rechnung ; es  sind  z.  B.  die  Dif- 
ferenzen 

ßit  ßia  “ 0,496  und  ßgg  — ßg^  “ 0,411 


grösser  als  irgend  welche  andere  im  ersten , bzhw.  zweiten  Teil  der 
Gruppe;  dass  dieselben  verschiedenes  Zeichen  haben,  versteht  sich 
auch  von  selbst,  da  der  Differentialquotieut  an  der  Grenze  zweier 
Gruppen  für  beide  identisch  ist.  Hingegen  müssten  die  beiden  Dif- 
ferentialquotienton  am  Anfang  und  Ende  der  Gruppe  Gl.  21)  zufolge 
gleiche  Absolutwerte  haben;  damit  stimmt  aber  die  Rechnung  nicht 
überein;  wol  aber  stimmt  sie  hierin  mit  der  Gl.  (16),  denn  denken 
wir  uns  zwei  ß im  ersten  und  zweiten  Teil  der  Gruppe  die  einander 

ß d*ß 

gleich  sind,  so  ist  für  das  zweite  - also 


(absolut  genommen) 


kleiner  als  für  das  erste,  also  der  Krümmüngsradius  grösser  aad 
der  Bogen  selbst  flacher,  also  der  Absolutwert  des  Differentialqno- 
tienten  kleiner.  Aus  demselben  Grunde  muss  auch  das  Maximam 
von  ß etwas  näher  dem  Anfang  als  dem  Endo  der  Gruppe  liegen, 
was  man  aus  den  Zahlen  iu  25)  in  der  Tat  erkennen  kann. 


Wir  dürfen  annehmen,  dass  die  2te  (oder  eine  noch  engere)  An- 
näherung an  die  Gl.  18)  uns  Uber  diese  Umstände  genauer  unter 
richten  werde. 
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§ 5. 

Zweito  Annähorang. 

Wir  geben  jetzt  der  Gl.  18)  die  sich  ihr  besser  als  19)  an- 
schliessende Form: 


Ein  particnläres  Integral  von  19)  bat  die  Form  e^,  es  liegt  also 
nahe,  jetzt  mit  der  Form  zn  versuchen,  oder  indem  man 

Imaginäres  von  Reellem  sondert,  zu  setzen: 


ß = Ae’  cos 

u = {l+A,)5+A^*+y 

Hierin  sind  A und  y die  Integrationsconstanten,  während  A^A^, 
it,Ri  gefunden  werden  sollen.  Dann  wird 


»)  3— -(Ä){-Ks)*+(l)’+$t 

^ ^ 1 ( ol“ 


Ich  werde  im  Folgenden  nnter  der  Voraussetzung,  dass  1 und  auch 
schon  VX  sehr  gross  sei,  die  Glieder  trennen  in  solche  von  der 

Ordnung  ^ etc.,  so  dass  also,  wie  immer,  Glieder  ge- 

ringerer Ordnung  einen  grösseren  Absolutwert  haben  als  solche  von 
höherer  Ordnung.  Dabei  müssen  wir,  am  grobe  Irrtümer  zu  ver- 
meiden, streng  an  dem  Grundsatz  festhalten,  dass,  wenn  wir  irgend 

ein  Glied  von  der  Ordnung  ~ fortlassen,  es  fehlerhaft  ist  ein  an- 
anderes von  derselben  oder  höherer  Ordnung  beizubehalten. 


Wir  geben  nunmehr  zur  Ausführung  der  Rechnung  über.  Es  ist 


1)  Bezüglich  der  atrengen  Integration  dieser  Gleibhnng  gilt  dasselbe,  was 
von  derjenigen  der  Ol.  18)  am  Ende  von  § 3.  gesagt  ist. 
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<lv 


30) 


tlu 

Tii' 


folglich  muss  nach  26)  nnd  29)  sein: 

31)^6» cos(^)  j-  J(l  + 2^,+^,*+Wl  + .l,)i+4.Vf*)  + ^.‘ 
+ 4Ä,  7J,  i + 4«+  2i4,  + J - } 

-^c'sin  [2ä,(1  + ^,)  + 4(ä,^1,+B,(H-  ^,))| 

+ 8ylsfi,l»  + 2ylj  I 0 


Wir  setzen  nun  in  den  Coefficienten  von  ile'cos 


(Ä) 


and  von 


^«'sin^^j  die  Factoren  von  £®  und  | einzeln  gleich  0.  Das  gicbl: 


a) 


•j(2^,4-^,»)  + 2Zf,+  ii,»  - 0 


32) 


b)  - i^,(l+^,)+4Ä,iJ,~[,  = Ü 


c)  ^^(it,(l  + /I,)  + ^,) 


d) 


^^(ä,^,  + ß,(l  + ^))  -0 


Nehme  ich  nnn  als  von  der  Ordnung  ^ an,  so  folgt  ans  a),  dass 
Bf  nnd  von  keiner  geringeren,  nnd  mindestens  eine  dieser  Grössen 
auch  von  keiner  höheren  Ordunng  sein  können  als  Ans  c)  folgt 

dann  Af  von  der  Ordnung  21,.  Sind  also  o,a,,  ö,ö,  endliche  Zahlen 
so  ist  es  das  Natürlichste: 


<»,  A| 

/l,  = -7-,  Bf  T , Af 


B, 


zn  setzen.  Jetzt  haben  wir  den  Factor  von  im  Coefheienten  des 
4A»*  4oo* 

Cosinus,  nämlich  ~ d.  i.  als  0 betrachtet  und  mussten  das, 
ß E* 

weil  wir  auch  das  Glied  ][  - , also  innerhalb  des  genannten  Coef- 
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iicienten  das  Glied  fortgelassen  haben;  nnn  kann  aber,  wie  die 
erste  Annäherung  zeigt,  £ bis  zur  Ordnung  ^ V ^ wachsen ; wenn 
wir  also  das  Glied  fortlassen,  so  lassen  wir  ein  Glied  von  der 
Ordnung  ^ fort,  mQssen  also  alle  Glieder  fortlassen.  Im  Coefhoienten 
des  Sinns  lassen  wir  das  Glied  d.  i.  ein  Glied,  dessen  Ord- 

nung mindestens  ist,  fort,  wodurch  also  keine  weitere  Be- 
schränkung der  Genauigkeit  veranlasst  wird.  Sehen  wir  non  die 
Gl.  (32)  an,  so  ist  die  liuke  Seite  der  a)  von  der  Ordnung 

^ ; wir  können  also  ans  ihr  keine  weiteren  Schlflsse  ziehen , die 
Gl.  b)  lautet: 


ihre  linke  Seite  ist  ebenfalls  von  der  Ordnung  aber  sie  erhält 
den  Factor  £,  kann  also  bis  zur  Grösse  eines  Gliedes  der  Ordnung 
steigen  und  ist  daher  zu  berücksichtigen.  Sie  liefert,  bei  Fort- 
lassnng  der  Glieder  höherer  (nämlich  mindestens  2jter)  Ordnung: 

«2 J 

Oie  Gl.  c)  lautet: 

(^+?)  + «*)=o 

Ihre  linke  Seite  ist  von  der  l|ten  Ordnung,  ihr  Coefficient  1,  sie 
ist  also  zu  berücksichtigen.  Sie  gicbt: 

*1 «2  “ i 

Die  Gf.  d)  ist  von  der  Ordnung  die  Ifnke  Seite  erhält  den  Coef- 

ficientcn  £,  bleibt  also  stets  mindestens  von  der  Ordnung  ist  also 
ausser  Betracht  zu  lassen. 

Wir  haben  also  o,  und  gefunden,  während  und  unbe- 
stimmt, dk  b.  für  den  erreichten  Grad  der  Genauigkeit  gleichgültig 
Meiben.  Wir  können  sie  also  auch  = 0 setzen  and  haben  daher: 
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33'  < 

( ““«-ü  + y!  '’=4i 


Nnn  konnte  jemand  in  der  vorangehenden  Dednction  die  nötige 
Sch&rfe  vermisaen,  znmal  wir  erstere  an  eine  Gleichung  anknOpften, 
die  sich  sp&ter  als  unerheblich  erwies.  Darauf  wäre  zu  erwidern: 
Wir  haben  in  33)  einen  Ausdruck  für  ß gewonnen,  bei  dessen  Sub- 
stitution iu  die  Gl.  26)  sich  alle  diejenigen  Glieder  iden- 
tisch zerstören,  deren  Grösse  gleich  oder  bedeutender  ist  als 

die  Grosse  eines  Gliedes  von  der  Ordnung  Jj.  Solange  wir  uns 

also  mit  dieser  Genauigkeit  begnügen  --  und  das  müssen  wir,  weil 
in  der  Gl.  26)  selbst  Glieder  höherer  als  der  l^ten  Ordnung  fort- 
gelassen sind  — haben  wir  den  obigen  Ausdruck  für  ß,  der  auch 
zwei  willkürliche  Constanten  A und  r enthält,  als  das  vollständige 
Integral  der  Differentialgleichung  26)  anzuschen. 


Wir  bestimmen  nun  wieder  y so,  dass  ^ für  5 -=  0 seinen  Maxi- 
malwert erreicht.  Setzen  wir  die  Werte: 


du 

äf  f=o 


1, 


dv 


’l  — 

f=o 


dß. 


in  Gl.  (28),  ein  nnd  dies  dann  ==  0 , so  erhalten  wir  die  Glei- 
chung : 

34) 
also 


■»(Ä) 


1 

4VA 


JL 

VI 


oder 


— ^ + 

4VA  ♦•(4VA)*^--- 


4 192A  ^ 


Schon  die  Hinznfügnng  des  Gliedes  — 


zu  } wäre  mindestens 


überflüssig,  da  es  für  grosso  Werte  von  C das  einzige  Glied  von 
der  Ordnung  ^ wäre;  sie  wäre  aber  auch  geradezu  fehlerhaft,  da  in 


u Glieder  von  der  Ordnung  fortgelassen  sind,  welche  erst  bei 

der  nächsen  (3ten)  Annäherung  hinzngefügt  werden.  Aber  selbst, 
da  noch  nicht,  erst  hei  der  vierten  Annäherung  wäre  y von 
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^ verschieden  anzunehmen.  Dann  wäre  aber  der  Coef&cient  von 

^ nicht  — sondern  ein  ganz  anderer.  Wir  setzen  also : 

35)  Y-i 

Der  Maximalwert  von  ß,  er  sei  JS,  ist  jetzt: 


^”"^0  32O 


odec  solange  wir  andere  Glieder  von  der  Ordnung  ^ fortlassen: 

37)  B = A 

Wir  wollen  jetzt  die  Werte  berechnen,  welche  5 annimmt,  wenn 


u-TsVi 


wird.  Sei  gleichzeitig: 

lu-JvA 


- 


5 — — g 


SO  werden  p und  g auch  nahezu  ^ Setze  ich  nach  33) 

und  35): 

und  nehme  fOr  p die  Form  an: 

P V^+e 


so  folgt: 


— 4 

® “ “Te 


Wir  dOrfen  nämlich  keine  Glieder  von  der  Ordnung  nehmen,  da 

erst  die  dritte  Annäherung  ein  solches  Glied  in 

binznbringt.  — Setze  ich  £ » - g in  33),  so  erhalte  ich  die  Glei- 
chungen : 
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und 


-|vA  = -3-J*+i 

?jvi  = a+i-i 

q=  ^VA  + c' 


Also  haben  wir : 
39) 


Also  auch  jetzt  ist  noch 
aber  nicht  mehr 
sondern : 


P + 5 = JtV'A 
P = q 


P — <Z  = — g—  *=  0,7338 


womit  die  zweite  Bemerkung  am  Ende  des  § 5.  ihre  Erledigung  ge- 
funden hat.  Die  in  25)  zusammongestellten  Zahlen  geben  fttr  p — 5 
die  Werte: 

(Pi-A)-(A-P)  - 0,75 ; (^,-A,)_(A,-^,)  = 0,75 

(Ps — Aj)— (Aj — Hf)  =.  0,76 

Die  verhältnissmässig  weniger  gute  Uebereinstimmung  als  früher  er- 
klSrt  sich  leicht  dadurch,  dass,  abgesehen  von  der  Voraussetzung 

sehr  grosser  Werte  von  n,  in  der  Gl.  40)  die  grosse  Zahl  ^ yA 
sich  fortgebobon  hat. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Bestimmung  der  Werte  für  ^ am  An- 
fang und  Endo  der  Gruppe,  welche  bei  der  Iten  Annäherung  sich 
als  gleich  ergeben.  Ersteres  mag  mit 


letzteres  mit 


und  sein  Absolutwert  mit 


Digitized  by  Coogle 


in  eine  Potenzreihe, 


nnd  sein  Absolutwert  mit 


bezeichnet  werden.  Nach  28)  ist  für  « -=  tp  s-  VA : 

fd^\  _ ^ rfu]  /dß\  _ ^ 

“VA5eJf=:-,  ““  vidi\i=f 

Um  ans  Ober  die  beiznbehaltenden  Glieder  vollkommen  klar  zu  wer- 
den, schreibe  ich  mit  Rücksicht  auf  33): 

\ «*=5  -Ü+Y+T*- 

) - « j- 

( 4l+F 

dann  sind  alle  diejenigen  Glieder  fortzalassen,  deren  Ordnung  mit 
denen  übereinstimmt,  welche  die  (nubekannteu)  Factoren  a oder  b 
haben.  Ans  41)  folgt: 

2A+  A»  ’ * Jf=p  ^ + 4A+V*+32/  A* 

tiso: 

Vd?;„  VA  V 4a^^  k*) 

worin 

3 

c = 3a+6-32 

also  ebenfalls  unbekannt  ist.  Nach  39)  folgt  dann  weiter: 

/dß\  A / n 31*  — 4 c3i*\ 

~ ~ Vk  V~  Wk  ~ “64ir  + 4A  / 

Wir  müssen  also  die  Glieder  von  der  Ordnnng  ^fortlasson  und  haben 
den  Absolntwert,  wenn  wir  denjenigen  von  A auch  mit  A bezeichnen: 

(4X  " yi  (^“8va) 

Ganz  in  derselben  Art  folgt  für  J = — g: 

«>  (Ml 

a.  Ibth.  a.  Plijri.  S.  Baiha,  T.  TI.  21 
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SO  dass  in  der  Tat  jetzt  der  absolute  Schlusswort  kleiner  als  der 
absolute  Anfangswert  sich  heransstellt.  (Vgl.  § 4.  am  Schlüsse).  Die 
Formeln  42)  und  43)  fuhren  uns  aber  noch  zu  weiteren  wichtigen 
Resultaten.  Zunächst  ist  nämlich  mit  dem  bisherigen  Grade  der  An- 
näherung; _ _ 


\dSjo,  \dSja  V 


4Vi) 


dß 

Ferner  ist  aber  der  Endwert  von  ^ bei  der  vorliegenden  Gruppe 

identisch  mit  dem  Anfangswert  bei  der  folgenden;  schreibe  ich  fUr 
diese  li,  «u  , bei  den  dann  folgenden  il«,  a,,  coj  etc.  statt  l,  a,  •, 
so  entstehen  die  Gleichungen: 


und  daher  durch  Hultiplication: 


Die  zweiten  Glieder  in  den  £[lammem  werden  immer  kleiner,  and 
ich  habe  daher,  indem  ich  zur  Grenze  Ubergehe: 


4t/ J- 


Setze  ich  hierin  fUr  VA,  VA|  ...  die  Werte  ans  22)  und  23),  w 
wird: 

Jetzt  bilden  aber  die  Grössen  z,  zj , zj  . . . eine  arithmetische  Reibe 
1.  Ordn.  (s.  § 4.  Gl.  24)),  folglich  divergirt  die  Reihe: 
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iG+!"+^+ •••) 

daher  convergirt  das  Prodact  in  44)  znr  Null  hin  nnd  wir  haben 
das  fOr  vorliegende  Untersncbnng  sehr  wichtige  Resnltat; 

46)  lim  — 0 

wobei  daran  erinnert  werden  mag,  dass  nnd  die 

dB 

grössten  Werte  von  ^ sind  (s.  § 4.,  letzter  Absatz). 

Bezeichnen  wir  die  den  A entsprechenden  Orössen  in  den  fol- 
genden Groppen  mit  ...  nnd  drucken  die  Gleichheit  von 

und  analytisch  aus,  so  folgt  ans  44)  und  43): 


Die  Mnltiplication  dieser  Gleichungen  ergiebt  bei  bisheriger  An- 
nUhernng: 
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Ar- 


8* 

® 1 

8z-r 


Indem  wir  zur  Grenze  übergehen,  wird  -=  1 und  wir  er- 

halten : 

47)  lim  Ar  — Ä lim 

Der  Wert  von  Pr  lässt  sich  nicht  unmittelbar  angeben,  da  es  in  der 
Form  00 . 0 erscheint  Es  ist  aber,  wenn  ich  natürliche  Logarithmen 
mehme, 

/7t*  7t‘  , n*\ 

l0gPr=l0gZr-  (4-+ 4-+  - +47,; 

-uaD+©’+-+©’i 


— etc. 

Setze  ich  nun 


*1 2 


wobei  a eine  posit  ganze  Zahl  und  a ein  positiver  echter  Bmch 
ist,  so  ist  nach  24): 

H *S=  («+2+0),  ...  2r  ■=  " (a  + r— 1-H) 

folglich,  wenn  ich  zur  Abkürzung 


setze; 


(a  + r — 1 + n)' 
11/3  1 


U, 


Ul  1 K 

48)  log/^,  — log2r—  2 22*  3 2^~  4 2* 

Jetzt  ist 


(a'^P+  •••  + 


1 


(a  + r-l)" 


also: 
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2 * "^24’ 


ebenso : 


folglich : 


<1  + 2*+^*+  •••  < 0 +|i+|*+ •••  ) 

U*  , /»*V 

I ; 

^5  < 1+  26+  36+  •••  < (^  + 2*"^  3*"^  ■■■) 

2»  ^ uv 


Io  dieser  Art  fortgehend  findet  man: 


1 4-  1 1 +«4_  ^ 1 4.  1 /'»‘N  V 1 /«’ V4.  \ 

2 2*'1'4  2«'^  6 26+  • -^2  ^24"^2b4j  + 3 V24^  + - V 


also  da  ^ ein  echter  Bruch  ist,  gleich  einer  endlichen  Zahl,  die 


kleiner  als  ^ 


H4:)‘ 


ist  nnd  sowol  von  a wie  von  r ahhängt. 


ich  bezeichne  sie  mit  Dr  nnd  in  der  Grenze  fdr  r — oc  mit  D. 
Ebenso  wird 

ICT,  lüj  lü, 

3 2»  "r  5 2»"'  7 2’  ' 

d.  i.  ebenfalls  gleich  einer  endlichen  Zahl  < Dr  sein,  die  fttr  r=oo 
in  E übergehen  mag.  Jetzt  bleibt  noch  -,  dies  bringe  ich  anf  die  Form . 

^ ^ 0 + ^+  ä + •••  + 

“ H (i " 0+^)  + (^+1 " M-"i+ «)  + - 

G +r  — 1 ~ a+r— 1 +a)  } 

Der  Wert  der  letzten  Klammer  ist  kleiner  als 

“ (ö*“^  (o+l)*+  + (o+r  — 1)*} 
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d.  i.  wieder  eine  endliche  Zahl  < o -g  ; sie  sei  Fr  and  in  der  Grenze 
aF,  daher  wird: 


+ ^+l+--+  a + r-l) 


Endlich  ist: 

log»r  - log^  4-log  j)+log(o+r-D 

folglich  wird,  wenn  ich  anf  beiden  Seiten  von  48)  ^logtr  abziehe: 

+ 0+^-1)+ 

+ Ifr-Dr-Er  - |(l  -^+ -log(a+r-l)) 

Jetzt  ist: 

lim^l  + 1 + 3 + . . . + — i“l08(«+»‘— 1))  ““  Const  = 0,67... 

gehen  wir  also  znr  Grenze  Ober,  so  wird: 
lim  log(^)  - ^logjV  ^1  + 1+  ... 

_|_“f_I>_£_?0,577  ... 


d.  b.  gleich  einer  von  a und  a oder  Ton  s abhängigen  Constanten. 

p 

Dasselbe  ist  also  mit  der  Grenze  von  selbst  der  Fall , nnd  be- 
zeichne ich  deren  Wert,  am  an  ihre  Abhängigkeit  von  * za  erinnern, 
mit  Cg,  so  folgt  aas  47),  wenn  ich  diese  Gleichong  dnrch  V*t 
dividire: 


lim 


8* 


Cg 


In  dieser  Gleichang  hängt  A sowol  wie  • von  deijenigen  Grappe 
ab,  die  den  Ansgangspunkt  bildet.  Bezeichne  ich  die  rechte  Seite 
mit  K,  so  habe  ich: 
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d.  h.  wenn  * gelbst  schon  gross  genug  ist,  so  gilt  für  genügend 
grosse  r die  Gleichnng: 

50)  Tr^K.VMr 

die  sich  auch,  wenn  II  eine  andere  Constante  ist,  mit  demselben 
Rechte  (d.  h.  mit  etwa  derselben  Ann&hemng)  wegen  22): 

51) 


schreiben  lässt  In  beiden  Formeln  können  wir  B statt  A setzen: 
denn,  nehmen  wir  die  61.  37),  so  bleibt  Alles  nngeändert,,  nehmen 
wir  aber  die  61.  36),  so  hebt  sich  im  Prodncte  der  611.  46)  alles 


neu  Hinznkommende  bis  anf  den  Factor 


anf  der  rechten  Seite 


fort,  wodurch  nor  die  Constanten  K und  R eine  Aendemng  er- 
fahren. Wir  können  also  auch  die  Gleichungen: 


52) 


B,  ■=■  V*r 
^R^  kr* 


anfstellen.  Prüfen  wir  die  Genanigkeit  dieser  Gleichnngen  für  mässig 
grosse  Werte  von  n,  so  |ist  nach  Taf.  II’)  und  den  in  25)  zu- 
sammengestellten Zahlen: 


Gruppe 

B 

l 

logÄ : V* 
log  10 

logÄ:  yl 
log  10 

(13;  25) 

1,943 

13,57 

18,80 

9,7222 

9,%9§ 

(26;  44) 

2,264 

18,61 

34,84 

9,7212 

9,9694 

(45;  67) 

2,545 

23,44 

55,81 

9,7208 

9,9690 

Hier  stimmen  also  die  in  den  letzten  beiden  Rnbriken  nnter 
einander  stehenden  Zahlen  schon  gut  überein.  Ich  bemerke  noch,  dass 
durch  Substitution  des  Grenzwertes  von  Ä ans  51)  in  43)  die  Glei- 
chnng 


1)  Vielleicht  wSre  es  richtiger,  den  ffert  von  B vermöge  der  xnr  Be- 
•timmnng  der  Zahlen  2S)  angewandten  Interpolationeformel  an  berechnen,  doch 
würden  die  Beinltate  eich  kaum  wesentlich  verindem, 
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= 0 

crhaltcu  wird,  die  mit  45)  in  Einklang  steht. 

Addire  ich  die  Gleichungen  42)  und  43),  so  entsteht  nach  Sub- 
stitution von  öl): 

(^).  + 8)o>  ” aT!  i gross. 

Diese  Gleichung  wird  fhr  uns  von  besonderer  Bodeutnug  worden 
Bezeichne  ich  ihre  linke  Seite  mit  G,  so  wird: 

2jy 

54)  G ^ -jj  oder  CD  ■=  const 

Prüfen  wir  wieder  die  Genauigkeit  dieser  Formel  für  die  berehnüten 
Zahlen!  Es  ist  Groppe  (13,25): 

(f). 

daher: 

“ - + CÄ)  - 

ebenso  für  Gr.  (26;  44):  G — 0,7711 
„ „ (45;  67)  „ „ 0,841 

Dadurch  ergiebt  sich  für  diese  drei  Gruppen: 

55) 

Diese  Uebereinstimmnng  ist  merklich  geringer  als  die  frühere.  Dies 
ist  dadurch  zn  erklären , dass  in  53)  sich  das  Glied  niedrigster  Ord- 
nung fortgehoben  hat,  und  dass  somit  die  Glieder  höherer  Ord- 
nung, zunächst  von  der  Ordnung  an  Bedeutung  gewinnen.  Diese 

Glieder  lehrt  aber  erst  die  dritte  Annäherung  kennen.  — Selbst- 
verständlich werden  die  Gl.  53)  und  54)  desto  genauer  erfüllt,  je 
grösser  n oder  1 sind. 
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§ 6. 

Dritte  Annähernng. 

Da  der  Zweck  der  dritten  Annäbernng  von  untergeordneter  Bo- 
dentnng,  n&mlich  eigentlich  nur  die  Bildung  eines  Correctionagliedeis 
ist,  80  wollen  wir  uns  bei  ihrer  Darstellung,  zumal  die  Methodle 
genOgend  erörtert  wurde,  kurz  fassen. 

Die  61.  18)  erh&lt  nunmehr  die  Form : 

Setzen  wir 


Iß  = Ae>cos(:j^) 

« - (1+ A,)f 

d*ß 

80  ist  der  Ausdruck  29)  fttr  ^ zu  bilden.  Wird  derselbe  in  56) 

lubstitnirt,  so  lassen  sich  sechs  Gleichungen  aufstellen,  vermöge  derer 
die  Glieder  mit  identisch  verschwinden  sollen.  Der  Umstand^ 
dass  die  Glieder  mit  vernachlässigt  werden,  erfordert  es,  nur 

Gheder  bis  zur  Ordnung  eiuscbliesslich  beizubehalten  (bei  der 

2ten  Annäherung  his  einschliesslich).  Dadurch  werden  drei  Glei- 
chungen bedeutungslos  und  in' Folge  dessen  unbestimmbar, 

«ährend  fttr  die  andern  sich  sichere  Werte  ergehen;  nehmen  wir  die 
ersteren  als  Null  an,  so  sind  die  Kosuitate: 

!_(.  3 \ , 5*  , e* 

32i)^ 

L i* 

" “ 41  81* 

\ d?  V 32iy  21  ^ 81* 

59)  I 

\ dv  ^ 

( Ä “ 41“  41*  - 


D^itized  by  Google 


330 


Saahchütz;  Vthtr  dU  Eatwidulung  von  <— 1:(1— •) 


Jeder  dieser  Aasdrücke  geht  jetzt  am  eine  halbe  Ordnung  weiter, 
u—  für  5 (nahezu)  gleich  ^VA — bis  r bis  ^etc.  Wiedemm 

ist  )>  — i za  setzen,  weil  in  u Glieder  von  der  Ordnung  ^ fehlen, 

(vgl.  oben  vor  Gl.  35)).  Die  Grössen  p and  q sind  ähnlich  za  be- 
stimmen wi^  früher  and  erhalten  ebenfalls  ein  Glied  binzn: 

**  w,  I 4 ” 

p — 2 64VA 

n ^ «* — 4 K 

q _ -VI  jg  64Vi 

woraus  für  » der  wenig  geänderte  Wert 
61)  * — P + 9 “ »VA— 

folgt,  während  p—q  angeändert  bleibt. 


ft 

Ferner  wird  jetzt  für  u — ±g  VA: 

"VA 

(dß\  Ae*  dttl 

\ä5  VÄ 

1 

Hier  geht  ^ bis  ^ herab,  entwickeln  wir  e*  ebensoweit,  setzen  also 


d.  i.  nach  60)  bis  ^ in  der  Klammer  einschliesslich: 


3w*  — 4^ 

128A  J 


n . 3w*  — 4"^ 
8VA+  128A  J' 
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Jetzt  darf  nicht  mehr  A mit  B identificirt  werden,  sondern  muss 
nach  36): 

62) 

gesetzt  werden,  so  dass 


63) 


( ö).  “ Ä 0 +8^+ iSr) 

I Tl 

' V.de_/«  ViV  8Vi"^128iJ 


sich  ergeben  *).  Hieraus  folgt: 

-75  _ 


«-CD.+Cll-^xO+il^) 


and  schliesslich  (für  genOgend  grosse  r nach  52)): 

Ö.iJ 

r- 
64) 


128i  J 


iB 

TT  •“  const 


Ziehen  wir  non  von  den  Zahlen  55)  die  briggischen  Logarithmen  des 
Nenners  n&mlich  bzhw. 

0,0053  0,0029  0,0018 

ab,  so  bleiben: 

0,2708  0,2698  0,2701 

deren  Uebereinstimmung  viel  besser  ist. 


§ 7. 

Die  Grössen  b und  die  Convergenz  ihrer  Reihe. 

Nachdem  uns  die  Anflösung  der  01.  18)  in  1 ter  und  2ter  An- 
D&hemng  die  hanptsächlicben  Eigenschaften  der  Grössen  ß entbflllt, 
and  die  3te  Annäherung  einen  anfälligen  Mangel  an  Uebereinstim- 
mnng  zwischen  Theorie  and  Zahlenrechnnng  grossenteils  beseitigt 


I)  Bildet  man  ans  den  Formeln  63)  Qleichangen,  die  den  46)  analog 
lind,  10  lat  der  ünteracbied  nur,  dass  noch  andere  conrergente  Beihen  von 
der  Art  der  oben  ...  genannten  and  awar  teils  mit  negativem,  teils 

mit  positivem  Voizeicben  binankommen,  sodass  man  scbliesslicb  ebenfalls  an 
einer  Gleiebnng  gelangt  (sei  es  in  x oder  in  1 mit  BUcksicbt  aof  61),  die 
genau  die  Form  der  Ql.  5S)  besitzt. 
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hat,  kSnnen  wir  nun  dio  bei  der  Untersuchnng  der  Grössen  ß ge- 
wonnenen Resultate  fflr  die  Grössen  b selbst  nutzbar  machen.  Wir 
können  letztere  zunächst  in  folgender  Art  charaktorisiren , wobei 
ich  daran  erinnere,  dass  (Gl.  8)): 

bn  =■  - ßn  ist. 
n 

Die  Grössen  b zerfallen  (vgl.  Taf.  I)  in  Gruppen  von  abwechselnd 
positiven  und  negativen  Gliedern.  Die  Anzahl  der  Grnppenglieder  wächst 

JI* 

von  Gruppe  zu  Gruppe  in  arithmetischer  Reihe')  mit  der  Differenz  ^ 

(Gl.  24) ).  In  jeder  einzelnen  Gruppe  nehmen  die  Glieder  von  nahe 
an  Null  bis  zu  einem  Maximalwerte  zu  und  von  da  an  wieder  ab. 
Die  Maximalwerte  verringern  sich  von  Gruppe  zu  Gruppe,  und  zwar 
schneller  als  umgekehrt  proportional  der  Anzahl  ihrer  Glieder ; denn 
fl  ist  nahezu  prop.  *r*,  also  Br : n nahezu  prop.  a-1. 

Die  wichtigste  Frage  ist  nun  dio  nach  der  Convergenz  der  Reihe 
in  1): 

65)  (S  » Öq  -j-  öj  X -j-  b^  X*  -|-  b^  X*  -|“  , . . 

Ich  nehme  zuerst  x •=  1 an  und  erhalte  dadurch: 

S,  = + + ••• 

Seien  jetzt  r und  a die  Anfangsgliedzahlcn  zweier  aufeinander  folgen- 
den Gruppen,  so  ist  nach  13)  für  u=  r— 1: 

*0  ”1“  4"  •••  ■f“*'"-' — ßr—^  “ 0 

Nun  ist  aber  ßr—ßr-i  nach  qnsercr  Auffassung  soviel  als  für 

das  Ende  der  mit  b,—i  schliossenden  oder  den  .\iifang  der  mit 
beginnenden  Gruppe;  die  letztere  fasse  ich  aber  in’s  Ange  und 
schreibe  daher  die  obere  Gleichung: 

*o  + *i  + *i+  •••  ® 

Ebenso  erhalte  ich  für  den  Schluss  der  mit  br  beginnenden  Gruppe: 

*o  + *i  + *j  + •••  + 


))  Uiebei,  wie  im  Folgendru,  wird  n geiiflgend  gros»  roritusgeMUt. 
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Die  Sabtraction  der  ersten  Gleichung  von  der  letzten  giebt: 


66)  Är  + ir+i:-}-  ...  +i,-i  - 

Nun  ist  aber  das  Zeichen  von  demjenigen  von 


entgegengesetzt,  also  ist,  wenn  ich  die  absoluten  Werte  einfuhre 
(and  durch  Ueberstreichung  bezeichne)  und  für  jede  negative  Gruppe 
(r,  *— 1)  die  Gleichung  66)  noch  mit  —1  multiplicire: 


67)  Jr-j-ir+l-j-  ... 


CD.+CI). 


Die  rechte  Seite  ist  früher  (nach  Gl.  53) ) mit  G bezeichnet  worden. 
Behalte  ich  diese  Bezeichnung  in  der  Bedeutung  Grnppensnmme 
bei,  so  ist  nach  54): 

GH  = const. 

oder  (immer  genügend  grosses  n vorausgesetzt): 

GVz  — const  = C 


Betrachten  wir  also  die  Grnppensummen  als  Glieder 
einer  neuen  Reihe,  so  convergirt  diese,  da  die  wirk- 
lichen Grnppensummen  abwechselnde  Vorzeichen  haben, 
wie 

C ^ _L  ^ ^ 

va  “ yr+d  y^fM~  Va-f-'S/  ^ ” 

Die  Reibe  S 65)  convergirt  also  für  x =>  1 nnd  umso 
schneller,  wenn  x < 1 ist. 

Nachdem  wir  die  Convergenz  der  Reihe  <Sj  erkaunt  haben,  ist 
es  auch  leicht  ihre  wirkliche  Summe  zu  erfahren.  Dazu  dient  uns 
die  hier  schon  einmal  benutzte  Gl.  13).  Das  so  zu  nennende  Rest- 
glied — ßn  ändert  sich  von  nahe  an  0 bis  zu  einem  Maximal- 
wert am  Anfang  oder  Endo  der  Gruppe.  Aber  auch  in  letzterem 
Falle  ist  wie  45)  anssagt: 

lim(/S»+i  — (Sh)  ” lim  =■  0 

folglich  ist: 
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...  -{-iM)N=(X>  “0 

d.  L 

70)  ^ — 0 

Setzen  wir  aber  in  1)  « <—  1,  so  erhalten  wir  die  in  der  Tat  richtige 
Gleichnng: 


d.  L 

«-*  — 0 

Dass  die  Reihe  S auch  fttr  negative  Werte  von  x bis  x = — 1 ein- 
schl.,  nnd  zwar  noch  schneller  convergirt,  ist  last  selbstverst&ndlicb; 
ich  begnüge  mich  daher,  nnr  als  Resultat  anzngebeu,  dass  sie  im 
letzteren  Falle,  wie  die  Reihe: 

g_.  _g__  . 

**»  ^ - 

convergirt 

Bemerkung.  Betrachten  wir  die  Grössen  ß nnd  b als  Coor- 
dinaten  von  Cnrven,  deren  Abscisse  n ist,  so  liegen  (im  weiteres 
Verlaufe)  die  Maxima  und  Minima  bei  der  ersteren  auf  einer  Cnrve, 
die  sich  iangsamer  öffnet  als  die  Parabel,  bei  der  letzteren  asf 
einer  zwei&sügen  Cnrve,  die  der  Abscissenaxe  die  convexen  Seiten 
znkehrt  nnd  sich  ihr  (von  oben  bzhw.  von  nuten  her)  asjmptotisdi 
n&hert,  aber  langsamer  als  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  die  Coor- 
dinatenaxen  sind. 

s a 

Anwendungen. 

I.  Setze  ich  in  1)  x — 1 — y,  so  erhalte  ich: 

71)  e + 

Diese  Reihe  ist  gültig  für  y von  2 hemnter  bis  zur  0 einschliess* 
lieh , doch  darf  eine  Umordnnng  nach  Anflösnug  der  Klammem  nicht 
itattfinden. 

n.  Bestimmung  des  Integrals: 

J y 

I 

Durch  partielle  Integration  ergiebt  sich: 
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CD 

00 

e~*dy 

~v* 

Ly*Ji 

■ 2 

'i 

! yS 

00 

00 

e-»dy  f 

Q i 

r«-My 

y*  “ [ 

vJi 

^ y« 

00 

• 

00 

•e-Wy  _ 
V*  ~ 

vJi  “ 

* J 

f’e—tdy 
f yk+l 

ilw,  indem  ich  diese  Gleichnngen  der  Reihe  nach  mit  1,  — 1,  1.2 
—1.2.3,  ...  (— 1)*-*.1.2.3  ...  (Jfc— 1)  multiplicire  nnd  addire; 


0=  ^(1-1  + 1.2— 1.2.3+...+(-l)*-M.2.3...  (i— D) 


+(-!)*. 1.2. 3. 


73) 


Für  das  Integral  rechter  Hand  setze  ich: 

1 1 1 

y — ■ q 1 ' 1 — » 

1 — X y 


so  wird: 



yt  > y*+l 

and  daher  das  Integral: 

OD  1 


" (1  — 


74) 


Ds—  «-‘  = (‘-*>(1  — a)*-idic 


Jetzt  ist: 


0 0 


1 1.2.3...n 

* (i+1)...  (i+n) 
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^ 

Snbstitoire  ich  also  fttr  < 1 — z die  Reihe  1),  multiplicire  sie  mit 

(1— i)*-*  und  integrire  von  0 his  1,  so  erhalte  ich; 


76)  iüi 


{ 

1 


, I 

*»•  (*+!)(*  + 2)  "T  ••• 

1.2  ...(n  — 1)  \ 

(fc+1)  * 


77)  ^“j/*  (1  — + 

Jetzt  nehme  ich  an,  dass  *»  das  Anfangsglied  einer  Gruppe 
und  zwar  will  ich  sagen,  einer  positiven  Gruppe  sei;  die  An- 
fangsgliedcr  der  folgenden  Gruppen  seien  6r,  i»,  it,  oder  um  nur 
mit  positiven  Grössen  zn  tun  zu  haben:  — cr,  +*•)  — wobei 

also  ba  = — Ca  gesetzt  ist.  Dann  ist: 


oder  wenn  ich  die  Summe  einer  mit  ba  beginnenden  Gruppe  ihrem 
wirklichen  Werte  nach  (d.  h.  mit  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen) 
durch  Ga  bezeichne: 

AhZ*+  ...  +Ar-iz’’”^ 


Crx'-^  .. 

. ^z*  .Gr 

Ajx*-}-  . 

. . 1 zt—t  ^ z* . Gl 

etc. 

also: 

78)  6H®"+A«fiz"+*+ ...  in  infin.  ^ G»z"  — Grz*  + G»**  + ••• 

wobei  das  Gleichheits-Zeichen  nur  für  z — 1 gilt.  Nun  bilden  G„, 
Ör,  O,,  ...  eine  abnehmende  Reihe  folglich  ist 

G„X" — GrZ*  i ...  G»Z"  — OrX“  0 < <1 

aber  es  ist  auch 

Ah+A«+i+  in  infin. 
eine  positive  Grösse,  denn  nach  13): 
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•••  ß»—i  — ßn  ■“  (*• — — »6«  = neg. 

also  wegen  70): 

i«+*«+l+  ...  — — (*fl+  ...  +in-0  •=•  P08. 

Daher  ist  fttr  x ^ 1 die  rechte  Seite  von  78)  positiv  und  < ö»z" 
also: 


79)  i»i“  + ftn+i*"+^+  ...  < Gnx"  nnd  positiv 


Maltiplicire  ich  diese  Beziehung  beiderseits  mit  der  positiven  Grösse 
(l-z)*-i  und  summire  von  0 bis  1,  so  kommt: 


a A 

^ . ..) (1 — *)*~i<ic  ^ Gn ^ ix — x)*~*<te 


also  wird,  wenn  ich  unter  ^ einen  positiven  echten  Bruch  verstehe : 


80) 


- %.Gn 


1.2 


k (i  + l) 


. n 

(H^) 


Ich  nahm  in  als  Anfaugsglied  einer  positiven  Gruppe  an,  aber 
dnrchaus  äbniiche  Betracbtnugen  gelten  auch,  wenn  es  das  Anfangs- 
glied einer  negativen  Gruppe  ist,  d.  h.  wir  gelangen  wieder  zur 
Formel  80),  worin  dann  G«  den  wirklichen  Wert  der  Gmppensumme 
nnd  t9-  einen  positiven  echten  Broch  bedeutet.  Durch  Combination 
der  Gl.  73)  76)  80)  wird  nun  : 


81)  U-\  |l-l-|-1.2T...+(— 1)*-‘.  1.2...(i-l)-f(-l)*.1.2...(i-l). 


1.2 


•(t-fl)(i-f2) 
1.2...(l-l).n!  1 

+<-l^-(H-l)...(fc+„)-^-S 


1.2...(n— 1) 

(H-i)...(H-> 


»-!)/ 


Mittelst  der  am  Schlüsse  der  Tafeln  angegebenen  Werte  der  Grup- 
pensnmme  Ga  ist  cs  also  möglich  den  Maximalfehler  zu  ermessen, 
den  man  bei  Fortlassung  des  letzten  Gliedes  begeht. 


Die  Formel  81)  lässt  noch  eine  Willkttr  ttbrig,  nämlich  die  Wahl 
der  Zahl  k , und  wir  können  diese  nun  so  wählen , dass  erwähnter 

ink.  d.  lUth.  n.  PI171.  S.  Seih»,  T.  VI.  S3 
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Fehler  so  klein  wie  möglich  wird.  Dabei  nehme  ich  an , es  sM  • 
(als  Anfangsindex  einer  Gruppe),  also  die  Anzahl  der  zn  berechnen- 
den Glieder  schon  vorweg  bestimmt  worden.  Dann  ist  dem  Rest- 
oder Fehlergliede  — es  sei  r*.(— 1)* 


Vt  - 


1.2...  «;-l)n! 

(l:-f  1)...  (*  + »)  ’ 


n!&n  fest  gegeben,  das  Andere  hängt  aber  von  i ab.  Dieser  Teil 
nimmt  mit  wachsendem  k anfänglich  ab,  dann  wieder  zn;  er  wird 
also  sein  Minimum  erreichen,  wenn  so  nahe  wie  möglich  l't  = 
ist.  Nun  ist 

i.  1.2...(1— l)t.n! 

also 

Vk+i  + 

Vi 

Dies  ist  = 1,  wenn 

i(fc+l)  - n + i + 1 

82)  l-=-Vn-fi  ist. 


Ist  k grösser  als  Vn-{-l,  so  ist  i grösser  als  I t.  Wirmässen 
also  k=  yn^-l  oder,  falls  dies  irrational  ist,  gleich  der  nächst 
grösseren  ganzen  Zahl  wählen.  Da  bei  solcher  Bestimmung  immer 
n grösser  als  k ist,  so  heben  sich  in  81)  in  den  Coefficienten  der 
b von  bk  an  Factoren  vom  21ähler  gegen  Nenner  fort  nnd  wir  kön- 
nen schreiben: 


83)  17=^  |l— l-fl.2— 1.2.3±...-f(— l)*-i.(i-l)! 

+(-  1)*  (fc-1) ! + 

{(1+1)...  (2it) + - +.^iy..(H-»-l)l  ) + 

,,,  / ...i  (* -l)!i!  /(?N  Summe  der  Gmppe,  deren\ 

^ («+D  ...  V erster  Index  •>  ist  ) 


*(>)  Vw+l 

Hierin  hebt  sich  noch  dM  Glied  mit  &o  gegen  das  vorangehende  fort 

■V 
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Beispiele,  n — 4,  i = 3,  6«  — +1,16,  also: 


Mazimalfehler  = — 


35 


1,16 


0,066 

e 


» = 13,  k V14  = 4,  Gn  = — 0,907,  also: 

3 0,907  0,0023 


Haximalfehler  — — 


1190  e 


Die  Rechnnag  giobt  in  diesem  Falle  ffir  den  Wert  des  Factors  von 


1 


in  83)  ansser  dem  Restgliede: 


Es  ist  also 
84) 


1 — 1+2  — 6 + 6(1—  0,23389)  = 0,59666 
0,5967  — ^.0,0023 


U- 


><»<1 


Man  kann  bei  etwa  demselben  Fehler  sich  die  Berechnung 
einiger  Glieder  ersparen,  wenn  man  nämlich  bei  der  vorangehenden 
Groppenmitte  abbricht.  Die  Gl.  81)  oder  83)  gilt  mit  Aosschluss 
des  Restgliedes  für  jedes  n,  es  kommt  jetzt  also  darauf  an , dies 
Rest- Glied  zu  bestimmen.  Seien  zu  dem  Zweck  n,  p,  q die  Aufangs- 
iiidices  dreier  auf  einander  folgender  Gruppen,  ferner  in  der  vor- 
angehenden Gruppe  der  Iudex  r so  (mit  Hülfe  der  Taf.  II.)  gewählt, 
dass  ßr—ßr-i  den  möglich  kleinsten  Absolutwert  bat,  ebenso  i fUr 
die  Gruppe  (n,  g>— 1),  t für  die  Gruppe  (p,  5— 1),  u für  die  folgende 
Grnppe,  also: 


and: 

86) 


Gruppenmitten  bezeichnet  durch  r « ( u 
Gmppcnanfänge  „ „"PS 

Ißr  — ßr-l  •=•  dl 
ßs  — ß$-i  ” d, 

ßt — ßt-l  = d. 


*obei  also  djdjd,  sehr  kleine  positive  oder  negative  Grössen  sind, 
hm  folgt  bei  zweimaliger  Benutzung  von  13): 


ir+ir+l  + 


tbenso: 


+ d„-l  ” (ßr — ßr—l) — (|Jn — ßn-l) 

“ — (ßm — /dn-lj+d, 


i»  + 4»+l+  ...  +ÖJ-1  — (ß»  — ßn-l) — d, 

i«  + *«+l  + ...  +ip-l  “ — (^|,  — /Jj,_l)+di 

^+*(>-11+  •••  +*<-1  “ (ßr—ßp-i)  — ^» 
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Jetzt  nehmo  ich  der  Bequemlichkeit  wegen,  and  am  die  Vor- 
stcllnng  zu  fixireu,  vorläufig  an,  dass  mit  i«  eine  negative  Gruppe 
beginne,  dass  also  b,  ...  bn-\  positive  Grössen  seien.  Bezeichne 
ich  wieder  negative  4’s  durch  — c,  so  werden  die  obigen  Glei- 
chungen : 


4r-|-  . 

. 4„_i  = (ß„-l  — ßn)  -f-  dl  . 

..  a) 

. C«-l  = (ßn—l  — .. 

,.4) 

r»  + • 

1 

7 
1 

8 
T 

..  c) 

bf  . 

. . 4<— 1 — (ßp — ßp—l)  — dj  . 

..d) 

worin  (ßn-i  — ßn)  und  (ßp  — ßp-i)  positive  Grössen  sind.  Ich  will 
jetzt  den  Fehler  bestimmen,  der  beim  Abbruch  der  Rech- 
nung mit  br-i  begangen  wird.  Derselbe  ist  (vgl.  73)  und  76)): 


87) 


T = (1 — xy‘~^(brX' .)dx 


Es  ist  aber: 

brX''-\-  ...  < a:' (*r -f-  . . . 

.. . +c,_i) 

also: 

br*'-\-  ...  — (c»x“-4-  ...  -j-c«-ix*-') 

< x'(br-\-  . ..  4b-i)  — x*~*(c»-|-  ...  c.-i) 


(Den  Grenzfall  x = 1 lasse  ich  ansser  Betracht,  weil  das  entspre- 
chende Glied  in  der  Summation  wegen  des  Factors  (1—*)*-'  ver- 
schwindet). Indem  ich  nnn  die  Gl.  86)  benutzen  will,  lasse  ich  darin 
die  fttr  die  Beurteilung  des  Fehlers  nnerheblichcn  Grössen  J fort, 
und  erhalte,  nachdem  dies  geschehen: 


88)  brX''-{-  ...  -l-iM-ia:“"* — (cmX’*+  ...  -j-Ci-lx*-*) 

< (/Sh-1  — /Jm)(x''— x*-‘) 

Ferner  ist: 

c, . . . -f- e,_i  iP-*  > xP  (c,  + . . . cp-\) 

... < xP (4p -(-...  4<-i) 

folglich  nach  86)  c)  d): 

c,x*-j-  ...  -f-Cp-ixP“i  > rtißf  — ßp-\)  > 4rXf-f-  ...  -J-4<-ix'"* 


daher  ist  die  Differenz 
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f I ** -f-  . • . "j- <>— 1 * — (b^ xf-\-  ...  -(- bt—i 

eioe  positive  GrOsse,  ebenso  auch 

btx*-\-  ...  bq-\wi~^  — (cj3rt-f"  •••  Cn-l*““*) 

and  zwar  kleiner  als  die  frühere,  wie  man  erkennen  kann,  wenn 
man  den  86)  ähnliche  Gleichungen  bildet  and  daran  denkt,  dass  der 
Absolntwert  von  — ßn-i  mit  wachsendem  n abnimmt  und  des- 
gleichen auch  z”.  Bezeichne  ich  jetzt  die  Reihe  unter  dem  Integral- 
zeichen in  87)  mit  R,  so  ist: 


Ä = \brX^-\-  ...  -j-i«_iz"->  — (c«z"-^  ...  -j-e^iz^»)j 
— ...-\rer-ixf-^)  — (bpxr-^  ...  -j-i/_iz<-i)l 

...  bq—\3fl~^)  -(c,Z«-}-  ...  -|-C«_1Z*~1)| 

T etc. 


also  eine  abnehmende  Reihe  von  abwechselnd  positiven  und  nega- 
tiven Gliedern,  also  kleiner  als  das  erste  und  daher  nach  88)  sicher: 


89) 


daher  (unter  der  Voraussetzung:  r > )t)  nach  75): 


T 


»<^--Wi((?+Tyr 


..k 


1.2...*  \ 
....(e+*-l); 


worin  » einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Ist  nun  das  An- 
fangsglied einer  positiven  Gruppe,  so  kommt  man  durch  ganz  ent- 
sprechende Betrachtungen  ebenfalls  zur  obigen  Gleichung,  nur  ist 
dann  ß»—\  — ßtt  eine  negative  Grdsse.  Somit  haben  wir,  ähnlich 
wie  83): 

90)  ü-  ^1-1-|-1.2  — 1.2.3±...-f(-l)‘.1.2.3...(*-l) 

-f  (— 1) ! • (i-|-i)(i-(-2)+  - 

1.2...(*-1)  ( äs 

• (tf  1) ...  (2*— 1)  Ui-t-1) ...  (2*) 

+ (i-f-2).*t2H-l)  r(H-l)  ...(H-*-l))  )+ 

1V  = (-1)*(*-1)!*I 

X -ft.) 
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Wir  hatten  nnn  die  Reibe  1)  bis  ijs  benutzt,  es  war  also  n=13; 
in  der  vorangehenden  Gruppe  ist  « — 8 , also  die  Rechnung  mit  k, 
abznbrecben,  in  der  folgenden  Gruppe  «=  19,  dann: 

ft» -ft» -0,496 

endlich,  wie  frflher,  k — i-,  daher: 

1.2.  3.1.2.3.4^g  jQ  .12“  19.20  . 21 
— ».0,0019 

und  daher: 

0,5938+.  .0,0019  ^ ^ , 

Wir  haben  jetzt  also  bei  etwa  demselben  Maximalfebler  die  Be- 
rechnung von  5 Gliedern  erspart.  Halten  wir  aber  dies  Resultat 
mit  dem  frflheren  84) 

„_q,6967-...0,0093  „ ^ ^ ^ 

zusammen,  so  können  wir  die  Grenzen  enger  machen-,  e.  U kann 
nur  zwischen  0,5944  nnd  0,5957  liegen,  so  dass  wir 

91)  ü - 0.0007 

schreiben  können. 


Anmerkung.  Ist  das  allgemeinere  Integral 


e-^dy 


V 


zu  bestimmen,  so  convergirt  die  Reihe  noch  schneller,  es  sind  danu 
aber  Integrale  von  der  Form: 


zu  ermitteln,  die  man  nacheinander,  wie  man  sie  braucht,  mitteilt 
der  Formeln: 
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92) 


* 

P «fc  - ^ (1-  (1-*)») 

0 

X 

*"(1  — d®  = — ®**(1 — ®)* 

0 

X 

j»-l  (1 — xf-^dsc 


berechnen  kann. 

III.  Bestimmung  dos  Integrals: 


93) 


OO 


Im  Voraus  bemerke  ich,  dass  nach  derselben  Methode  sich  auch  das 
allgemeinere  Integral 


P tn^  dy 


behandeln  lässt,  wobei  n eine  positive  Zahl  bedentet. 
Schreibe  ich: 

00 

i~v*  .4y*dy 


Pe-»'. 

4y» 


so  wird  durch  partielle  Interation: 


17  — 


•s-V|«  3 P 

4»»Ji  ij 
1 


In  letzterem  Integral  mnltiplicire  ich  Zähler  und  Nenner  wieder  mit 
iy*  und  integrire  partiell.  In  dieser  Art  fortgehend  gelange  ich  zu 
folgender  Reihe  von  Gleichungen: 


M) 


3 Pl-^dy 

\J  y* 


00 

tr-f'dy 


1 _ 7 f^e-»'dy 
4«  4^^/  y* 
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I 1 n /*«-»•  dy 

j ./  y*  4«  4 ,/  yl* 

< 

I C *"**  ^ 4*— 1 

' V y«‘-i)  “4«  ^ ^ 

Maltiplicire  ich  diese  GleichoDgen  der  Reihe  nach  mit  1,  — J,  — , 

/ 1.1-1  3.7...(4i— 6) 

• 4.4  ...  4 ~ addire,  so  erhalte  ich: 

[ ''-K‘-r+lrT--H->)*4r-  {^)) 


y" 


Zur  Berechnung  von  Uk  setze  ich: 


so  wird  es: 


1 /**  _ ^ 4fc— 1 

^'“ij  « 1— *(1— *)  4 ^*e 

0 

j " +*,*+*,**+  ...)d* 


Mittelst  der  Formeln; 


1 

(1— = -; 


I 

P(p-i-l)  ■■■  (p+  n) 
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die  fQr  jedes  beliebige  positive  p gelten,  wird  nnnmehr: 
3 7 


1^.4.  4.8 

V 4A+3  (4H-3)(4H-7)  * 

(«+3)  • . . («+4i^)  *■- ')  + "'} 


4.8.12. ..4(n— 


99) 


3 7 


. {b»  »“+  Jm+i  +...)<£« 


leb  nehme  nnn  an,  dass  die  Berechnung  mit  dem  letzten 
Gliede  einer  Gruppe  abgebrochen  werde,  dass  also  in  das 
Anfangsglied  einer  neuen  Gruppe  sei;  dann  ist  nach  79)  fhr  eine 
positive  Gruppe 

•••  < OnX* 

also,  wenn  ich  mit  der  positiven  Grosse  (1— ac)i^i  moltiplidre  und 
integrire: 


1 1 

(1— x)!*-*  (4» x“+6M+iac"+*4’ ••■)■<  «"(1— x)»- 


' dx  oder 


1 

x*(l — x)^~*dx 


Ist  4n  Anfangsgliod  einer  negativen  Gruppe,  so  ist  ebenso: 


Ci.x"+C»+lx"+*+ ...  < <r»x" 


1 1 
y^(l — x)?-*(c«x"  + Cn+lx"+*+ . . .)<lx  < ö*  J x"(l — x)f-ldx 


also  beiderseits  mit  —1  multiplicirt: 
1 


““  0^,4  x*(l — ^Hx 


j' (1 — x)s— i(4»x“  + 4»+ii*+'-j- ...)dx  — AOm  P x"(1 — x)J^*«lx 


» .Gh  1.2  ...  n 
P (p+1)  •••  (y+n^ 
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ik—l 

daher  in  beiden  Fällen  nach  99)  und  wenn  ich  fär  p den  Wert  — ^ 
einsetze: 


100)  »F=(-l)*.|.j... 

oder: 

1K=(— 


5 4.8...  4n 

4 ■ (4i-|-3) ...  (4*-t-4n -1) 

3.7  ...  (4i:-6).1.2.3  ...  n 


.»On 


.»O, 


■ (4*+3)(4Jfc-(-7) ...  (4i  + 4f.— 1) 

o<;^  <1 


Die  erste  Form  von  TK.  schliesst  sich  direct  der  Berechnnng  der 
einzelnen  Glieder  an,  die  zweite  benntzen  wir,  nm  den  zweckmäs- 
sigsten  Wert  von  k zu  finden.  Der  von  k abhängige  Teil  in  TF  ist 
(ohne  Racksicht  aof  das  Zeichen): 


ebenso: 

folglich: 


u.t  ...  y-»«.  — u/ 

‘ ” 4*(4*4-3) ...  (4i+4n  — 1) 

3.7  ...  (4A-5)(4fc-l) 
»"Hl  " 4*+i(4i  + 7)  ...  (4i:4-4n+3) 

Fm-i  (4fc— 1)(4*+3) 

Ft  “ 4(4ifc+4n+3) 


Dies  mOsste  (vgl.  II.)  ■=>  1 sein,  nnd  wäre  es,  wenn 


(41:-  1)*  - 16  (n+1) 

oder 

101)  + 


sein  könnte.  Genau  kann  diese  Forderung  niemals  erfttllt  werden, 
nnd  es  ist  daher  fär  k die  nächst  grössere  ganze  Zahl  zu  nehmen. 

FOr  die  Berechnung  ist  also  k nach  101)  zu  wählen,  nachdem 
n von  vornherein  angenommen  ist,  dann  folgt  U ans  98)  nnd  der 
Maximalfehler  ans  100). 


Beispiel,  n 
Fehler  — ^ - 


- 13,  fc  ^ i 4- Vl4  — 3,99  also  * = 

3.7.11  . 4.8  ...  62  «^.(-0,907) 

4.4.4  19.23...  67  ' 4e 


4. 


^.0,00018 

U _ ^,67(^+g' _ 0,06163  —fr. 0,00018  0 < fr  < 1 


oder; 
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102)  ü-  0,06154  + 0,0009 

Aach  hier  kann,  wie  beim  frtkberen  Integral  mit  Vorteil  in  der 
Grnppenmitte  abgebrochen  nnd  der  Fehler  mit  HOlfe  der  Formel  89) 
bestimmt  werden,  doch  will  ich  darauf  nicht  weiter  eingehen. 

IV.  Das  Integral : 


103) 


1 

tf 

dt 


Ist  zuerst  im  besonderen 
r,  BO  setze  man: 

Dann  wird: 


p der  reciproke  Wert  einer  ganzen  Zahl 


z = y— ' 


U=r 

1 


r 


* a 

er-»  dy 

yr+I 


nnd  dies  Integral  wird  durch  die  61.  73)  auf  das  in  II.  behandelte 


e~»  dy 

y 


znrflckgef&hrt. 


Ist  p oder  r = 1,  so  geschieht  diese  Rednction  durch  die  erste 
der  GU.  72). 

Ist  p > 1,  so  kann  V durch  die  Substitution 


anf  das  Integral 


» 


1 

p— 1 


1 


znrflckgeffibrt  werden,  welches  nach  der  Methode  von  IIL  zn  be- 
handeln ist  (s.  III.  am  Anfang),  z.  B.  wenn:  p — \ ist,  so  wird: 
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und  dies  ist  dnrcb  die  erste  der  01.  94)  auf 


dg  zorflckgefflhrt. 


Ist  endlich  ^ 1,  so  lässt  es  sich  anf  den  Fall  eines  Exponenten 
grösser  als  1 znrückftthren.  Znnächst  gilt  nämlich  die  Gleichung: 

1 1 


tiHdx 


1_ 

»« 


h •“];+/ 


(«+D 


»t 


woraus: 


1 


1 

dt 


104) 


Ist  nun  in  dem  Integral 


'»r 


€l» 


p kleiner  als  1,  so  setze  ich: 


dann  wird: 


P P 

1—p  1—p 


also,  wenn  ich 
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tctze,  vermöge  104)  auf 


9 


du 


rarOckgefohrt.  Jetzt  ist  q grösser  als  p;  ist  es  noch  kleiner  als  1, 
M>  setze  ich  wiederum 

1_ 
i — 5 

U — V 


and  fahre  dadurch  das  Integral  zurück  auf: 


worin: 


1_ 


dv 


r •— 


9 

1 — 9 


In  dieser  Art  gelange  ich  nach  und  nach  zn  den  Exponenten 
p,  q,  r,  t ...  wobei 


also 


r > q,  t > r ... 


so  dass  schliesslich  ein  Exponent  grosser  als  1 erhalten  wird.  Z.  B. 


P “ 


3 

11’ 


« ““ 


3 

2 


Dann  aber  ist  dieser  Fall  auf  den  vorigen  (p  > 1)  zurOckgefOhrt. 
Königsberg,  im  August  1886. 


Einige  Diflerenzen. 


ß*  -ft  -+0,6667 
fts -ft.  = -0,4962 
+0,4107 
ßib  —^44  — “0,3603 
ßu-ß^-  +0,3237 


ft  - ft  -+0,0405 
fte  — ftg  — — 0,0316 
l*M-^s*  = +0,0223 
ß^  — ß»  = — 0,0146 
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Tafel  I. 

n « in 

0 +1  35  +0,064580 

1 —1  36  0,061724 

2 —0,5  37  0,057246 

3 —0,166667  38  0,051498 

4 +0,041667  39  0,044723 

5 0,158333  40  0,037170 

6 0,209722  41  0,029078 

7 0,216468  42  0,020679 

8 0,194469  43  0,012190 

9 0,155792  44  0,003810 

10  0,109198  45  —0,004283 

11  0,061182  46  —0,011930 

12  0,016069  47  —0,018998 

13  -0,023338  48  —0,025376 

14  -0,055449  49  -0  030976 

15  —0,079583  50  - 0,035732 

16  -0,095725  51  -0,039601 

17  —0,104338  52  —0,042560 

18  —0,106197  53  —0,044604 

19  —0,102271  54  —0,045745 

20  —0,093624  55  —0,046016 

21  —0,081342  56  -0,045453 

22  —0,066480  57  -0,044114 

23  -0,050019  58  - 0,042059 

24  -0,032846  59  -0,039362 

25  -0,015733  60  —0,036098 

26  +0,000669  61  —0,032350 

27  0,015831  62  - 0,028200 

28  0,029344  63  - 0,023735 

29  0,040914  64  —0,019038 

30  0,050349  65  -0,014193 

31  0,057551  66  —0,009281 

32  0,062504  67  - 0,004376 

33  0,065263  68  +0,000449 

34  0,065940 


Tafel  II. 

n n 

0 0 35  +2,264308 

1 -1  36  2,222075 

2 —1  37  2,118118 

3 -0,5  38  1,956915 

4 +0,166667  39  1,744214 

5 0,791667  40  1,486790 

6 1,258334  41  1,192196 

7 1,515279  42  0,868524 

8 1,555756  43  0,524173 

9 1,401764  44  0,167632 

10  1,091980  45  -0,192719 

11  0,672998  46  —0,548787 

12  0,192834  47  —0,892925 

13  —0,303399  4 8 —1,218065 

14  —0,776294  49  —1,517829 

15  —1,193740  50  -1,786617 

16  —1,531603  51  —2,019673 

17  -1,773741  52  —2,213128 

18  -1,911541  53  - 2,364023 

19  —1,943144  54  —2,470314 

20  —1,872476  55  —2,530860 

21  —1,708184  56  —2,545390 

22  —1,462550  57  —2,514467 

23  —1,150436  58  —2,439430 

24  — 0,78830;i  59  —2,322334 

25  -0,393324  60  —2,165876 

26  +0,017388  6I  —1,973320 

27  0,427431  62  —1,748414 

28  0,821643  63  -1,495308 

29  1,186511  64  —1,218467 

30  1,510465  65  —0,922588 

31  1,784070  66  —0,612516 

32  2,000124  67  -0,293163 

33  2,153674  68  +0,030566 

34  2,241961 


Orappensammen. 

*0  “ 1 

( 1 ; 3 ) = *1  +i» + *a  1,66667 

( 4;  12)  = *4+  ...  +A„  - +1,162900 
(13;  25)  = i„+  ...  +*,s  = —0,906945 
(26;  44)  — i,6+  ...  + *44  — +0,771063 
(45 ; 67)  = *46+  ...  +i*7  — —0,684080 


V 
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XVII. 

Bemerkung  zu  der  Formel  für  das  Differential 
einer  Function  mehrerer  Variabein. 

Von 

R.  Hoppe. 


Hat  man  die  Richtigkeit  der  Formel 

SA*,  y)  “ + |y9y  (1) 

unter  der  Einschränkung  bewiesen,  dass  die  2 Terme  zur  Rechten 
gleiches  Vorzeichen  haben,  so  folgt  daraus  leicht  ihre  allgemeine 
Geltung. 

Diesen  Weg  habe  ich  in  meinem  „Lehrb.  d.  Differentialr.“  zur 
BegrOndnug  jener  Formel  gewählt,  d.  h.  ich  habe  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  f(x,  y)  nebst  seinen  partiellen  Differeiitialquotienten 
1.  und  2.  Ordnung  in  Bezug  auf  x und  y einzeln  stetig  ist,  erst 
unter  der  genannten  Beschränkung  bewiesen,  dass  bei  gleichzeitigem 
Verschwinden  von  u und  v 


+ JZ  + I»)— /(a-,  y) 
lim— 

8x“+a/ 


1 


ist,  dann  das  beabsichtigte  Resultat  daraus  abgeleitet. 


(2) 


Hierdurch  ist  die  Frage  umgangen,  ob  61.  (2)  ohne  Einschrän- 
kung gilt,  ob  also  die  rechte  Seite  von  Gl.  (1)  ein  Aeqnivalent  der 
linken  fflr  beliebige  unendlich  kleine  Bx,  dy  darstellt.  Im  Folgenden 
wird  diese  Frage  verneinend  entschieden  und  im  Gegenteil  der  Satz 
bewiesen : 

„Ist  f(x,  y)  nebst  seinen  partiellen  Differentisdqnotienten  1.  und 
2.  Ordnung  stetig  in  Bezug  auf  x und  y einzeln,  und  man  setzt 

Bf  Bf  A£ 

M—  f{x+u,y-\-v)  -f{x,y)-,  = K = -^ 

SO  kann,  bei  beliebigem  u durch  Bestimmung  von  v,  lim  K (fttr  gleich- 
zeitiges Verschwinden  von  u und  v)  jeder  vorg^ebenen  Grösse  gleich, 
auch  K nach  Belieben  unendlich  gross  oder  unendlich  klein  gemacht 
werden.“ 

Beweis.  Nach  dem  taylor’schen  Satze,  angewandt  nach  einander 
auf  V und  t>,  lässt  sich  A/ in  der  Form  Af  — 
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-\-ev*  darstellen,  wo  Au-j-fcu  — N nnd  a,  b,  c Mittelwerte  der  Fanc- 

tionen  1 oteprechend  Mittelwerten  von  i, 

und  y auf  dem  Wege  des  Wacbsens  am  u and  r,  so  dass  a,  b,  e 
bei  VerschwiDden  von  u nnd  v in  endliche  (oder  Nnll-) Werte  og, 
bf,  Cg  stetig  abergehen. 


Dnrch  Bestimmung  von  v kann  man  N — u*ic  machen , wo  a 
nach  freier  Verfügung  unabhängig  von  u oder  Fnnction  davon  ist. 
Eliminirt  man  v und  dividirt  die  Ansdrficke  von  M and  N,  so  er- 
hält man: 


Ist  nun  u>  endlich,  icg  sein  Grenzwert  bei  verschwindendem  u, 
nnd  to  = icg+r,  so  wird 

lim^=l+^g(“o  ~^+^) 

woraus : 

OgA*  — Ki*— i<iWi  + Co**  . ) . 
i*(limAr— 1)  ■’  \ A*(limAr-l) 

wo  r eine  beliebige  mit  u verschwindende  Grösse,  der  andere  Teil 
der  Klammer  nnr  von  x und  y abhängig  ist.  Dieser  Wert  entspricht 
jedem  endlichen  und  unendlich  kleinen  K mit  der  Ausnahme 
limAT  >»1.  Um  iT  unendlich  gross  zu  erhalten,  braucht  man  nur 
tPg  — > 0,  also  V = rw’*  zu  setzen.  Den  Fall  limA’  = 1 erhält  man 
nach  Gl.  (3),  wenn  man  w nnendlich  gross,  dagegen  uu>  nicht  un- 
endlich gross  nimmt. 


Um  mit  der  Berechnung,  welche  zum  Beweise  des  aufgestellten 
Satzes  gedient  bat,  die  geometrische  Darstellung  zu  verbinden,  sei  P 
ein  Punkt  der  Fläche  z — f{x,y),  ferner  A'die  BerUhrnngsebene  der 
Fläche  in  diesem  Punkte,  und  F die  Ebene,  welche  parallel  der  xy  Ebene 
durch  F geht.  E uud  F schneiden  sich  in  der  Geraden  T.  Da 
T Tangente  der  Fläche  ist,  so  kann  man  auf  letzterer  eine  Curve 
S ziehen,  welche  7 in  P berührt.  Auf  S liege  der  Nachbarpnnkt 
y von  P,  dessen  Coordinaten  *-|-«,  y + t>,  /(a:  + u,y-|-p)  seien, 
wodurch  u,  v in  gegenseitiger  Abhängigkeit  definirt  sind.  Mau  Alle 
das  Lot  QR  auf  F,  welches  E in  L trifft.  Daun  ist  die  Strecke 


RQ  •=  A*  + w,  y-\-v)—f{r,  y)  — M 
3z  , dz 

" 8»  “ + eu"  " ^ 

Beide  Strecken  sind  zufolge  der  2 genannten  Bertthrnngen  nn- 
endlich klein  mindestens  2 Ordnung.  Den  Wert  ihres  Quotienten 
ergibt  die  obige  Rechnung. 
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xvni. 

Die  intermediäre  Bahn  des  Planeten  (17)  Thetis 
nach  Herrn  Gyld^n’s  Theorie. 

Von 

Victor  Well  mann. 


Die  vorliegenden  Blätter  behandeln  die  intermediäre  Bahn  des 
Planeten  (17)  Thetis  unter  dem  Einflnsse  der  Anziehung  der  Sonne 
und  des  Jupiter  und  bezwecken  eine  erste  Annäherung  der  von 
Thetis  beschriebenen  Bahn  darznstellen , während  eine  eingehendere 
Behandlung  des  Problems  — die  Bestimmung  der  absoluten  Bahn 
— einer  späteren  Untersuchung  Vorbehalten  bleibt.  — Zu  dieser 
Arbeit  veranlasst  wurde  ich  durch  Herrn  Gyldän,  welcher  die  Freund- 
lichkeit hatte,  mich  in  seine  Theorie  des  Drei-Körper-Problems  ein- 
znfQhren,  sowie  mich  bei  Herstellung  der  folgenden  Blätter  durch 
seinen  Bat  zu  unterstOUcn , wofür  ich  ihm  auch  an  dieser  Stelle 
meinen  herzlichsten  Dank  anszusprechen  mich  veranlasst  fühle. 

Die  Vorzüge  der  Gyld6n’schen  Theorie  •)  vor  der  Methode  der 
Variation  liegen  auf  der  Hand.  Zwar  reicht  die  letztere  hin,  inner- 
halb eines  beschränkten  Zeitraumes  die  Oerter  der  Planeten  mit  hin- 


I)  Ueber  dieielbe  •. 

H.  Gylden , UndersSkningar  af  Theorien  fOr  himlakropparnae  rörelier. 
Bitrag  tili  K.  Sveoaka  Vet-Akad.  Handlinger.  Bd.  V — VII. 

„ Die  intermediäre  Bahn  des  Mondes.  Acta  mathematica,  7:  S. 
„ Untersnehnngen  flher  die  Convergens  der  Reiben,  welche  xnr 
Darttellnng  der  Coordinaten  der  Planeten  angewendet  werden. 
Acta  mathematica.  9:  3. 

Axeh.  i.  Math.  n.  Phya.  3.  Balha,  T.  VI.  SS 
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reichender  Genanigkeit  darzastellen,  aber  die  AnsdrQcke,  welche  zur 
Angabe  der  Coordinaten  dienen,  enthalten  die  Zeit  cxplicit  nnd 
versagen  somit  ihren  Dienst,  wenn  t eine  gewisse  Grenze  über 
schreitet,  auch  ist  klar,  dass  Entwickelungen  dieser  Art,  welche  für 
grössere  Werte  von  t divergiren,  der  Natur  der  Sache  — unter  Vor 
aussetzung  der  StabilitAt  des  Planetensystems  — nicht  entsprechen 
können.  Diese  Uebclstände  worden  nun  durch  Herrn  Gylddn’s 
Theorie  vollständig  vermieden.  Die  Reihen,  welche  in  der  absoluten 
Bahn  die  Coordinaten  des  gestörten  Planeten  angebeu,  enthalten  die 
Zeit  nur  innerhalb  des  Winkclarguments  und  können  somit  für  keinen 
Wert  von  t auf  hören  convergirt  zu  sein. 

Es  mögen  hier  noch  einige  Worte  über  den  Unterschied  zwischen 
absoluter  und  intermediärer  Bahn  statthaben. 


Die  bei  der  intermediären  Bahn  anftretenden  Differentialglei- 
chungen enthalten  Glieder  von  der  Form 


rfi)* 


.2äh  cos  (0»B ü) 


wo  a nnd  a kleine  Grössen  von  der  Ordnung  der  störenden  Masse  sind. 
Das  Integral  erhält  die  Form 

5 = — ^ cos  (anV  B) 

Oh 

nnd  hier  sind  die  einzelnen  Glieder  durch  eine  Grösse  von  der  Ord- 
nung der  störenden  Masse  dividirt,  und  erscheinen  also  als  sehr 
gross  — als  hyperelcmentär.  Zwar  heben  sich  die  grossen  Werte 


P Hamer,  Qnclqacs  remarqnci  Bur  un  cas  spCcial  du  pr'obleme  de«  troii 
corps.  — ABtronomiska  iakttagelBer  och  undersOkningar  auBtlldi 
pä  StocJthoImB  Observatoriom. 

„ ünterBuchnngen  Ober  einen  speciellen  Fall  des  Problems  der 
drei  Körper.  Memoires  de  raeademie  impdrialc  des  Sciences  de 
Si.-Pctcrsbnurg.  T.  XXXIV.  Nr.  12. 

A.  Shdanow,  Recherehes  sur  Ic  niouvemcnt  de  la  lune  niilour  de  la  terre 
d’iiprcs  In  ihcorie  de  M.  Gylden.  Astronomiska  iakttiigclser 
etc.  1885. 

Mn.  Brcndel , Ueber  einige  in  neuerer  Zeit  angewandte  Formen  lOr  die 
Differentialgleichungen  im  Problem  der  3 Körper.  Astr.  Nachr. 
Bd.  116. 

K.  Bohlin,  Om  en  grupp  af  differcntinlequationer  hrilkas  solntion  medßr 
s.  k.  smä  dirisorer.  Ölversigt  af  Kongl.  Vetenskapa-Akademient 
Förhandlingar.  1887.  Nr.  5.  Stockholm. 
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in  der  Somme  der  einzelnen  Glieder  fort,  des  RennlUt  int  aber,  da 
es,  selbst  eine  kleine  Zahl,  die  Differenz  grosser  Zahlen  ist,  nicht 
genao  zn  bestimmen.  Man  muss  sich  deshalb  bei  der  intermediären 
Bahn  mit  Beihen-Entwickeinngcn  behelfen,  welche  nach  Potenzen  von 
•r  fortschreiten.  In  der  absoluten  Bahn  vermeidet  Herr  Gj'lddn  der- 
artige Glieder  nun  vollständig,  und  zwar  dadorch,  dass  er  die  pag.  4) 
anftretende  Grösse  e als  variabel  annimmt  — In  den  folgenden 
Blättern  werde  ich  mich,  wie  schon  bemerkt,  anf  eine  Behandlung 
der  intermediären  Bahn  beschränken  und  habe  es,  in  Anbetracht 
der  verhältnissmäsaigen  Neuheit  der  Gjlden’schen  Theorie,  nicht  für 
annQtzlich  gehalten,  anf  die  analytische  Entwicklung  der  Bahn- 
gleichnngen  des  näheren  einzngeben. 


L 


Die  Bedingung,  welche  eine  intermediäre  Bahn  erfoUen  soll,  ist 
dass  sie  sich  der  wahren  Bahn  des  Planeten  nächst  möglich  an- 
ichmiegt,  so  dass  die  Abweichungen,  welche  als  Störungen  der  inter- 
mediären Bahn  zn  betrachten  sind,  stets  sehr  kleine  Grössen  bleiben 
— eine  Bedingung,  wdcber  die  Ellipse  in  vielen  Fällen  bekann/lich 
nicht  genOgt 


Es  sollen  also  die  Coordinatc«  der  intermediären  Bahn,  jr^ 
den  Coordinaten  der  wahren  Bahn,  z.  y,  nahezu  gleich  sein,  d.  h. 


Z^—z(l  + f)  I 


(1) 


wo  ^ eine  Function  ist,  die  stets  sehr  klein  Ineibt  und  als  Störung 
der  intermediären  Coordinaten  acfmlassea  ist. 


Demnach  bat  ataa  aach  fnr  die  radii  vecxores 


nnd,  wenn  r die  wahre  Länge  des  gestönea  Körpers  in  seiner  Bahn 
bezeichnet 

z — r eosr  y z=  r liae 

f^=r^tZ*o 

Sei  nun  die  ¥i»*-  der  boue  = 1 , die  des  st  jrenäeti  Körpers 
(Jupiter)  — M.  die  des  gtstörtea  Körpers  < il7j  TnetA;  — m.  und  sei 

Fi  — 

a'  — PM 

rf 
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WO  die  Oaass’sche  Constante  bezeichnet,  so  ist  die  Bewegung  des 
gestörten  Körpers  innerhalb  seiner  Babnebene  gegeben  durch  die 
bekannten  Gleichungen 

rf*x  , dSl 

di*  ' r*  dx 

^ , fhy 
dt*  r*  ~ dji 

wo  <$2  = u'  < - , — — ■ ^ } ist,  nnd  die  mit 

einem  Strich  versehenen  Bachstaben  für  den  störenden  KOrper  gelten. 

Fahrt  man  statt  der  Zeit  eine  nene  Variable,  die  „redndrte 
Zeit“,  T,  ein,  durch  die  Gleichung 

wo  S eine  GrOsse  von  derselben  Ordnung  wie  efi  ist,  und  ersetzt  in 
den  obigen  Bewegungs-Gleichungen  x,  y,  r,  t durch  y^,  r,,  t,  so 
fiudet  man 


(4) 

d*X(,  1 dSdxof  dhl,  (1+5)*,  1 dS  dw)  r, 

dT*  l+SdTdT\  dt*  ■'■'**  ro*  1 +5  dt  dt  ) l+ij» 
(1+5)*  ^ 

(1  -f  V')*  dx 

d*yp 1 ^ ^ , ( d*V>  (1  +5)*  J.  _ ^ dyl 

dt*  l+5dtdt“*"l  dt*  '^f‘>  rp*  l+5dt  dt)  1-f^ 

_ (1  +5)»  ^ 

“ (1+rp)»  dy 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  resp.  mit  Vo  **0  sub- 
trahirt  die  erste  von  der  zweiten,  so  wird 

<t*yp  d*Xp  4 ^ ^ _ dxp\ 

dt*  dt*  i +Sdt  \*®dt  ^®dt/ 

(1+5)*/  da  da\ 

“ (l+V-lA*®  öy  ~ 0x  ; 

(1  +5)»  / aa  0ß\ 

”(!+’/')*  \8y  ’'lxj 
(i+s)*  da 
~ (1+V>)*  0V 
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Wenn  man  sich  nnn  der  Relation 


*•  - y»  57  - 


erinnert,  so  erhält  man  als  Integral  der  obigen  Gleichung 

»•o*  f “ (1 y ^ rf* } 


Nnn  setzt  man 


»o+Z 


(5) 

(6) 


und  bestimmt  eg,  — dem  Kepplerischen  Gesotz  entsprechend  — 
durch  die  Gleichung 

dl  ro* 

dann  wird  nach  Gl.  (6) 

,dtß  ,dvn  , ,di  , . .d% 

57  + ''®  dx  ~ '^‘’+^®  di 

also  nach  Gl.  (5) 

(l+S)  { + 


oder 


1 I ^ +y  (1+^  7 ^ ‘'•’® ! 


Die  Differentiation  dieser  Gleichung  ergiebt 


^X. 

dPo* 


„ . »•* 

(1  + ^ e~  e7+57 


ji+y  (1+s) 


r*8ß 

7 87'''’® 


( 

> 


Die  Glieder  der  rechten  Seite  teilt  man  nnn  in  zwei  Gruppen, 
deren  eine  man  dazu  benutzt,  die  intermediäre  Bahn  zu  bestimmen, 
während  die  zweite  Gruppe  zur  Bestimmung  der  Störungen  der  inter- 
mediären Bahn  dient;  man  setzt  also 


r>  8Sl 

(l+'S)  - -g^  = (l+S)Qo+Qi 


(A) 


— wobei  zn  bemerken  ist,  dass  Q«  und  Q, , als  Glieder  der  Stö- 
rungsfunction, von  der  Ordnung  der  Masse  dos  störenden  Körpers 
sind,  also  in  höheren  Potenzen  vernachlässigt  werden  können  — 
und  erhält  so 
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d*x  r*  SSI  ^ r*  SSI  dS  ( , Z'  , r*  SSI  i 

^ 's^+diTj^+J 


Zar  Bestimmang  der  intermediären  Länge  verwendet  man  nun  nar 
das  erste  Glied,  Qg,  und  hat  also : 


Qo 


(7) 


wonach  man  znr  Bestimmang  der  Stömngen  zarückbehält 


rfS 

dva 


d»o 


4-(2S+S*)(Q,+  Q,)  + Q,=0 


Oder,  mit  Vemachlässigang  der  Prodncte  S’Q,  and  SQ, 


Ki+S-l+2SQ»'=-ä. 

0 L "VgJ 


<flx 


Ersetzt  man  Q,  durch  so  wird 

dV(, 


dS 

dv„ 


and  das  Integral  dieser  Gleichung  ist 


8 = — ' 


(8) 


(9) 


Zar  Bestimmung  des  intermediären  radins  vector  maltiplicirt  mso 
die  Gin.  (4)  resp.  mit  und  und  addirt  sie,  so  wird 


*0 


rit* 


, ^*Vo 
+ yo  jft  - 


_i_  ^ 
l+S  dx 


! 


4_ ^ _L  + _L  -i-  ^ 

\ rfT»  V + 1-J-S  dt  dr  I 

(1+S)V  SSI  , 0ß\ 

Sx'^Sy/ 

(1+5)»  0ß 
“(l+tp)»’’  ^Sr 


Nun  ist  aber 
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dtt  rianettn  (17)  Thetis  nach  Herrn  Gyldfn's  Theorie.  Söi) 

^ rfr«  + y®  riii-  - *^®  TTr*  + 1,,Tt  ) + I W j + \<i^  ) J 


eflrn 


Mithin  wird  aus  der  vorhergehenden  Gleichung 


rfVo 

’fii* 


dS  drn 


+ 


Vriv/  1+S(/t  •’‘®</t  1-ft;; 

Y / <iV  , (1+g)*  . 1 dSdM>  ( 

dT*  To»  ■f'  1 +S  <h  dx  ) 


(1+s)»  da 

“ (1-H;)»  ’’  ar 

Ersetzt  man  hierin  v durch  «’o  + Z * durch  vq  gemäss  den  Fonnclu 


4-) 

■0 - s __W:  = _ Vc  — ^ 

r ® * rfr  r/y/i 


<£t 


dr* 


dr 

rp*  dVf,* 


BO  erhalt  man 


-lO_Lh  , 

rfPfl*  '■fl  I ^ ^ / 1 

</S  (ro) 


+ 


oder,  da 


1 -j-S  dvQ 

dv0 

(1  + 5)*  ro 

sa 

(!+«(*)*  c 

’’  Br 

ro*  ( , 


(1-fÄ^  , J dSd.,,\ 
ro» 


1+Sdt  ,it) 


dip  c dv 


dx 


dvn 


d*^ 

dx* 


e d*i>  . 2c  di> 
i~i 


'O  . 


r»* 


rj*  dto  «fco 


— Ut, 


'^C.)  1 (,  , 2'*!  . V 4.  » 

- «fc.  + '«fc  J j + 1 +S  äT»  -5rT  + c 


no> 
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+ 


1 j_L^_e.(i+s)v-2 

1+V»  l »’o  0 ^ 

(1+s)«  ^ da 

l-j-if»  c 3r 


^ (r(i)d<f  1 

dv0  dt»j  ' ro(l+S) 


KiO) 


Diese  Gleichung  mnltiplicirt  man  mit  einem  Factor,  a,  — wel- 
chen man  mit  der  mittleren  Entfernung  des  gestörten  Körpers  iden- 
tificiren  kann  — , und  teilt  sie  dann,  ganz  analog  dem  froheren 
Verfahren,  wieder  in  zwei  Gruppen,  durch  die  Definitions-Gleichung 


ar*  da 
e dr 


Po-\-Pi 


(B) 


wonach  man  wieder  nur  das  erste  Glied,  io<  zur  Bestimmung  des 
intermediären  radius  vector  verwendet,  das  zweite  Glied,  P, , zur 
Bestimmung  seiner  Störungen.  Lässt  man  ferner  aus  der  Gleichung 
für  den  radius  vector  diejenigen  Glieder  fort,  welche  von  der  zweiten 
Ordnung  in  Bezug  auf  Q,  S und  sind,  so  erhält  man 


(11) 


Nun  ersetzt  man  den  radius  vector,  r^, 
Po,  indem  man  setzt 


durch  eine  neue  Variable, 
(12) 


c 


BO  wird 


Es  sei  noch  bemerkt,  dass  Gl.  (12)  mit  der  Gleichung  der 
Ellipse  identisch  wird,  wenn  Po  “ * cos»  wird. 


Zur  Bestimmung  der  Störungen  des  radius  vector  behält  man 
dann  aus  Gl.  (10)  die  Gleichung  zurUck 


a 


rf»0* 


+ (1+5)  Vor 


l-|-rfr  dS 

r+s’’» 


(+V')ro(25+5*)  + 2»o 


dp 

d»o 


a dS  dp 
1 +5  d»o  dvg 


(l+5)VoP,-(25+S*-tp)roPo 


N 
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£net2t  man  rf>  dnrch 


5- 


a 


«0  wird  nach  einigen  Transformationen 
«fo#*  ' \ ^ dvg^  \dvg/  f 1 +5  dvo  dvQ 

(0 


- “f  (“+«■)- rbS- 

= -P,-(2S+S*)(P„  + P,) 


dVa 


(U) 


Die  fiedentnng  von  f ersieht  man  ans  folgender  Betrachtnng. 
Es  war 


»•q  _ 1 

1+V  1 + Po  1-Hp 


Mithin 

r 


oder,  wenn  man 
setzt. 


Oft 


1+P«^ 

1 


1 + Po 


M 


I+Po 
«o+P?  “ P 


^ 

1 + Po+l*^ 


r •= 


1+« 


Es  ist  also  die  Grösse,  welche  zn  der,  in  der  intermediären 
Bahn  aoftretenden  Function  po  zngefOgt  werden  muss,  um  die  ana- 
loge Function  qq  fOr  die  wahre  Bahn  zn  erhalten. 


Die  Gleichungen  (7),  (12)  und  (IS)  g-ben  die  Gleichung  der 
intermediären  Bahn  in  Polar-Coordinaten,  während  die  Gleichungen 
(9)  und  (14)  die  als  Störungen  anfzufassende  — Abweichung  der 
intermediären  und  wahren  Bahn  aufstollen.-) 


II. 

Entwickelt  man  die  Störungsfunction  nach  Herrn  Gyldöns  Me- 
thode nach  Vielfachen  des  Winkels  H zwischen  den  radii  vectores  des 
störenden  und  gestörten  Körpers,  so  findet  man: 


1)  OyldSo,  Uodersöluiingar  II,  p.  18.  n.  f. 
Harzer,  UnterzaehaDgen  p.  S5.  n.  t 
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W^llmann:  DU  intermediäre  Bahn 


a = 22T'2:2:ß(„,r,,.)p>-p-fcosni/  (0 


ar*  dSl 
c dr 

c fi»  " 


•Po'\'Pi  = — •2'^2?P(„,r^<)  p’'p'»'C0Snfl' 
f* 


Qo  + 


i+s’ 


(D) 

(E) 


Hier  bedeuten  a<„.r.s),  Qix.r.i-}  numerische  Constanten, 

welche  ans  dem  Verbältuiss  der  mittleren  Geschwindigkeiten  des 
störenden  und  des  gestörten  Körpers  abgeleitet  werden  und  spSter- 
hin  angegeben  worden. 

Qo  ist  die  durch  Gl.  (12)  gegebene  Function,  qq’  dieselbe  Func- 
tion für  den  störenden  Körper,  von  welcher  wir  hier  jedoch  nur  das 
erste  Glied  mitzunebmen  brauchen  und  setzen  können 

Po' = x'cos[(l  — g)»’o'— (15) 

wo  x'  die  Excentricitüt  der  Jupiters-Bahn  bedeutet,  g'v^  die  Be- 
wegung ihrer  Apsidenlinie  und  P'  die  Länge  seines  Perihels. 

Für  den  Winkel  H hat  man  unter  Vernachlässigung  der  Qua- 
drate der  Neigung 

— »'-“i’o+Z— V ~X' 

wo  x'  6ie  den  % analoge  Function  für  Jupiter  ist.  Bei  der  nach- 
folgenden Bestimmung  von  pg  können  in  erster  Annäherung  % und  %' 
fortgelassen  werden , während  bei  der  späteren  BesUmmnng  von 

^ die  Function  % wieder  in  obigen  Ausdruck  eingeführt  wird.  Wir 

haben  also  zunächst 

H •=  VQ  — Vg'. 

In  diesem  Ausdrucke  muss  nun  vg'  durch  »g  ersetzt  worden. 


Bezeichnet  man  die  mittlere  Bewegung  dos  gestörten  Körpers 
mit  n,  diejenige  des  störenden  mit  n'  und  setzt 

n' 

--t* 

nennt  man  ferner  die  mittleren  Längen  beider  Himmelskörper  za 
einer  bestimmten  Epoche  yl  und  so  wird 

Vg'—yi'  n{vg  — yi)-j-G 

WO  G eine  kleine  Grösse  ist,  welche  von  den  Bahn-ExentridtäteD 
abhängt.  Dieselbe  wird  folgender  Weise  bestimmt 
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Nach  61.  (6,)  ist 


dr  “ rj* 


oder,  da  man  nnter  Vemachlässigang  der  Stöningsglieder  tp  nnd  S 
die  wahre  Zeit  t statt  der  redneirten  setzen  kann: 

dvp 

dt  To* 

und  da 


e — Oft  nnd  r#*  ■ 

^0  (l  + gp)* 

dt  at  fii 


a*fi* 


(1  + Po)* 
f*» 


Ti  ist: 


dva 


Vp, 


rdt 


(1  + Po)*  * »* 

Mnltiplicirt  man  beide  Seiten  mit  /,  so  wird,  da  —f/l-j-m  ist. 


»I 


Zd»o  = “r — dt  — • nd< 


(1  + Po)**"'^““ 

Ganz  analog  wird  für  den  störenden  Körper 

nnd  durch  Division 


^ ..  /'(1  + Po') 

1(1  + ?o)* 

u' 

Bestimmt  man  nnn  die  willkOrliche  Constante  w so,  dass  — — 1 wird, 
and  entwickelt  nach  Potenzen  von  po  tttid  po't  so  erhält  man 


*»0'  “ 1*(1  +2po'— 2po  ••■)dv^ 
nnd  endlich  dnreh  Integration 


Diese,  von  der  Excentricität  abhängige  Differenz  ist  also  die  oben 
mit  G bezeiebnete  Function,  and  man  hat  demnach 


and 


»o‘=MVo  + 2t*  J* eo'dvg—2fi  J' po«^«’o+^'— 

Ä=  »o(l— f*)  — 2f»  J*  Po'‘l*’o'+2z*  J*  eo‘^«'o+('^'— f*-^) 
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Dit  inltrntdiäri  BeJtn 


Indem  man  den  Taylor’schen  Lehrsatz  anwendet,  findet  man 
COtnH—  cos[ntfg(l — ft) — n(A'—fiyi)] 


+ 2n  r 

+..(,/ 


fo'dPo  -J* 
Po'rfoo— (t 


J* Po'^»o)8in[ncj(l— (t) -n(-«4'— ^)] 
J*  Po*o)  cos  [noo(l  — f»)— n( 


+ 


(16) 


und  ferner 
dcosn^ 


— nsin[nCo(l — ft) — n(A‘ — ft>4)] 


+ 2n^ft  po'rfp'— (t  J' podPfl)  cos[nt;o(l— ft)— n(j4'— ft^)] 

— 2n»  ^ft  J* pj'doj'— ft  J* Po<fo(,^  sin[nPo(l-f»)“»('^'“»*-^ 


+ 


(17) 


Dnrch  die  Gin.  (C),  (D),  (E),  (16)  (17)  sind  die  Componenten  der 
Stömngsfnnction  bestimmt. 


Die  Gin.  (C),  (D),  (E)  enthalten  nun  zwar  nnendlich  viele  Glie- 
der, aber  nnr  eine  beschränkte  Anzahl  derselben  — welche  Herr 
Gyldin  element&re  oder  charakteristische  Glieder  nennt  — werden 
dnrch  die  Integrale  so  gross,  dass  sie  bei  Aufstellung  der  inter- 
mediären Bahn  berücksichtigt  werden  müssen,  und  nnr  diese  Glieder 
werden  znr  Bildung  von  n,  resp.  Qo,  verwandt 


Beobachtet  man  also,  ans  der  dreifachen  Summe  nnr  die  Glieder 
mitznnehmen,  welche  durch  die  Integration  gross  werden,  so  folgen 
ans  den  Gin.  (7)  und  (13),  indem  man  zugleich  das  (Quadrat  von 
rfz 


vernachlässigt,  die  Gleichungen: 


rf*7  , ,0COSnW 


(18) 


$+  0 + ^0 ^0  - -2^-2i:'i2;p,„.,,,p.V‘-cosnH  (19) 


m. 

Es  ist  nun  zunächst  zu  nntersnehen,  welche  Glieder  in  Gl.  (19) 
dnrch  die  Integration  gross  werden. 
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Die  Oleichnng  ist  ?on  der  Form 

j^  + (l  + /J)Po  = yC08(ltt>o  — C)+  ••• 

wo  ß eine  kleine  Grösse  ist. 

Das  zweite  Integral  dieser  Gleichung  hat  die  Form 
Po  “ 3fcos(ett)o  — C)  -f-  ... 

Um  M xa  bestimmen  di£fcrentiirt  man  dies  zweimal  und  erh&lt,  wenn 
man  noch  a — 1 — ff  setzt; 

^;  = -Af(l  + a)*COS((l  + ff)ro-C)  + ... 

woraus,  in  Verbindung  mit  den  obigen  beiden  Relationen,  folgt 


M = 


y 

2a—  a*-{-ß 


Mithin  wird  M,  und  damit  po,  gross  werden,  wenn  ff  klein  ist,  d.  h.  wenn 
die  Argumente  der  rechter  Hand  stehenden  Sinus,  resp.  Cosinus  die 
Form  haben 

»o  (1  + ®)  + ^ 

wo  a eine  kleine  Grösse  bedeutet 


Die  Glieder  in  der  dreifachen  Snmme  der  Gl.  (19)  haben  nun, 
wenn  man  zunächst  nur  die  ersten  Potenzen  von  p«  und  pg'  in  Be- 
tracht zieht,  die  Form 


resp. 


a PoCOs[n»o(l--/i)-|-C,] 
o'pg'cos  [m;o(l  — f»)  + Cj] 


Ferner  hat  pg'  die  Form 

i'cos  [(1  — f ')t’g'+-D]  = i [(1  — c')  f*»o  + 
und  ebenso  hat  pg,  wenigstens  in  seinem  Hanptgliede,  die  Form 
fc.cos[(l  — s)t)g4-JK] 

Mithin  erhalten  die  zu  untersuchenden  Glieder  die  Form 

oi-  cos  [nt>o(l  — (i)  -f  C,]  cos  [(1  — f )»*  + £]  (I) 

oder 

a'i'cos[nPg(l  — ji)-f  Cjcos[(l  - ff‘)(iPg -f  D]  (II) 

Erinnert  man  sich  nun  der  Relation 
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Wellmann;  Dü  intermediäre  Bahn 


cosocoB/J  -=  |cob(o-}-|3)-|- JC08(«t  —ß) 
BO  sieht  man,  dass  die  Glieder  die  Form  annebmen 

JoiCOs[t;B[(l  — s)  + n(l— ;*)]  + Ci  + £] 
ia'k  COS  [»0  Cd  — s')  f*  ± n (1  — ft)  ] + C,  ± D] 


(I) 

(II) 


Nun  sind  g und  c'  — die  Apsidenbewegungen  — sehr  kleine 
Grössen;  ferner  ist  in  unserem  Falle  — bei  (17)  Thetis)  — ft 
nahezu  gleich  nämlich  ft  — 0.3277046.  Mithin  sieht  man,  dass 
der  Factor  von  »o  von  der  Form  (1-j-o)  wird 

im  Falle  (I)  wenn  « = 0 oder  n — 3 ist 

II  II  (II)  II  n “ 1 ,,  « * 2 „ 

Auf  diese  Weise  ergeben  sich  aus  der  Summenfonnel  der  61. 
(19)  folgende  Glieder 

— 3.ß]12ft  Qo^vq  Poqq 
— 2PjoiCOs[eo(l— ft) — B]po' — 2/*oiCOb[»o2(1— ft) — 2if]po’ 

~2/’iB()2fisinfKQ(l — ft) — li~\  J' i)o  t^t’o 

— 2PjB<)4ft  Qe!  dVfflvs^vDiX  — ft)-— 2P3 — 2PgjBCOs[lt>g  3P]p(i 

yto  B A‘  — ftA  und  A =3(1  — ft)  ist 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  aus  der  Summenformel  der  Gl. 
(18)  die  grossen  Glieder,  und,  indem  man  dieselben  einmal  integrirt, 

(fy 

erhält  man  als  die  Glieder,  welche  für  2 . in  der  rechten  Seite 
der  Gl.  (19)  eingesetzt  werden  müssen,  die  folgenden 

+12Qboo  ^ cos[A»o — 3P]<f»o  6fi(>o<it>o 

- 12Q„o  J'  Po8i“[H— 3-ß3'^»o-HQioi  J'  sin[tig(l— ft)— Pjpo'rfrg 
J' sin[e,2(l— ft)— 2P]po'dt>o— 4Qioo  J' :os[t’o(l— ft)— 

X J'  2fipo  '(lt»(,-4ftQ,oo  cos[t)92(l— fl)— 2Zf]d»o ^ Sfifo'tfr« 

nnd  für  das  linkerseits  stehende  Glied 

— 12  Qgoo  älü  3BJ  rftig 
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Setzt  man  dies  in  Gl.  (19)  ein,  und  schafft  die  Glieder,  welche 
enthalten,  anf  die  linke  Seite,  so  erhalt  man 

^ + Qsjo^cos[iru— 3/i]|  Po 

P ^ 1 2^1  Po^^*'o 

— 12O300  cos[iMo — 3ü]</Po  ß(*Po^io— 12()^,oy^8iu[itio— 3J9]  pj,dfo 

= -/'o«o  -2^ioieos[.-o(l  -,*)-/J]eo'='2i’,„,cos[ro2(l-f*)-2il]po' 


— 2/»,ooSin[t'o(l— /x)— ß]2/*  J'  Q^'dv^ 

2^jQQSin[rQ2(l — — 2^J4^  Qodt^o 

siD(]t)Q(l  fx) — .ßjpo  dpp-j-SQjoj^  sin[pp2(l — jx)  — 2B^ff)'tlvg 
— 4Qioo  r COs[f(,(l— fl)— .Bjrfro  r^tiQo'dvo 

kJ  %y  - 

— 4Q*«o j'  cos[po2(l— fl)— 2it]rfPo  ^Sfipo'rfep  (19,) 


IV. 

Die  Glieder,  welche  pp  unter  dem  Integralzeichen  enthalten, 
müssen  nun  derart  transformirt  werden , dass  (g  nur  ausserhalb  des 
Integralzeichens  vorkommt. 

Bezeichnet  man  die  rechte  Seite  der  Gl.  (19)  mit  IV,,  so  ist 

ä»go 

Po*"  l+Poio^V^l+i^oio"' 

plus  einer  Anzahl  von  Gliedern,  welche  mit  der  Masse  ranltiplicirt 
sind;  diese  kann  man  jedoch  in  folgender  Betrachtung  fortlassen, 
da  die  zu  trausformirenden  Glieder  ebenfalls  mit  der  Masse  multi- 
plicirt  sind,  also  der  durch  obige  Fortlassung  entstehende  Fehler 
von  der  Ordnung  des  Quadrats  von  der  Masse  ist.  Mithin  wird 


Ferner 


l+f’ >10 

1 

1+^ )10 


/ 


d^fo 


dv*  •‘^0  + 


4.  1 

»^»0  1+^010 


y'  w,dv^ 
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WtllmanHt  Die  inttrmtdiärt  Bahn 


J*  coB[itJo— 3Äjd»o  ° sos[At>0— 

'^W^S y*  W,dvo 

"“  ~ 3Ä]po+jqp^y* foSin[ifo— 3^]'^» 

t 2 j 353^t?0  Wi<Ivq 

Endlich 

y*  PoSinCH  -3jB]rf»o=  — i-f-p^j^y*  si“[*«’o— 3ß]  dfo 

+ r+T^y'  8*“CH— 3fl]  lT,<It>o 

l+fo,ö  (^ sj“[H— 3ß]— ipoCOs[At.o— 3P] 

— ^*y*  Po®*“[^®o — 3P]dt>o+ y*  T^i8in[it)Q — ZEf\dvi^ 


Mithin 


(i* — -^010 — po®***C^*’o  3P]di)Q  — 8in[AfQ  3P] 

— ipoCO®[^‘’o~3ß]—  y*  TTi8in[Aoo— 3fi]<I»o 

Setzt  man  dic8e  Werte  in  61.  (IB^)  ein,  80  erhält  man 

I dpo  ( 12>tPgoo  ■ 72ßlQgoQ  ^ a \ ainri  nl 

*«*  dvo  \ 1+P-ojo  %(l+^oio  Vo  ^ ^ 

+ Po  |l+^oio  + j^2Pjno+  j ^ Qjio 

ö*)o  (l  - ~J\  C08[Aeo-3fi]}  - W, 


+ 


72fi 


(20) 


1+Aio 
WO  »Jo  = i*  — -Poio— 1 ist- 

In  dienern  Ausdruck  muss  man  nun  den  ersten  Differential- 
qnotienten  verschwinden  machen;  zu  diesem  Zwecke  führt  man  eine 
neue  Variable,  E,  ein  durch  die  Gleichung 


Po  ” Eip(vo) 


dE 


wo  9>(eo)  so  zu  bestimmen  ist,  dass  der  Coefficient  von  ^ zn  noll 
wird.  Es  ist 
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den  Planeten  (17)  Thetis  nach  Herrn  Gglddn't  Theorie. 


3G9 


(/(lg  elE 


'Ü£»  _ ^ , I o'i^i  'M”o)  I ,, 

Schreibt  man  ntm  Gl.  (20)  iu  der  Form 

and  setzt  man  hierin  obige  Werte  ein,  so  erhalt  mau 

v('’,)  + 2 + E s.n(Ar„-3«)  <pK) 

+ ^'8in(iPu  — 3/?;— ^A'4-^''A’i]p(ro)  = ir, 

«Vq 

Unserer  Forderang  gemäss  soll  sein 

2 -^^'^--f..i'8iu(tt'„  —:iü)tp(pg)  — ü 

"*’o 


7 ^ ain(lvg-3ü)<h.„ 

. , ?(«’»)  ^ 
d.  h. 

^cos(i»o  — 3/t) 

<p(«'o)  ^ « 

Man  bat  also  za  setzen 

2i  — 3^) 

Po  ■=■  ^-'e 

Fuhrt  man  dies  in  Gl.  (20)  ein,  so  erhält  man 


i*A’  ( — ) w 

,7»  + {l-^o- (Jco8(K-3/<) U’=  + IF,  (21) 


,j^cos(it>o— 3/t) 


wo  die  zur  Abkürzung  eingefuhrten  Guchstaben  folgende  Bedentung 
haben 


ßo i’c 


ß = - 2/’s,o+  i-,u  i3|j; 


Arch.  d.  Mitb.  n.  FSt«.  2.  R«ih.,  T.  VI. 


0 -\-^^-P 

^<800^^  v-^soo  ^ ^aio 


aoo  _ ’^aio" 
Vi) 


4-  ü 
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Wtllmanni  Die  intermediäre  BoAia 


Wj  * -^000  2i’iojCO8fw0(l  fl)' — — 2PjoiCOs[vo2(l— fl) 

— 4P,ooSin[»o(l- f»)  — B](i  Qo'dva 

— ^8oo8f‘8in[t>o(l— jt)- 2/i]^ So''/''ü+4Q,o, 

+ »Q»o,J'  sin[ro2(l-ji)-2//]p„',/t,„ 

— C08[l>g(l— (i)— //]rft>0  po'*0 

—S>fQtoo  j' C08[t’o2(l— (i)-2B]«/p„  J po'‘/”o 


A’* 

Wf  — E ^ 8in*[At>o  - 3B] 


y('  _ l2>tflK)0 


I n — Q 

l+n,o  ^ %(l+/’o,o)  ^ 


V. 


Behufs  Integration  obiger  Gleichung  setze  man 


lv„-3B  - 2 2^.1  — 180*' 

wo  K ein  vollständiges  elliptisches  Integral  erster  Gattung  ist,  dessen 
Modul  vorläufig  noch  unbestimmt  bleibt,  so  wird 


d*E 

dx* 


(Ä)’ 


wo 


w- 


^ cos(A»o  — 3B) 


■W, 


gesetzt  worden  ist. 

Betrachtet  man  nun  die  Relation 

2^=  — 1^’  ’ to.2,m.-  I» 

und  bestimmt  q aus  der  Gleichung 
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80  erhält  man 


® — 4A* 


d>E  r 1 

^ + Lt*co8  2am  * + J E 


^Gjst) 


][i  9*)^  ■■■]} 


Nnn  ist  q von  der  Ordnung  der  Masse,  mithin  der  Factor  von  E 
aof  der  rechten  Seite  von  der  zweiten  Ordnung  und  daher  zu  ver- 
nachlässigen. Mithin  erhält  man,  wenn  man  noch  setzt 


-Jfc»roW)  = l-i-*sn*ioi 


(21.) 


wo  I = y — 1 ist: 
tfl  E 

— [2i*sn*a: — 1 — ifc*-}-l:*sn*80i].B 


IW-f...} 


(22) 


Dies  ist  die  von  Herrn  Hermite  *)  angewandte  Form  der  Lam^’scheii 
Differentialgleichnng,  deren  Integral  das  folgende  ist 


E. 


H(x+m) 

B(x) 


ß‘  («0») 
Sita 


H(x—iu) 

e^x)  ■* 


0'(»a») 

Ö(«w)' 


(23) 


Hier  bedeuten  C,  und  C,  Integrationsconstanten,  6(z)  die  bekannte 
Jacobi’sche  Thetafonction  und 


H(x)  - ""  e(z-l-.-X') 


Man  setze  nun 


9(to)) 

wo  V eine  reelle  positive  Zahl  bedeutet. 


1)  Hermite,  Snr  qaelqaea  opplicetions  de«  fonction«  elliptiqae«.  Compte« 
randas.  1877.  8*  «eme«tre. 


24* 
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We/lmann;  Die  inlermediäie  Bahn 


Da 


war,  wird  also 


2^  * “ i (1— m)«’o— f 


X = .(V  - i)  ((1  - -B  -f  f ) 

Ferner  ersetze  man  C,  und  C*  durch  zwei  andere  Constanten,  » 
und  r,  gemäss  den  Gleichungen 


n - — 2k'“  ' 

^ Vq 


— 0 4 


X e 2/r 


r— i(v— i)  ^A—(iA  — (iyf) 

— iT+iXv-i) 


V'i 


Mithin  wird  nach  Gl.  (23) 


V(/ 


^ Vq 


-‘■(v— 4)((1— f»)ro  — Ä + l) 
ico)e  ' ^ ' 

+ir-i(v  -i)(^-f)  -•iß 
-!-•{»'  — i)((l— 1»)»0-  ß+  f ) 

— tVn')«  ' ^ / 


Nun  ist  die  Exponentialgrösse  in  der  oberen  Reihe  dieser  Gleichung 
cos[(v— ^)(  (1— F+3f#)]+»siu[(v— i)(  (1— fi)ro— r-f  }Ä)] 
diejenige  in  der  unteren  Reihe 

cos[(v— J)((l-  r-Hß)J~<sin[(v— J)((l— f»)po— ^-hfß)] 


Mithin  wird 

(24)  6(x)E  -= 

n 

5 4*-  |7/(;r-f4(D)  = //(*— 4«)lcos[(v-i)((l— (i)ro— 

^ Vq 

n 

— I-  ^ ji/(xi4(u)— //(a:— 40))lsiu[(v— i)((l— (*)r(,-r+iß)] 

Vs 
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Erinnert  man  sieb  nnn  der  Entwicklnng 

H(x)  = 2 Vg  |sin  — g*  sin  3 + ...| 

and  der  Relationen  zwischen  den  trigonometrischen  Fnnctionen  nnd 
der  Exponentialfonction,  so  findet  man 


r '2ir® 


— e 


n n 


//  (x — im)  “ "■  Vg  « 
Mithin 


n 71 

e — e 


11/  2K"s.*2^® Jf“  ‘2Ä® 


/^(x+ico)+fl(x-.«))  = Vg  ‘ 2Ä  * '2K  ® 

js  r . ^ .^11 

=2^[.2^"+r»"] 


2A* 

cosH(l— |B] 


Gleicherweise  wird 
ff  (x-J-«’»)  — ff  (* — ii») 


sin[J(l  — ft)«o  — jff] 

Setzt  man  schliesslich  diese  Werte  in  61.  (24)  ein,  so  wird 
6(x)JS  ■=■  *cos[}(l— (i)»o— ifi]cos[(v— 1)(1— n)»o— r-j-jÄ] 

7t 

l+e~^' 

— *8inH(l— Jff]sin[(v  -i)(l— f»)oo— r+  jff] 

— *COs[(l— fi)t)o+ti(l— fi)ro— r] 


+ »«  ^ “ co8[3(1-^K  -3Ä-[(i-<‘)(H-iK--f’]] 
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Setzt  man  nun 


•=  l+2gcos2^®  ...  “ 1— 2gcos[3(l  — fj)»o  — 3iJ]  ... 
ein,  setzt  ferner 

ji  — v(l  — fl)  •=  s 
nnd  resabstitnirt  po  erhalt  man 

^cos[3(l— fi)tio-3Ä] 

(»0=*«'^*  X 

|cos[(l— s)«’o— ^][1— 3«  ^ 

n 

“ Ir  " 

-co8[3(l-(i)»o-3Ä-(l-s)eo— -DCs-«  ] 

— gC0S[3(l — 3fi+[l  — s)eo — ■^)] 
n 

— qe  ^ C0S[6(1 


— fi)t>o— 6B— [( 1 — f )»o— ^ ] I 


oder,  da 
A‘ 


cos[3(l  - ft)t'o  — 3B] 


1+  2i  cos  [3(1  -fi)t»o— 3B)  + ...  ist, 


Po 


= x|cos[(l-6)p*— r]^l  — g«  ^ ^ ] 

-cos[l»o— 3B— [(1— sH— ^]]|^3— « ^ S j 

— cos[*t>o— 3B+[(l— s)fo— ■T']]  [«“sj 


-cos]2ieo  -6B-[(l-f)»o  - r]  ] 


(25) 


Wie  man  aus  dem  ersten  Gliede,  cos[(l  — s)»o  — r*],  ersieht,  ist  di« 
Grösse  *Po  die  mittlere  Bewegung  der  Apsidenlinie. 


VI. 

Der  Ausdruck  in  Gl.  (26)  ist  nun  noch  unvollständig,  weil  bei 
Herleitung  desselben  die  rechte  Seite  der  Gl.  (22)  vemachlissifi 
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wurde.  Diese  rechte  Seite,  unter  Yemacblässigung  der  in  E mnlti- 
plicirten  Glieder,  war 


W 


und  die  Correctiou,  welche  in  Folge  dieses  Gliedes  an  den  in  Gl. 
(23)  gegebenen  Wert  von  E anznbringen  ist,  wird 

_1  ^ O(0)*6(i(b)  H(x-^iia) 

“ liK  K'n(i<a)Ht(ia)B^(im)  B{x)  ^ 

« »(<•«>)  * 

. 1 « ö(0)ö(«ca)  H(x—üa)  ^ 

Ä ^ K‘H{ia)Ht{iio)ei{im)  B(xj~  ^ 

»(ia)  n _ e'(iiD) 

« »(.«)  * J , «(.•<»)  (26) 

Fttr  W erhftlt  man,  indem  man  pag.  (18)  die  Werte  fttr  co' 
f einführt,  nach  einigen  Rednetionen 


I 


u(x—m)  e(7iiy  * 
B(x)  ‘ 


Wdva 


yy  = (^)X+2A,cos[l(-,.s')t>o-r'  -g'B] 

+2A,cos[(l+d+ps')ro+r'-f'it-3B]|  (27) 

Äo  — Aoo 


wo 


^*1  = — 7’ioi*'+2P,oo  j _ , — 2Q,0J  -cMO-  iie' 


.^»00  ** 


(l-fi')(l-ps') 

x' 


2'', TV,,*'— 4 4Q*,, 

d = 1— 3ft 

Ersetzt  man  in  Gl.  (27)  wieder  vg  durch  x and  schreibt 


2«  1-iis' 

2K  A ■ “ ' 

2n  1+d+fig' 
2K  l 

so  wird 


, 1-CS' 
A 

(3B— 180«)  ■ 


«,  (3Ä-180®)  — p-  - r'-  s'B  = /J, 

l+^+(«g' 


fr'-(3-fs‘)B-^, 
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+*i[' 


«■{«,*+  — i(0,Z  -1-^; 


’ll 


Diesen  Wert  hat  man  in  Gl.  (26)  einznsetzen,  indem  man  zugleich 


tlro  durch  rir  setzt.  Ferner  erhalt  man  leicht 

liK 

6'(tai)  , re  1 Ji  re  • " I 

H(^-ia)  e(Vä)  t/9  2A  " { ''2K®  , Ä " ' 2Ä  * | X 

“«W”  * “ T' « r«  -«  \ 

ö'(ta>l  , re  l . >*  " ) 

//(i+iü))  ~5(7^ 

e(a-)  * . e (e  ) 

n l / * ^ \ 

Das  Glied  werden  wir  später  berücksichtigen. 

Durch  Einsetzung  obiger  Werte  erhält  man 

S'(iio)  r Ö'(i<ö) 

H(x-\-Ua)  ~ ^ I H(x—iia) 

0(x)  * J e(x)  « 

|l._  « ~ Ä f*i) 

I .ÄTi  L ® Pi 


iVrfe„ 


< AT"  — «v>i-P»)  , « '■  “ 


P* 


+ - 
Ps 


2tk 


+/J-  ^ 


“ “(pi— p»— "j)+*/*i 


+ 


Pi+«»  ■ Pi— “i  p»— »I 

TT  Ä 

- e“  Ä e~  A' 


P?+“i 

^,w— fa(p,— p,— a,)+i/3, 


Pi+“i 


Pi— “i 

2?t  . , j 

, V (U— wer,— 

+ O: > + Ä» 

^ P»+“i 


1...! 
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Das  Glied  in  A,  ist  dem  in  A,  analog,  nnr  hat  man  s,  nnd  ßf  fflr 
0,  Dod  ßi  zu  setzen,  and  es  bedentet 

Der  Ansdrnck 

©’(i«)  f'  9'  (iw) 

H(r— I«)  e,„-  * I HiT+ia,)  * - 

0(x)  * / «(x)  ■ * 

ist  ganz  analog  gebani , nnr  entspricht  jedem  Glied  von  der  Form 
igx—iC  — ijx+iC 

A<  in  obigem  Ansdmek  ein  Glied  von  der  Form  Ae 

Man  kann  demnach  fOr  ihre  Somme  setzen  cos(9x-{-C) 

Nennt  man  ferner  den  gcmeiBScbaftlicben  Factor  in  Gl.  (26) 
and  ersetzt  schliesslich  wieder  z dnreh  «o,  so  erhält  man 


(28) 


( 2» 

4.  W ( ^>*1  _i_.  ^ \ 

;i^Jco8((i+i-ps‘)t><,+(3+c')Ä-r'i 

. n 27t 

* S"(-i_+  ' 

ht+Oi/  “a*  vl 

cos[(A-l+ps')«’o-(3-c')fi+^'l 

n 

(^^+|^jco8i(i+A+a+Mc>o-(6-f')fl+r'i 


Nimmt  man  nun  dos  oben  fortgclassene  Glied  mit  q mit,  so  ver- 
ändern sich  nur  die  Coefiieienten  obiger  Cosinus  und  man  hat  zu 
dem  Factor 
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von 


zn  addiren 


cob[(i— s'ii— r'] 


— jf  ®> 


S—I^S 


cos[(A+l-,«S>0-(3+s')ß-r-] 


K,  , 

2(f  — ns'J 


co8[(A-l+^s')«’o-(3-f)Ä+r'] 


c08|(l+A+d+^s'H  - (6-ff')Ä+r‘]  - 

Eb  ist  Don  noch  der  gemeinschaftliche  Factor 

- 2 JT  0(O)*6(ioi) 

'2XKK‘  //(»iB)Ä,(.w)öi^ 
zu  bestimmen.  Mit  Hülfe  der  Relationen 
^(0) 


I k'^ 

, s—m' 


Ai5<!  K *’* 


6(ca>) 


2\/9«(0)8iu  >m)h=oo  / * \ 

-)  - a-2a*"cos(2^.«)+5‘-) 


((l-2)(l-g») 


findet  man ') 


1)  Sholomow,  Rcrherrbcs  etc-  pag.  19. 
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- _ 2^  1_ 

12K  K'^ 

"/Ta-^S-l/'n  1)!-,**- 1;^!} 

«=1 n=.l  * * 

* W 

/ *r “ — ^"\"=  « 

-«  ^ j fl  X 

ns  QD  nsOO 

flKl+25>-)*-|-5*-**} 

wo  "=* 

n n 

2jr" 

x = e — e 

gesetzt  ist,  oder,  indem  man  die  Prodncte  entwickelt 


- ... 

^ n 2KK'  71  7t  7t  7t  (29) 

Schliesslich  kann  man  in  Gl.  (28)  p(«,)  für  £(«>  setzen,  da  in  der 
Gleichnng 

p “ fl  ^1  + cos  (it>o  — 

das  zweite  Glied  vernachlässigt  werden  kann. 

Eine  weitere  Corrcction  ist  noch  dem  Integral  Gl.  (23)  zuzn- 
fOgen,  nm  die  auf  der  rechten  Seite  der  Gl.  (22)  stehenden  Glieder, 
welche  mit  £ mnltiplicirt  sind. 


so  berücksichtigen.  Erwägt  mau,  dass 

sin*[A»o  - 3B]  = i ^1  — cos  4 
ist,  so  kann  man  hierfür  schreiben 

h (S-)  !t  + - t]  ^ *•••}  ^ 
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Das  erste  Glied,  welches  nicht  mit  einem  Cosinus  mnitiplicirt  ist, 
berücksichtigt  man  nun  sehr  einfach  dadurch,  dass  man  es  auf  die 
linke  Seite  der  Gl.  (21)  und  zu  ß„  scblllgt,  so  dass  man  also  nnr 
statt 


zu  setzen  hat 


ßo — P )10 



Po“  -^010  g" 


Das  mit  dem  Cosinus  multiplicirte  Glied  giebt  als  Corrcction 
vou  E ein  sücnlftres  Glied;  dasselbe  kann  man  jedoch,  wie  Herr 
Gyldeu  gezeigt  bat,  dadurch  verschwinden  lassen,  dass  man  o um 
eine  kleine  Grösse,  Ja,  variirt.  Da  jedoch  in  unserem  Falle  Ja 
so  klein  wird,  dass  wir  es  vernachlässigen  können,  soll  auf  seine 
Bestimmnng  hier  nicht  näher  eingegangen  werden  ’) 


VII 

Wir  kommen  nun  zur  numerischen  Berechnung  der  Apsiden- 
Bewegnng  ; und  der  Function  pg. 

Zunächst  findet  man  durch  Entwicklung  der  Stömngsfunction 
(pag.  9.  Gl.  D und  E)  die  in  Gl.  (20)  anftretenden  Constauten 


und  Quai' 

Pooo  — 5.8340370  •)  i 

Qioo  ” 

5.0286201 

^811 

- 6 7858956, 

f njo 

6.3963098m 

Qioi 

5.6616538 

^10 

6.2574556m 

P 100 

5.5465697 

Q»oo 

5.6303454 

Qj08 

5 9084426 

Pin 

6.2094726 

yjoj 

6.1404250 

^180 

6.4537522 

Ptoo 

5.9799200 

^800 

5.2306291 

PfOl 

6.5243287 

^810 

5.9506802m 

Paoo 

5.7423376 

^110 

5.7525447h 

•^810 

6.3901285m 

Qlll 

6.4044070m 

Demnach  erhält  man  für  dass  Verhältniss  der  mittleren  Bewegnngen 
u = ~ - 9.5166893 

n 

1 - 3(1  — ft)  = 0.3045806 


1)  Vergl.  Gylddn,  Die  intermediäre  Bahn  dea  Mondca.  pag.  IS8. 
HheUnuw,  Rcchcrvhca  ctc.  png.  30. 

2)  Stmllichc  Znhien  sind  Logarithmen. 
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tia=l*-  Poio  — 1 = 0.4865992 
Ferner  nach  den  Defiuitions-Gleichnngen  pag.  369) 


ß — 7.3290798 


® “ 4i' 


ßo  “ 6.3963098 
Ans  der  Gleichung 

(pag.  371.)  findet  man 

q — 6.1178586 

and  ans  den  bekannten  Relationen 

((l  + g»)(l  + 7*) 

'-^=1+7^.. 
n ' 1 — 5 

X:  - 8.6607613 
— — 0.0002279 


Setzt  man  nnn  in  Gl.  (21,) 

1 — i*sn*iw— 
und  beachtet  die  Relation 

-323*11 +2g*+  ...1 

so  erhalt  man; 

^o-^o-8lVil  + 2g*+...} 

ßo  = 6.3953287 
l;*8U*i’u  8.2428393 

Nnn  setze  man 

a —iksnim  •=  9.1214196  (n.  imag.) 


7t  7t 

•ix  " ” 2ä:  " 

Bezeichnet  man  ferner  « — « mit  *,  so  besteht  die  Ent- 

wicklung 

ff  ( 2Vg(l+g)  2Vg»(l  + g)»  1 

1(1— g*)  — gx*"^  (1-g*)*  — g»a»- ) 


oder 
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2^3(1 -|-g)  ^*-|-3aa»  = a(l_3)> 

woraus  man  dio  Reihe  erhält 

_ g(l-g)»  2^/,  g*(l-g»)  /^Y  \ 

2v'g(l+g)  4(l+g)*  \n ) "’j 

und  als  Näherungswert  von  x findet 

Xj  = 0.7597264  (n.  imag ) 

Setzt  man 

in  Gl,  (30)  ein,  also 
so  findet  man 

fi  — 6.1179156 

und  die  zweite  Näherung  von  x 

xj  = 0.7597617  (n.  mag.) 

und  damit 

n 

2iC  ^ 

e — 0.7460129  (imag  ) 


K 

e — 1.4920258 

Wir  hatten  nun  (pag.  372.  und  374.)  gesetzt 


und 


»(.«)  — *2A'  i) 

ff  — fi  — v(l  - fl) 

Benutzt  man  nun  die  Entwicklungen 

Ö(i0))  ~ 2A  ® \ ^ 

{(1— g)*  — gx*^~ 


l*-g»*»+"} 


(1  — g»)*-g»I* 


n 


1 . . 

1+1-5  1+9*^ 


SO  findet  man 
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s 


= 38  — 1 — 3(1  -8)* 


X 


( g j 9’  

Ul  — 3)*-9»:*'’"(l  -5>)»-5>x* 


Nach  dieser  Formel  ist  jedoch  g nicht  genau  zu  bestimmen, 
weil  es  sehr  viel  kleiner  ist,  als  die  beiden  Werte  und  1,  durch 
deren  Differenz  es  gebildet  wird;  man  benutzt  deshalb  die  Reihe 


dniw  = - y = 

’*  21C  1-^0  = 


((1 — g)*  — gz*  (l — g*)*  — g*®*^  ) 


woraus,  unter  Berflcksichtignug,  dass  1 — 3(1  — (i)  ist,  sofort  folgt 


0=  + 38  + 1+3(1-8)  X 

I (1+g) 

) ®(1— 9) 


(1  — 9)*  — g®‘ 


Addirt  man  diese  Gleichung  zu  obigem  Ausdruck  fUr  5,  so  fallen 
die  grossen  Glieder  fort,  und  es  wird 


=2 


10  I 10  I ^()^ 8)9 ^ 

4Po  + APo  -t-  • • ■ -t-  (1  _ Ql  I 


- X“ 


(1— g)  — gj 


Nach  dieser  Form  ergab  sich 

5 — 6.1501240 

Die  Function  po  ergiebt  sich  aus  den  Gin.  (25)  und  (28). 

Die  Grösse  w (Gl.  (25))  ist  eine  Integrations-Constante,  welche, 
streng  genommen,  aus  Beobachtungen  bestimmt  werden  musste.  Da 
dieselbe  jedoch  sehr  nabe  mit  der  Excentricität  der  elliptischen 
Bahn  zusammcnikllt , können  wir  sie  in  erster  Ann&hernng  mit  dem 
Mittelwert  der  veränderlichen  Exccntricität  identificiren  und  setzen 

X — 9.1082931 

Dieselbe  Grösse  ist  für  Jupiter 
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St'  = 8.6835140 
und  dessen  Apsiden-Bewogaug 

s'  - 5.53914 

Damit  findet  mau  (vergl.  pag.  375)  und  377) ) 


*0  — 5.83404h 
A,  — 4.52972h 
A,  — 5.67277h 

ferner 

oj  - 9.9962180 
o,  — 0.0; '32973 

und 

= 9.5951 3ü0 
= 0.2'  '55516h 

womit  sich  ergiebt 

Po=[9.1082915]cos[(l-ff)^•o— i’]-f[8.'26704!5]cos[(l-fis’)r„-fÄ-r] 
+[7.6144949cos[Aro— 3Z1— [(l-s)ro— -^1] 

+[7.299301 6]cos[Aeo  [{1  -fS'H  - S‘ß-r']  ] 

— [5.2244026]cos[Aco-35+[(l-s)Po—  T]  ] 

— [4.3868.’ü9]cos[leo  -3^^+[(l  - MS')»’o-ff'7^— T'J ) 

— [3.73238jcos[2At»„— 6J9— [(1  -s)po-  n 1 “ [5.8278775]  (31) 

Es  möge  noch  erwähnt  werden,  dass  man  das  letzte  conslautc 
Glied  fortschaffeu  kann,  indem  man  in  Gl.  (12)  Zähler  und  Neuner 
durch  1— [5.8278775]  dividirt. 


VIII. 

Zur  Bestimmung  der  Variation  % °tn  aus  Gl.  (18)  die- 
jenigen Glieder  ausznsnchcn,  welche  gross  werden  Durch  eine  ganz 
gleiche  Betrachtung,  wie  sie  in  III.  angcstellt  wurde,  ersieht  man, 
dass  dies  solche  Glieder  sind,  welche  die  Form  haben 

Acos{deo-fC’) 

wo  d eine  kleine  Grösse  ist. 

Solche  Argumente  treten,  wie  man  sich  leicht  Ober  zeugt,  nur 
in  solchen  Gliederu  auf,  welche  von  der  2teu,  4ten  Ordnung  in 
Bezug  auf  Qq  und  pg'  sind,  und  man  erhält,  weun  man 
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setzt ') 


“ **“  ^ 1“2QiojPo'*  2Q,]jPoPg‘ — 4fi*Q,(K,(y'Po'rfpg)* 

+8f‘*Qioo(/eo'‘^«’o)(/  Po'^^o)! 

cos  V \4n  Q,o,  Po'/  po'dPo+^f»  QiioPo/  Po''^*’o— 4f»Qioi  Po'  /Po«^»’o 

+2»tQioo/Po'*‘*«’o— 8f*Qioo/PoPo'‘^«’ol 

+sin2rl-4(iQ„iPopo'-|-64fi*Qjoo(/po'''‘'ü){/Po‘^o)! 

cos2  V {16fiQ2iopo/po'<^t'o — IG/iQaoipo'/pofft’o— 32ftQ2oo  / po  po'rfpol 

+sin3  V |-6a,„Po*-108M*Qsoo(  /po<»'’o)‘^ 

-fcos3  V 1— 36f»Qj,oPo/porfPo+54ftQ»o/Po**ol 


Setzt  man  fQr  pg'  and  po  ihre  durch  die  Gin.  (15)  und  (31)  ge- 
gebenen Werte  ein,  und  zieht  die  trigonometrischen  Functionen  anf 
die  frflher  beschriebene  Weise  zasammen,  so  erhält  man 


= - a,8in[(3+2^C‘)Po+Z-3il+2r'] 

ppo 

— o,sin[(J+f+/is>o+2z— 3il+r-4-r') 

— a,sin[(d+2g)Po+3z— 3B+2r]  (32) 


nnd  es  ist 

®i  ” ^Qiji  l***'*Qsoo'l“2/i*t't4Qjoo+(ia'«'Q|oi 

■f'f**4*'Qno“l"(**'*4QioiH — mQioo 
+2  t»  ^^100+  *'*« 

— f**'*»QsCl — ® >*Q*oo”l~i***Qsso 

— i***Qa»o~27(i*tt*Qsoo"l“27fi**4*Qgoo — 3.“*f**Q8io4'3a4*4f‘Qsio 
.27  ^ 27  ^ 

"T  4 (**f  *S  Qsoo  — 4 f‘*4*4Qj00 


1)  Bier  sind  diejenigen  Qlieder  fortgelassen,  welche  nnr  c oder  t'  als 
Factor  von  v,  enthalten , da  dieselben  dnreh  die  doppelte  Integration 
h/perelementtr  werden  worden ; ein  Umstand , der  yermieden  wird , wenn  man 
diese  Glieder  an  S schligt,  nnd  also  als  Störungen  der  intermediSren  Bahn 
behandelt. 

Aish.  4.  Math.  a.  Phfa.  S.  Baihs,  T.  TI.  25 


Digitized  by  Google 


386 


H^«{/niann:  Die  intermediäre  Bahn 


'* ’^Qm+2f***'*3QlOO+f**3<'Q|10+f‘>‘'f3<ilOI 


+ 0;^^t‘Qioo+>‘'»i<i*io+16f**f‘«iQ*oo4-4.“»it'Q4in 

4f«x't,  Qjoj  8 I öaso 

— 54(i*t,fgQjoo~l~54f4*f3t4Q3D(| — 9(x,Cj-{-Kj,c,)fiQ3,o 
+9(*3*4+’‘4fs)8Qsio+27  8Qsoo— 27  8Q300 

<>3”  i*l*^380  S(*l* — ’‘s*)Q3»0“f*27/«*(ts* — *i*)Q300“H28(*3*S  *1*i)Qs10 
27 

"H  — *3*3) 


wo  x„  Xj  ...  X4  der  Reihe  nach  die  Coefficienten  der  vier  ersten 
Cosinus  in  Gl.  (31)  bedeuten,  und 


* “ (l-ff')8 


1— Hff' 


*4 


^ 

k -(1— fij‘) 


ist. 


*8 


*a_ 

i-(l-S) 


Behufs  Integration  der  Ol.  (32)  entwickeln  wir  die  Cosinus  nach 
Potenzen  von  Xi  wodurch,  unter  Vernachlässigung  des  Quadrats,  wird : 

5,+  ®.»  = ®.  (33) 

®o— ®iCOs[(d-|-2f4ff')«>Q— 3S-f-2  r’')-j-2ajCos[(Ä-}-s-|-/if')t>Q— 3ß-|-r'-['7’*l 

H-[3o3Cos[(d-{-2j)rQ -3B-\-2r] 

<Pi— -OiSinC  „ ]-a,sin[  „ ] 

-“3Si“[  M ] 

Intcgrirt  man  zunächst  unter  Vernachlässigung  des  in  % mnlti- 
plicirten  Gliedes,  so  erhält  man 


* “ (<5-f2<lff')«  **““•+  (d+s4-^j')» *'"“*+  (d+2ff)»  ®‘“ 

Setzt  man  diesen  Wert  in  (2>qx  ein,  zieht  wieder  die  Winkel  zu- 
sammen, und  integrirt  von  neuem,  so  wird 
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“ (d+2Ms')i  (d+te)-*®'"“* 

+*  (d+fe?  4(d+sW 

(d^)*®*"^"»+  4(d+j4-3fi?^  811104+  2(3q::3j:|^-jy*'“»s 
ro 

«,  = (i+2f.ff>„-3fi  + 2r' 

“ (^+f+Ms>o-3Ä+r+r 

ffg  (d 2ff)t?0  3Ä-j- 2i^ 

= (2d  + s+3(is>o-6B+r+8r' 
as  - (2d+3ff+|«ff')ro-6Ä+3r+r' 


i. 

d. 

d» 


?i* , ^ Ji_  1 3 ' 

(d  + s+t<S')*"*"  2 V(d+2s'?''' (d  + 2^j‘)* 

"i°i  1 °i<h 

2(d  + S-f  f»«')*"*"  (d  + 2/if')* 

LJ "»fs 

(d  + 2s)»'T'»(d  + ff-MSr 


Die  Eiusetzaog  der  nnmerischen  Werte  ergiebt 


a,  — 4.0390434»  (d+2^s')‘  = 5.4562256 

a,  = 4.5119368,  {d  + s+fif')‘  =-  6.4628780 

n,  - 5 . 0503829  (d  + 2f)*  = 6 . 4694798 

nnd 

Z=  [3.5909031]sin[(d+2g)t>o— 3Ä+2r] 

-(8 . 0490588]sin[(d+s+,iff')Po -3B4-r+r'] 
-[7.5828178]8in[(d-l-2>if')»o— 3i#+2r‘] 

+[6 . 7558375]sin[2j(d+2fH-3Ä+2ri] 


wo  die  fibrigen  Glieder  ihrer  Kleinheit  wegen  fortgelassen  sind. 


Im  Maximam  wird  % = 3“5'. 

Nachdem  % gefunden,  könnte  man  eine  zweite  Näherung  för  pp 
ableiten,  indem  man  den  Wert  von  z in  die  Differentialgleichung  fOr 
Po  einfflhrt. 

Doch  soll  hierauf  an  dieser  Stelle  nicht  näher  eingegangen 
werden. 


25* 
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IX. 

Durch  die  bisberigon  Betracbtungen  ist  die  Bewegung  des  Pla- 
neten in  seiner  momentanen  Bahnebene  bestimmt;  es  erflbrigt  noch 
die  Bewegung  der  Babnebene  selber  zu  untersuchen. 

Ans  der  Bewegungsgleicbung 

tl*Z  flj!  SSI 
d<»  + r*  “ äT 

erhält  man  durch  Einftthrnng  der  Breite  b,  z = rsini  = rj 


wo 


fit*  ' dt  fit 


dz 


U 


r»  SSI  . 

— ^ ist. 
c dz 


Ersetzt  man,  gemäss  den  Gl.  (3)  und  (6,)  ( durch  t>o<  so 


rfro* 

und  da 


1 flS  dj 
1-|-S  dvQ  flvg 


, , , r*  /d*r 


(Ü*  + r*  “ ''Vd</  9r 

ist,  erhält  man,  indem  man  v durch  seinen  Wert  t>o-|-2  ersetzt: 


^ ^S-  di  J /dj  y 

dvQ*  1 -f-S  dv„  dvQ  \ doo  ' \d»o/ 

Erinnert  man  sich  nun  der  Relationen 


r*  8ß  r*( 

**  1 ^ rw( 

1 1 \) 

-^s+rcosH^^ 

^si+(^a  ^<s)*'  } 

aß  , , 

(1 

^H= 

\J*  r‘»i 

so  sieht  man,  dass 


(1  + S)*^’  ^a-(H-‘S)‘^^=(l+'S)* 


e 


SSI 

Scoa  H 


^a  cos  H — 
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ist  W&hlt  man  nnn  dio  Bahnebene  Jupiters  als  Fnndamental-Ebene 
so  wird  *'  — 0,  nnd  man  erhält 


dPo*  1 -[“'S  rfPfl  \ 

+ (1+5)»  jCOSHg^jj. 


0 


nnd  mit  Vernachlässigung  der  Glieder  zweiter  Ordnung 

S“»  ^ ^So+  r ^ 

Ans  der  Entwickelung  der  Stömngsfunction  ist  bekannt 

r>  da 

7 “ 2Ü2: A.»'  ft,*  Po'*'  cos  nH 


(35) 

(F) 


Durch  eine,  der  in  UI.  angestellten  analoge,  Ueberlegnng  ersieht 
man  leicht,  dass  in  der  mit  } multiplicirten  Klammer  (Gl.  (35)  die- 
jenigen Glieder  gross  werden,  welche  das  Argument  mit  0 oder 
2 mnltiplicirt  enthalten.  Man  erhält  somit 

7 0cosÄ'*^®'^~  •^ioo+(‘^*oo"1*54oo)c08 [l»o“3fiJ  ... 


dv 

Ans  +-  erhält  man  das  Glied 

OVq 

2 ^ = -j  QoooCOs[lti^  — 3Ä] 

Mithin  hat  man 

+ |(l  + -5,oo)  "1“  ( y Qsoo  -^joo  4"  •54oo^cos[Aro  - 3Ä]|  J = 0 
oder,  indem  wir 

/t,oo  = |S(«) 


jQsoo  + 5«o  + Ä*oo-/J“' 

setzen : 

+ |1  +^W  + /l<'»co8[Apo-3Ä]}i  - 0 (36) 


Die  Integration  dieser  Gleichung  wird  auf  dieselbe  Welse  aus- 
gefabrt,  wie  die  der  Gl.  (21). 

Setzt  man 
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it>o  — 3B 


<?<»>(! -g») 
4i* 


(1  + /JW)  — iro<»)  - 1 — fc*8n*to 


80  erhält  man  wieder  die  Lam4’8che  Differentialgleichung 
^ — [2i8n*a:  — 1 — fc*8n*«o)]  j = w 


(37) 


wo  w al8  von  der  zweiten  Ordnung  der  Masse  fortgelassen  werden 
kann.  Das  Integral  der  Gl.  (37)  ist 


a- 


, //(x+tw) 

'•  «(*)  * 


S'(ito) 

S(i<o) 


S'(m) 

B(m) 


+ C’’ 


«(x) 


X 


Man  führe  die  neuen  Constanten  •/,  und  v ein  durch  die  Glei- 
chungen 


C, 


J 1 

Q "«■  * 

2 V« 


2X 


J 1 


“ n 4 * 


Vg 


0‘(ira) 

0(i«>) 


* 2ä^ 


so  wird  nach  AnsfOhrung  der  in  V.  angegebenen  Transfonnatiooen 
n 

2Ä‘ 


jt 

— cTTrfO 


40(X)  - Je 


sin[i:— 35— ro(l-,i)(v  -2)] 


2A  *** 

+ ./e  flin[(l  — m)(»’  + 1)«>o— -i] 

nnd  da 

l+2gcos[ieo  — 35]  ...  ist, 
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2K " 2jr“ 


8in[(l+r)fo— ■^J(e  — « «) +8in  3B) 


2Jr“  2A'“ 


— [d+^K— 


— e 9) 


(+sin[(iPo  — 3S;+[(1-|-T)t'p— 2^]e  q I 

r 1 

+ 8in[2(lPo— 3^)— [(!  + »)  9 ' 

wo 

r — v(l  — ft)  — 

gesetzt  ist  and  die  Bewegang  der  Knotenlinie  angiebt. 
Analog  dem  Ansdmck  für  ; erhält  man 

WO 

ßm  = jS(0)-|-8iV(l  + 29*+"-)  ist- 

Die  nnmerischo  Rechnung  ergiebt 


|J<«)  = 6 .2607944 
q = 5.1023487 

2 V 

— = 0.0000217 

if 

^(0)  =6.2608069 


ßW  _ 6.3135699 
a ■=  9.1086880 

= 1.2546941 

(t  =5.1023487 


it*8in».a)  =.  8.2173760  *,  — 1.2547034 


2A 

« = 1.2560419 


~ 2A“ 


8.7439581 


T =.  5.9588269 


j [1 . 2560419]  sin  [(1  + 1)  p„ — 2]+[8 . 7421670]  sin  [(It-o  - 31#) 
) — [U+»)»^o— -^] 

) + [6 . 3583906]  sin  [(l>’o — 3R)  + [(1  + 1)  Po — -S]] 

< + [3. 8463068] sin [2 (Apo  -3/#)  — (1+t)p,— 21]] 
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XIX. 

Eigenschaften  gewisser  Punkttripel 
auf  der  Cissoide.’) 


Von 

K.  Zahradnik. 


I. 


Berttbnm^iipel. 

Die  Gloichung  der  Cissoide  in  Parameterdarstellang  lautet: 

a 


a 

^ “ u(l+u*) 

Die  Gleichang  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  u,,  u«  ist: 

(1 + «^ ’+ + “»*)*  — **i“*  («*!  + “*)  y — a = 0 

welche  fttr  u,  »i  — u in  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte 
u,  n&mlich 

(l  + 3ti*)x  — 2uV-«-0  (2) 

Ubergebt.  Die  Berührungspunkte  *)  u„  «j,  u,  der  aus  dem  Punkte 
P(x,f)  an  die  Cissoide  gelegten  Tangenten  bilden  das  dem  Punkte 


I)  Siebe  In  diesem  Archiv  meine  dieibezOglichen  Arbeiten;  Rationale  ebeM 
Cnnren  Teil  56,  pg.  114;  Beitrag  inr  Theorie  der  Cissoide  T.  57,  pg.  535; 
Weiterer  Beitrag  snr  Theorie  der  Cissoide  T.  63  pg.  443. 

3)  Funkt  u d.  ist,  dessen  Parameter  gleich  u ist 
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P entsprechende  Bertthrnngsdreieck ‘}.  In  diesem  Aufsätze  wollen 
wir  nun  die  Verwandtschaft  nntersucben,  in  welcher  der  Pnnkt  P 
zn  den  ausgezeichneten  Punkten  des  Bertthrnngsdreieckra  steht  Den 
Pnnkt  P werden  wir  kurz  als  den  Pol  des  Berflhrnngsdreieckes  be- 
zeichnen. 

Pol  und  Schwerpunkt. 

2.  Für  den  Schwerpunkt  S(f,  tj)  des  Berflhrnngsdreieckes  fanden 
wir  mit  Rflcksicht  auf  die  Relationen 

äE 

P«  — 2p 

P,  » 0 (3) 

X — a 

p*  ^ 

welche  sich  aus  (2)  ergeben: 


Diese  Gleichungen  geben  uns  die  verlangte  Relation  zwischen  dem 
Pole  P und  dem  Schwerpunkte  <S  des  Berflbrungsdreieckes. 

Wir  erkennen  ans  diesen  Gleichungen,  dass  zwischen  P und  <S 
eine  quadratische  rationale  Verwandtschaft  und  zwar  eine  Kreis- 
verwandtschaft  besteht  Wir  können  nämlich  die  erste  der  Gl.  (4) 
schreiben; 


Addiren  wir  zn  dieser  die  zweite  Gleichung  (4),  nachdem  wir  sie  mit 
I — y — 1 mnltiplicirt  haben,  so  erhalten  wir : 

I)  Siebe:  Weiterer  Beitrag  zur  Theorie  der  Ciaioide.  Hoppe’t  Arcbir  d. 
Mathematik  und  Fbjrsik  Teil  68,  p.  443. 
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5 — “+»■*/ 


,»  *+0  + *? 


ä'*+(*+i) 

aus  welcher  Gleichung  wir  nach  Kürzung  mit  dem  Z&hler  erhalten; 

(5) 


Setzen  wir  nun 


t — x — iy 

SO  können  wir  die  Gleichung  (5)  schreiben ') : 


— «»“*0  ,(6) 

Aus  dieser  Gleichung  erhellt,  dass  jedem  Punkte  * nur  ein  Punkt  f 
und  umgekehrt  entspricht.  Die  Gleichung  (6)  ist  nämlich  in  Bezog 
auf  i und  r linear,  und  wir  erhalten 


t = 


*+ö 


iL 

a—  t 


(6') 


Wir  können  aber  auch  direct  aus  Gl.  (6)  die  Coordinaten  vou  P 
mittelst  der  Coordinaten  von  iS  ausdrUcken.  Es  ist  nämlich 


somit 


» + ö — ty=— 


2 E — a -f  «■  j; 


(I*  E — a — trj 


(i*  E — o 

2 (E 


3'“  2 (E-n)»+7,» 


(7) 


Somit  haben  wir  bewiesen,  dass  die  angeführte  quadratische  Ver- 
wandtschaft eine  rationale  ist,  und  aus  der  Form  der  Gleicbnng  (6) 
erhellt,  dass  sie  eine  Kreisverwandtschaft  ist,  d.  i.  die  zagebörigen 
Punkte  P und  S entsprechen  sich  durch  Inversion. 


I)  Kl  besteht  somit  ^ z=f(z).  Die  Curren,  welche  P beschreibt,  lieben 
mit  den  Carven,  welche  der  xngcordnctc  Punkt  I beschreibt,  in  isogociler 
Verwandtschaft,  d.  i.  schneiden  sich  unter  demselben  Winkel.  Siebe  Sieber: 
Ueber  die  graphische  Darstellung  imagintrer  Functionen.  Grelle  Bd.  bf. 
pg.  !26,  343. 
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Die  Haaptpnnkte  des  Systemes  P sind 


und  die  zwei 


imaginärcD  Kreispankte,  die  Ilaaptpankte  im  Systeme  S sind  (a,  0) 
and  die  beiden  imaginären  KreiJ^nnktc.  Bezeichnen  wir  den  Punkt 


mit  Of  und  den  Punkt  («,  0)  mit  O,  (Fig.  1). 


Denken  wir 


nns,  dass  wir  das  System  P parallel  verschieben,  so  dass  der  Haupt- 
punkt Op  zusammenfällt  mit  dem  Coordinatenanfang ; gleichzeitig  ver- 
schieben wir  auch  das  Punktsystem  <S  parallel,  so  dass  O,  in  den 
Coordinatenanfang  fällt,  ln  dieser  neuen  Lage  bezeichnen  wir  die 
zugehörigen  Punkte  P^,  S'.  Drehen  wir  nun  das  Punktsystem  S'  um 
den  Coordinatenanfang  um  180**  und  bezeichnen  die  Punkte  5'  in 
dieser  neuen  Lage  mit  5^,  dann  liegen  die  entsprechenden  Punkte 
P],  iS,  auf  einem  Strahle  aus  O,  so  dass 


Wir  gelangen  so  zur  nachstehenden  Constrnction  der  entsprechenden 
Punkte.  Wir  constrniren  zuerst  den  Modul  der  Inversion  welcher 

gleich  der  Sehne  Öpli  eines  Kreisqnadranten  vom  Halbmesser  OpO—  5 


ist,  beschreiben  ans  o den  Inversionskrcis  I mit  dem  Halbmesser 

Den  Punkt  7’  verbinden  wir  mit  Op.  ziehen  zu  OpP  ans  dem 
V ^ 

Coordinatenanfang  eine  Parallele;  ebuuso  ans  dem  Punkte  P zur 
Axe  X.  Der  Durchschnitt  dieser  Parallelen  ist  P,.  Auf  OP,  con- 
stmiren  wir  S,  mittelst 

OP,.OS,  = 


verlängern  S,  O Ober  den  Coordinatenanfang  um  seine  Länge,  womit  wir 
den  Punkt  S‘  bekommen,  und  die  Parailelprojection  mit  der  Axe  X 
auf  die  durch  O,  zu  OpP  gezogene  Parallele  gibt  uns  den  Punkt  S. 


Anmerkung.  Die  Snbstitution  in  die  Gleichung  (6') 

bewirkt  eine  Parallelverscbiebung  auf  den  neuen  Anfangspunkt 
Op^O,  — 05  ebenso  für  J'  — t—a  nehmen  wir  O,  als  den  Anfangs- 
punkt des  Punktsystems  ü.  Aus  (6)  erhalten  wir: 


(8) 


Nun  ist 
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OpP=J  rt-*V,  0,S  = i'  — 

somit: 

o* 

Op  P.O,S  = rp«^')’-(F)  = - «•» 

woraus 

, o* 

^~~7t  + q>,  rp-=2 

in  Uobereinstimmung  mit  (8)  folgt,  da 

0,P=  OP, 

0,5=  0S'=—  OS, 

Auch  diroct  können  wir  die  Relation 

OpP.O,S=-|* 

dartnn;  es  ist  nämlich 
somit  wegen  (4)  und  (7)  auch 


(-0’  (-IT 


(*+^)  + 


OpP* 


woraus  sofort  folgt: 


OpP.O.S 5 


FOr  die  Praxis  können  wir  die  (Tonstmetion  bedeutend  verein- 
fachen. Wir  können  Op  als  Inversionscentmm  nehmen;  wir  erhalten 
so  P=  Pi,  und  die  Constrnction  von  S,  und  somit  von  S ist  wie 
früher.  Somit  haben  wir  die  Yerwandtsebaft  *)  zwischen  P und  S 
vollständig  erklärt  und  können  somit  die  allgemeinen  Resultate, 
welche  für  die  quadratische  Transformation  gelten,  hier  verwenden. 
Beschreibt  z.  B.  P eine  Curve  n-ter  Ordnung  und  m-ter  Classe,  so 
beschreibt  der  entsprechende  Punkt  S eine  Curve  2n-ter  Ordnung 
und  (2n  — m)-ter  Classe,  welche  die  Hauptpunkte  des  Systemes  8 n 


I)  Ueber  diese  Traoslormatioo  siehe  Ssimon-Fiedler:  Höhere  ebese 
Cnrven  pg.  363,  Kegelschnitte  S.  Aufl.  pg.  036,  Bellavitis:  Teoris  dells 
fignre  inverse  e loro  nsn  nelU  geometris  elemenure.  An.  delle  sdenje  del 
regne  Lomberdo-Veneto  1836  T.  VI.,  wie  such  die  Arbeit  LionTille-i  is 
dessen  Jonmsle  Bd.  XII. 
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M-iachen  Pnokten  hat  Geht  die  Carve  von  P imal  durch  den 
Hanptpnnkt  Of  nnd  2 mal  durch  die  imaginären  Kreispnnkte  hindurch, 
so  zerfällt  bekanntlich  die  Cnrve  von  S,  welche  von  der  Ordnung  2n 
Ut,  in  die  t--fach  zu  zählende  unendlich  ferne  Gerade  nnd  in  die 
/•fach  zn  zählenden  Verbindungslinien  von  O,  mit  den  imaginären 
Kreispnnkton,  dann  in  die  eigentliche  Inversionscnrve,  welche  somit 
2n  — i — 2/-ter  Ordnung  und  2n  — m— 2i  — 4/-ter  Classe  ist,  wenn 
m die  Classe  der  Polcnrve  ist  Der  Pnnkt  Og  ist  ein  n — 2f-facher 
Punkt,  nnd  die  imaginären  Kreispunkte  sind  (n—k  — /)-fache  Punkto 
der  Schwerpnnktscnrve. 

Beschreibt  z.  B.  der  Pol  P eine  Parabel,  deren  Parameter  p 
gleich  ist  dem  Halbmesser  des  Gmndkreises  fOr  die  Cissoide,  nämlich 

o 

2,  nnd  deren  Brennpunkt  im  Hauptpunkte  Op  liegt,  somit  eine  Para- 
bel, deren  Gleichnng 

9*  - oa-f 

Bo  beschreibt  der  Schwerpunkt  S eine  Kardioide  mit  dem  Rückkehr-, 
punkte  in  0,  nnd  a als  Durchmesser  dos  festen  Kreises.  Die  Glei- 
chnng dieser  Kardioide  lautet: 

[(«-a)»  + 8,*]*  - 2a  («  - a)  [(?_«)»+ 1,»]  = »V 

Beschreibt  der  Pol  die  Punkte  (Scheitel  in  Op) 


so  beschreibt  der  Schwerpunkt  wieder  eine  Cissoide , welche  mit  der 
gegebenen  congment  ist,  nur  um  die  Länge  a parallel  verschoben 
in  der  positiven  Richtung  der  JIT-Aze. 


Pol  nnd  Hittelpnnkt  des  Umkreises. 

3.  Die  Gleichnng  des  Kreises  durch  drei  Punkte  lautet 

I xyl  I — E 1 x*-l-y*,y,l  I -fv  I **+y*,x,  l | — | I — 0 

Liegen  nun  die  Punkte  (z^,  y^)  auf  der  Cissoide,  so  ist 

a 
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80  erhalten  wir  mittelst  ähnlicher  Rednctionen,  wie  wir  sie  schon 
anderorts  in  diesem  Archiv  entwickelten 

P.  (E*+»I*)  + ^^a+P.*-P.)f  - ^^(PiPs-Ps)»»  - 0 (9) 

Führen  wir  nnn  mit  den  Gleichungen  (3)  die  Bedingung  ein,  dass 
das  Dreieck  U|U,tij  ein  Berührnngsdreieck  des  Poles  P ist,  so  er- 
halten wir  die  Gleichung  seines  Umkreises 


»_L  V+9»‘*f  , 2y 


. 4j,*_ 

Sx(x  — a) 


Die  Coordinaten  ^i,  tj,  seines  Mittelpunktes  C sind : 

n 4»*-+-  9x» 

’ 2 3x(x — a) 


a ^ 
““23r 


(10) 


(11) 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dass  der  Pol  P in  quadratischer  Ver- 
wandtschaft mit  dem  Mittelpunkte  des  Umkreises  seines  BerDhmngs- 
dreieckes  steht.  Wir  wollen  jetzt  beweisen,  dass  diese  Verwandtsehaft 
eine  rationale  ist,  d.  i.  dass  jedem  Punkto  P der  Ebene  der  Cissoide 
mittelst  dieser  Transformatiou  nur  ein  Punkt  C entspricht  nnd  um- 
gekehrt. Aus  den  Gleichungen  (11)  folgt  nämlich 


* l2i7,*-|-2«Ej-|-3a* 

— Vi 

12V-{-2o5,-l-3«* 


(12) 


womit  die  Behauptung  als  erwiesen  erscheint 


Im  Punktsysteme  P vereinigen  sich  zwei  Hanptpnnkte  in  nn- 
endlicher  Feme,  und  der  dritte  Hauptpunkt  liegt  im  Coordinaten- 
anfang.  Das  Punktsystem  C hat  zwei  imaginäre  Hanptpankte 

^0,  ond  der  dritte  Hanptpnnkt  ist  in  un- 

endlicher Entfernung.  Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  wir  die  Coordi- 
naten dieser  Hanptpankte  finden  können.  Unsere  Transformation  ist 
eine  quadratische,  d.  i.  der  Geraden  in  einem  Systeme  entspricht  ein 
Kegelschnitt  im  anderen  Pnnktsysteme.  Nnn  ist  die  Gerade  durch 
zwei  Punkte  bestimmt,  durch  welche  sie  hindurch  geht.  Da  nun  den 
Kegelschnitt  fünf  Punkte  bestimmen,  da  ferner  jeder  Geraden  in 
einem  Punktsystem  ein  ganz  bestimmter  Kegelschnitt  im  anderen 
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Panktaystcm  entspricht,  so  folgt,  dass  jeder  Kegelschnitt  des  einen 
Systems,  welcher  einer  Geraden  des  zweiten  Systems  entspricht,  durch 
drei  feste  Punkte  hindurcbgeht,  welche  als  Hauptpunkte  oder 
Fundamcntalpunkte  ')  bezeichnet  werden.  Dem  Durchschnitte  zweier 
Geraden  entspricht  ein  einziger  Punkt,  nämlich  der  vierte  Durch- 
schnittspunkt der  den  Geraden  entsprechenden  Kegelschnitte.  Hiermit 
ist  in  kurzem  der  Weg  angezeigt,  wie  wir  zu  den  Hauptpunkten 
gelangen. 


Betrachten  wir  den  Punkt  P(r,  y)  als  Durchschnitt  zweier  mit 
den  Axen  parallelen  Geraden,  so  sind  die  diesen  Geraden  entsprechen- 
den Kegelschnitte 

3a»Jx  = 2a»5, 

(12)j,*-f  2«5,-}-3n’)y  = — 6a5, 

Fahren  wir  aus  der  ersten  Gleichung  den  Wert  für  in  die  zweite 
Gleichung,  so  erhalten  wir: 


welche  Gleichung  uns  die  Ordinaten  der  vier  Schnittpunkte  der 
Kegelschnitte  (13)  gibt  Dieselbe  ist  aber  bloss  vom  dritten  Grade 
in  Bezug  auf  i]„  somit  muss  die  Ordinate  eines  Schnittpunktes  unab- 
hängig von  der  Lage  des  Punktes  P{xy)  unendlich  gross  sein.  Der  erste 
Factor  gibt  uns  die  Ordinaten  weiterer  zweier  Schnittpunkte,  nämlich 


Vi 


nV— 1 


Vi 


aV—l 

2 


und  aus  dem  zweiten  Factor  folgt  die  Ordinate  des  dem  Punkte  P 
entsprechenden  Punktes 


Die  zugehörigen  Abscissen  folgen  ans  (13).  Wir  finden  so 


1,-00 

für 

1?,  « QO 

o 

II 

. oi 

Vi=±2 

1 

II 

4y*-|-9i* 

ay 

3r  (x  — a) 

n 

3* 

Die  drei  Schnittpunkte,  deren  Coordinaten  ganz  unabhängig  sind  von 
der  Lage  des  Punktes  (r,  y),  sind  die  Hauptpunkte  des  Punktsystems  C. 


I)  Salroon- Fiedler  Höhere  ebene  Curven  p,  369.  Megnue  Samm- 
lang  Ton  Antgabeo,  1833;  I pg.  229. 
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Anf  dieselbe  Weise  kbnnen  wir  von  den  Gleichnngen  (11)  ans- 
gehen.  Die  Elimination  von  jr  gibt: 

3*[(12»j,*  + 2a5i  + 3a*)r  — 2o*|,3  =0  (14) 

Da  sich  nnn  zwei  Kegelschnitte  in  vier  Punkten  schneiden,  und  die 
Gleichung  (14)  nur  vom  zweiten  Grade  in  x ist,  so  folgt,  dass  zwei 
Wurzeln  nncndlich  gross  sind,  und  eine  den  Wert  x •=  0 hat. 

Die  vierte  Wurzel  ist 



®~12V-|-2a|,-f  3a* 

Die  zugehörigen  Ordinaten  sind  somit: 

jf  ~ a»  für  a:  — 00 

y — 0 „ X = 0 

— 6a|,  i;,  2a*  |i 

“ 12,?,»+ 2a',  + 3a*  « * “ 12%*+  2a',  + 3a* 

Wir  erkennen  wieder,  dass  drei  von  den  Schnittpunkten  von  der 
Lage  des  Punktes  (|,,?i)  unabhängig  sind,  und  der  vierte  Schnitt- 
punkt gibt  den  dem  Punkte  (|,,  %)  entsprechenden  Punkt  (zy). 

Somit  haben  wir  wieder  diese  Verwandtschaft  vollständig  be- 
stimmt, nnd  könnten  nun  der  allgemeinen  Resnltate  uns  bedienen, 
welche  die  Theorie*)  der  quadratischen  rationalen  Verwandtschaft 
darbietet. 

lieber  die  Verwandtschaft  vierten  Grades  zwisehen  dem  Bchwerpunkte 
und  Mittelpunkte  des  Umkreises  des  BerOhrungsdreieekes. 

4.  Durch  den  Pol  P wird  eindeutig  die  Lage  des  Schwerpunktes 
S sowie  des  Mittelpunktes  C des  Umkreises  des  zugeordneten  Be- 
rUhmngsdreiockes ; da  nun  durch  den  Punkt  S oder  C anch  der 
Punkt  P eindeutig  gegeben  ist,  so  folgt,  dass  auch  S mit  C in  einer 
eindeutigen  Verwandtschaft  stehen  muss.  Den  Grad  der  Verwandt- 
schaft bestimmen  wir  folgendermassen:  Der  Geraden  von  <S  entspricht 


1)  In  Bezug  auf  die  Theorie  der  quadratiachen  rationalen  Verwandttchi/i 
liebe  Salmon-Fiedler:  Höhere  ebene  Curren  pg.  3S9.  Weyr  Ed.:  Ani- 
lytische  Untertuebung  der  quadratischen  Verwandtschaft.  SchlOndlch  Zeitschrift. 
1869  pg.  445.  Reje  Th.:  Qeometrischo  Verwandtschaft  zweiten  Grades,  ibid. 
Teil  Xt,  pg.  4,  sowie  dessen  Geometrie  der  Lage.  2.  Anfl.  Hannorer. 
Magnus:  Aufgaben  ans  d.  anal.  Geometrie  d.  Ebene,  pg.  239.  Schis- 
parelli:  Sulla  Transformaxione  geometrica  delle  figure  ed  in  particolare  snlls 
Traniformasione  iperbolica.  Hem.  d.  Accad.  di  Torino  Ser.  II.  Tomo  XXI 


D^itized  by  Google 


Zahradniki  EigtnMchaJttn  gewisser  Punk/tripel  auj  der  Cissoide.  401 


ein  Kegelschnitt  von  P und  diesem  Kegelschnitt  entspricht  eine 
rationale  Cnrve  vierter  Ordnung  von  C,  somit  entspricht  der  Geraden 
im  Punktsysteme  S eine  rationale  Curve  vierter  Ordnung  im  Punkt- 
systeme C.  Die  Coordinaten  des  Punktes  V müssen  sich  somit  ans- 
drücken  lassen  als  rationale  gebrochene  Functionen  vierten  Grades 
in  den  Coordinaten  von  S mit  gleichem  Nenner.  Dies  führen  wir 
aus,  indem  wir  die  Werte  für  x,  y aus  (7)  und  (12)  gleiclisetzeu  und 
nach  den  Coordinaten  des  Punktes  C(Si,  ij,)  auflöseu.  Wir  erhalten  so: 


a 4a*  jj* -f-9  — <ii)* 

ö (4*-f  »/*  — aj)(3[i*-)-ij*]  — 5aH-2n*) 

(15) 

a 2ar] 

6 I*  + ?)*  — aS 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt  die  biqnadratische  rationale  Verwandt- 
schaft zwischen  C und  S,  wie  wir  früher  durch  einfaches  Resume  ge- 
zeigt haben.  Diese  Verwandtschaft  ist  somit  eine  Cromoua’sche') 
Verwandtschaft  und  wir  können  jede  solche  biqnadratische  Trans- 
formation durch  zwei  quadratische  ersetzen.  Wir  konnten  ja  statt 
vom  Punktsysteme  C direct  auf  das  Punktsystem  .S,  zuerst  vom 
Punktsystem  C auf  das  Punktsystem  J’  mittelst  eiuer  quadratischen 
Transformation  und  vom  Puuktsysteme  P auf  das  Punktsystem 
S wieder  mittelst  einer  quadratischen  Transformation  übergehen. 
Es  liegt  somit  ein  interessantes  einfaches  Beispiel  vor  zu  den  Cre- 
mona’scheu  Transformationen. 


Euler’sclie  Gerade. 

5.  Da  wir  nun  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  und  des 
Mittelpunktes  des  Umkreises  für  das  BcrUhrungsdreicck  kennen, 
können  wir  die  Coordinaten  des  Höhendurchschuitts  11  {aß),  sowie 
anch  des  Mittelpunktes  C dos  Feucrbach'schcu  Kreises  sogleich 
anfsebreiben.  Es  ist  nämlich 

3q  — 2i), 

34—4, 

2 

3»?  — ni 
2 

I)  üeber  die  Crcmons'sche  Traneformntion  lind  die  Arbeiten  von 
A.  Clebsch,  M.  NOther,  Rosanes,  Clifford  besondere  aufzurahren. 
Siebe  Dr.  Em.  Weyr;  Cremonovy  geometrick^  transformace  ütrarfi  rovinnych 
Prag  1S7S,  Salmon-Fiodler  1.  c.  pg.  S88,  C I eb s ch -Li ndem  ann  Vor- 
lesungen pg.  478,  489. 

areh.  der  Math.  u.  Phys.  2.  Reihe,  T .VL  2« 
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In  diese  Gleichnngen  sind  nur  die  Werte  für  E,  t),  E',  t)'  einznfohren, 
und  wir  bekommen  sogleich  die  Coordinaten  von  H nnd  C als 
Functionen  der  Coordinaten  des  Poles  P. 

Fassen  wir  etwas  allgemeiner  die  Aufgabe  auf.  Es  sei  X das 
Teilverhftltniss  des  Punktes  M in  Bezug  auf  die  Punkte  C nnd  S, 
nämlich 

CM 

SA/““  * 

Die  Coordinaten  des  Punktes  M sind  in  diesem  Falle 


1-X 


Vt  — ^V 

Hl  = -fZZi 


Fohren  wir  nun  die  Werte  für  tj,  En  Vi  o*»  schreiben: 
jrEs,'+(.+|)’ 

so  erhalten  wir 


^ (4y‘  -{-  9;.»)  A + 6b:  (I  - a)  (j,*+  [x  + x) 

■ Sx{x-a)K  ; 

a x{K  — 3nx) 


(16) 


yi  = 


l-l  3xK 


Beschreibt  nun  der  Pol  P irgend  eine  Curve  f(x,y)  — 0,  so  erhalten 
wir  die  Gleichung  der  vom  Punkte  M beschriebenen  Curve,  wenn 
wir  aus  den  Gleichungen  (16)  und  der  Gleichung /'(xjy)  = 0 die 
Coordinaten  x,  g des  Poles  P eliroiuircn. 

Beschreibt  nun  P eine  rationale  Curve  n-ter  Ordnung,  so  be- 
schreibt jeder  Punkt  der  Geraden  SC,  welche  den  Kamen  der 
Enlcr’schen  Geraden  führt,  eine  rationale  Curve  4ii-tcr  Ordnung,  aus- 
genommen I = ü,  1 = X) , d.  i.  die  Punkto  « und  S beschreiben  eine 
rationale  Curve  2n-ter  Ordnung. 

Jeder  Lage  von  P entspricht  eine  ganz  bestimmte  Enler’sche 
Gerade  E,  als  Verbindungslinie  SC.  Sind  nun  .r^,  y,  Coordinaten 
des  veränderlichen  Punktes  der  Geraden  E,  so  ist 


■0  (17) 


4y*-{-9x‘  2y(x  — a)  — 6x(x  — a)  j 
die  Gleichung  dieser  Geraden.  Beschreibt  nun  P die  Curve 
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F(x,  y)^Q  (18) 

SO  bekommen  wir  die  Gleichung  der  Enväloppo  von  A’,  wenn  wir 
aus  den  Gleichungen  (17),  (18)  und  aus 


die  Grössen 


äE 

dE 

dx 

dy 

dF 

dF 

dx 

dy 

T,  y eliminiren,  in  der  Form 


0 


A^i,  yd  — 0 

Ist  nun  F(x,  y)  = 0 eine  rationale  Cnrve  n-ter  Ordnung,  dann 
ist  anch  die  Enveloppe  von  E eine  rationale  Cnrve  und  zwar  der 
4n-ten  Classe.  Ihre  Gleichung  ist  die  gleich  null  gestellte  Discri- 
minante  von  (17),  nachdem  wir  i,  y in  dieser  Gleichung  durch  ihre 
Ausdrücke  im  Parameter  ersetzt  haben. 


Aufgabe.  Kann  der  Pol  1’  eine  Cnrve  beschreiben  für  welche 
SC  ==  d = constant 

würe?  Wir  brauchen  nur  die  Werte  für  5,  i;,  E„  ijj  in  die  Gleichung 

einsetzen,  womit  sich  sogleich  die  Gleichung  der  Polcnrve  ergibt. 
Dieselbe  ist  von  der  achten  Ordnung  und  die  entsprechenden  Cnrven 
des  Schwerpunktes  S und  des  Mittelpunktes  C sind  von  der  sechs- 
zehnten Ordnung. 


Enveloppe  des  Umkreises  des  Berllbrungsdreleekes. 

7.  Im  Art  3 fanden  wir  die  Gleichung  des  Umkreises  K eines 
dem  Pole  P(x,y)  entsprechenden  Berührungsdreieckes. 

K =3x(^  — a)(E*-j-  »j*)-|-  «(9a-*-f-  Ay*)l-\-2ay{x  — a)r]  — 4a* y*  = 0 (19) 

Beschreibt  nun  der  Pol  i’  eine  Cnrve,  deren  Gleichung 

E(x,  y)  = 0 

so  ändert  sich  dieser  Kreis  der  Lage  und  Grösse  nach.  Auf  diese  Art 
erhalten  wir  ein  der  Polcurve  entsprechendes  Kreissystem,  und  die 
Gleichnng  der  Enveloppe  dieser  Kreise  erhalten  wir,  wenn  wir  aus 
der  Gleichnng  des  Kreises  A — 0,  der  Polgleichnng  F(x,  y),  und  der 
Gleichung 

26* 
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dK 

dK 

tix 

dy 

dF 

dF 

dx 

dy 

dio  Parameter  x,  y eliminiren. 

Am  einfacbsteii  ist  der  Fall,  wo  die  Polcurve  eine  rationale 
Curve  ist;  statt  F(x,y)  — 0,  können  wir  hier  schreiben 

1P(0 
® “ f(t) 

wo  q>,  f ganze  Functionen  n-ten  Grades  des  Parameters  t sind. 
Die  Gleichung  des  Kreises  K ist  hier  Ton  der  Form 

A=<P(5,  ij,t)  =0 

welche  Gleichung  von  2n-tcm  Grade  in  t und  quadratisch  in  ( nnd  i) 
ist.  Die  gleich  nnll  gesetzte  Discriminante  dieser  Gleichung  in  Bezug 
auf  den  Parameter  t gibt  die  Gleichung  der  Envcloppe  des  Kreis- 
systems, welcher  der  gegebenen  rationalen  Polcurve  n-ter  Ordnung 
entspricht. 

Die  besagte  Discriminante  ist  4(2n  — l)ten  Grades  in  f nnd  i;, 
d.  i.  Enveloppe  ist  in  diesem  Falle  eine  Curve  4(2n — l)-ter  Ordnnng. 
Den  einfachsten  Fall  erhalten  wir  hier  fOr  n = i,  d.  i.  wenn  der 
Pol  eine  Gerade  beschreibt,  wo  die  entsprechende  Enveloppe  eine 
Curve  4-ter  Ordnung  ist.  Sei 

y = bx-\-c 

die  Gleichung  der  Geraden,  Gl.  (20)  lautet  in  diesem  Falle: 

liK  i 

fix  dy  1=0 
-b  1 I 

Statt  zu  differentiren  und  dann  zu  eliminiren,  können  wir  nmgekchrt 
früher  ans  A — 0 nnd  der  Gleichung  der  Polgeraden  die  Grösse  y 
eliminiren  und  dann  differentiren. 

Die  Elimination  gibt: 

A = 3a:  (.r  — a)(5*  + Jj*)  + [9a:*-|-4  (ii  5 -|-  2a  (fix  c)(x  — a)i\ 

— 4a*(&E-)-c)*  0 

oder  geordnet  nach  den  Potenzen  von  x: 
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WO 


M=  3(f*+n>)  + (9a  + 4«ii*)5+2aÄij  — 4«*i* 


(21) 


iV  = — 3a  (P + !/*)  + 8oie?  + (2fle  - 2«A)  ij  — 8a*ic 

P = 2ac  (2cC  — at]  — 2oc) 

Die  DiscriminaDte  von  (21)  in  Bezug  auf  x iat 
JV*  — 43fi»— 0 

die  gesuchte  Gleichung  der  Enveloppe. 

Der  verinderliche  Kreis  (21)  berührt  die  Enveloppe  (22)  in  zwei 
endlich  gelegenen  Punkten  und  in  beiden  imaginiren  Kreispnnkten 
im  Unendlichen,  was  schon  ans  den  Gleichungen 

arJ/+  iV  = 0 (23) 

= 0 

erhellt,  welche  die  Berührungspunkte  bestimmen. 

Die  Verbindungslinie  der  endlich  gelegenen  Berührungspunkte 
ist  die  Chordale  der  Kreise,  welche  die  Gleichungen  (23)  ansdrücken ; 
ihre  Gleichung  lautet: 

ax[A£t+.V]-l-(x  — a)(Ar-j-P)  — 0 

welche  Gleichung  man  auch  schreiben  kann: 

(aM+A)^*+Pr-aP=-  0 

Nun  ist 

Ä„,»  = o.l/+JV  = 0 

die  Chordale  der  Kreise  3f  = 0 und  = 0,  somit  können  wir  die 
obige  Gleichung  schreiben 

und  aus  dieser  Gleichung  ist  ersichtlich , dass  alle  Verbindungslinien 
der  Paare  der  Berührungspunkte  im  Endlichen  durch  den  Punkt 
hindnrehgehen,  d.  i.  sie  bilden  einen  Strahlcnbüschel , dessen 
Scheitel  der  Schnittpunkt  von  P mit  der  Chordale  der  Kreise  A/  - (b 
iV  = 0 ist 

Der  Mittelpunkt  des  veränderlichen  Kreises  A'  beschreibt  einen 
Kegelschnitt,  dessen  Gleichungen: 

9i»+4(te+c)» 

“ 6x(x  — a) 

wo  X den  Parameter  des  veränderlichen  Punktes  dieses  Kegelschnittes 
bedeutet 
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Kehren  wir  nun  znr  Gloichnng  (22)  zurttck;  ausgeschrieben 
lautet  sie: 

9a  ({*  -I-  ,,«)»  + 12  (ab  +c)(—  4c5  + + ,*)  + 48ac  (ab + 2«)  E» 

+ 72«*cEij  + (4ac* + 8a*6c  -f  4a»6*)  »j*  + 144  a*c*  | = 0 (24) 

Aus  dieser  Gleichung  erkennen  wir,  dass  die  Enveloppc  ciuo  Cunx 
vierter  Ordnung  ist,  welche  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreis- 
pnnkte  zu  Rttckkehrpnnkten  hat,  und  die  Ordinatenaxe  im  Coordinateu- 
anfange  berflhrt;  somit  ist  die  Enveloppe  ein  Oescartes’sches  Oval. 
Geht  die  Polgerade  durch  den  ROckkehrpnnkt  der  Cissoide,  so  ist 
c — 0,  und  die  Enveloppe  zerfällt  in  zwei  identische  Kreise,  deren 
Gleichung 

?*  + >?*+ “ 0 

Schneller  kommen  wir  zur  Gleichung  (24),  wenn  wir  dio  Punkte  der 
Polgerade  parametriseb  ausdrUcken.  Ist  dio  Polgerade: 

rnx  ag  - p — k) 

SO  ist 

m-\-nt 
^ *”  n»+nt 

und  die  Gleichung  A = U geht  nach  Einsetzung  ohiger  Worte  fttr 
z und  y Uber  in 


t*  [4ap$  — 2a*nij  — 4a*p]  -j- 1 [ — 3anp*  -j-  2a  (p  — am)  rj] 

+ [3 (p  — am)p*+9‘yS] 

wo  der  Kttrze  wegen 


Die  Discriminante  nach  t gleich  null  gesetzt,  nämlich 

af — 3np*+2(p — am)ij]*-|-  24  [— 2p5+oni;+2ap][(p — ain)p*-l-3<:^E]  — 0 

gibt  uns  wieder  die  Gleichung  der  Enveloppe.  Diese  Gleicbong 
stimmt  natürlich  mit  der  Gleichung  (24)  überein,  wenn  wir  m =•  — i, 
n — 1,  p = c setzen,  d.  i.  von  gleicher  Form  der  Gleichung  der 
Polgeradon  ansgehen. 

Da  nun  Af  — 0,  N — 0,  P')  = 0 Gleichungen  dreier  Kreise 
sind,  welchen  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreispunkte  somit 
gemeinschaftlich  znkommen,  folgt  aus  der  Gleichung 


t)  P=0  beatrht  aus  der  Geraden 

St?  — atj  — Soe  = 0 

und  aus  der  nnendlich  fernen  Geraden,  anf  welcher  die  nnendlich  feroeo  in»- 
ginlren  Kreiipnnkte  liegen. 
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N*  — iMP  = 0 

der  Euveloppe,  dass  diese  Punkte  Doppelpunkte  und  zwar  Rückkehr- 
puiikto  sind,  was  wir  schon  aus  der  Form  der  Gleichung  (24)  cr- 
kaunt  haben. 


Die  Clssolde  als  Poleurre  selbst. 

Nehmen  wir  nun  den  Fall  naher  in  Betracht,  wo  der  Pol  P die 
gegebeue  Cissoide  selbst  beschreibt.  Zwei  von  don  Scheiteln  des 
Bcrübrungsdreieckcs  fallen  mit  dem  Pole  P zusammen.  Es  sei  nuu 

der  Parameter  dieser  zwei  mit  dem  Pol  zusammonfallendon  Scheitel, 
und  tt,  der  dritte  Scheitel  des  Berührungsdreieckes.  Der  Pol  P ist 
somit  der  Tangcntialpunkt  von  i», ; führen  wir  seine  t'oordinateu 

a 

® “ iT«* 

a 

J'  = tTi+^) 

in  die  Gleichung  (2)  ein,  so  kennzeichnen  wir  den  Pol  als  einen 
Punkt  der  Cissoide,  die  er  bei  veränderlichem  Parameter  t erzeugt. 
In  diesem  Falle  ist: 

^ 3 

X — a t* 

“ 2 

und  die  Gleichung  (2)  geht  über  in 

Da  nun  im  Punkte  P zwei  Berührungspunkte  zusammenfallcn , muss 
t eine  zweifache  Wurzel  dieser  Gleichung  sein.  Scheiden  wir  den 
hierbezüglichen  Factor  (u— 0*  ans,  so  erhalten  wir 

» + ‘2-0 

Es  ist  somit  der  Parameter  des  dritten  Berührungspunktes  - der 
dritten  Ecke  dos  Berührungsdreieckes  — gleich 

t 

“ ” “1 2 

Im  engeren  Sinne  können  wir  auch  hier  vom  Schwerpunkte  reden. 
Wir  erhalten  hier  für  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 
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* — 2 

yi  + 2y 
r,  - - 


wo  z,  y dio  Coordinaton  des  Poles  sind,  dessen  Parameter  <,  nnd 
X],  y-i  die  Coordiuaten  der  dritten  Ecke  mit  dem  Parameter 

t 

“1 2 

Mit  Racksicht  auf  diese  Werte  erhalten  wir  wegen 

3 

Pi  = 2* 

P,  - 0 (26) 

Pi 2 


nach  Kttrznng  mit  dem  Factor  («“-}-l): 
i _L  _ p _ ‘‘+2 

i 1__  ‘ 

4=1  uj  (!+«/)  (<»  + l)(ts+4) 

somit  sind  dio  Coordinaton  des  Schwerpunktes 

t-9  '*+2 

« - (4»  + i)(f»  + 4) 

„ ( 


(26; 


Die  Schwerpnnktscurve  ist  somit  fOr  gegehene  Cissoide  als  Polcnrve 
eine  rationale  Cnrvo  vierter  Ordnung.  Dieselbe  ist  eine  geschlossene 
Curve  nnd  hat  im  Anfangspunkte  einen  Rackkehrpunkt  entsprechend 
dem  Parameter  t — cd.  Die  unendlich  fernen  Punkte  haben  sds 
Parameter  

t, -V— 1,  tt=-V^ 

t^  = ‘2V^,  2V^ 

Es  bestimmen  aber  je  zwei  der  Parameter,  nkmlich  t,  nnd  <4,  dann 
tf  und  (3  denselben  Punkt  nnd  zwar  den  unendlich  fernen  imaginären 
Kreispnnkt,  d.  h.  die  Curve  hat  die  unendlich  fernen  imaginären 
Kreispnnkte  zu  ihren  Doppelpunkten.  Dieselbe  ist  von  der  fanften 
Classe.  Wir  erhalten  die  Gleichung  der  Curve  in  der  Form  Fd,  i;)  =0, 
wenn  wir  den  Parameter  t aus  der  Gl.  (26)  eliminiren,  nämlich 
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(J*+ *?*)*-«{«*+ n*)+ 2«V  = 0 

Wu  die  Ck)D8tniction  der  Cnne  (Fig.  2)  betrifft,  so  ist 

OM 

t = fot  {POM)  = ^ 

vcrlingem  wir  PM  über  M bis  zum  Punkte  Q,  so  dass  3/Q  =•  ‘2PM 
ist;  dann  gilt 

OM  _ 1 OM  _ t 
QM  2PM~~2 


Oie  Verbindungslinie  OQ,  deren  Gleichnng 


- = 

schneidet  die  Cissoide  im  Pnnkte  Uj , dessen  Parameter  »j  <»  ~ ^ 

At,  ist  Tangente  der  Cissoide  in  u,,  und  der  Schwerpunkt  bestimmt 
die  Belation 

u,S  * 

Anf  diese  Weise  köuuen  wir  zn  jedem  Pnnkte  P der  Cissoide  den 
entsprechenden  Punkt  S,  und  somit  auch  die  Ortsenrre  vonS  constrniren. 
Für  den  Flftcheninhalt  der  Curve  (S)  erhalten  wir 

+ CO  OD 

V -J  vdl  - 16«»  / 

—00  0 

00  00 

/dt  2 P tU 

(t*-f  4)"  “ 4".y  (i»+l)" 


Man  ist 


/ 


dt_ 

(»*+  1)" 


2n  — 3 
2n  - 2 


In-\ 


somit 


16o*r  9 - , 17  , 1 . /o\* 

27L  ^»J”^’*V2y 

Bemerken  wir  nnn,  dass  die  Flüche,  welche  die  Cissoide  mit  ihrer 
realen  Asymptote  begrenzt,  gleich  3j*  ist , so  erkennen  wir,  dass 
die  Flüche  der  Curve  (5)  ein  neuntel  der  Flüche  der  Cissoide  ist. 


Der  Umkreis  des  Berühruugsdreieckes  geht  hier  über  in  einen 
Kreis,  der  die  Cissoide  im  Pole  P berührt  und  durch  dessen  Tau- 
gentialpnnkt  hindnrehgeht 
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Für  die  Gleichung  dieses  Kreises  ist  mit  Rücksicht  anf  die 
Werte  (25): 


Kt  = + + 2rU’iz  + 4n»  = 0 (27) 

Dt'ii  weiteren  Schnittpunkt  von  Kt  mit  der  Cissoide  erhalten  wir 
leicht,  denn  die  Summe  der  Parameter  der  Schnittpunkte  eines  Kreises 
mit  der  Cissoide  ist  gleich  null.  Somit  ist 


der  Parameter  dieses  vierten  Schnittpunktes. 

Aus  der  Gleichung  K/  0 folgt,  dass  durch  jeden  Punkt  in  der 
Ebene  vier  berührende  Kreise  gclien,  und  jt  der  von  ihnen  schneidet  die 
Cissoide  im  Punkte,  der  den  Berührungspunkt  des  betreffenden  Kreises 
zu  seinem  Taugeutialpuukt  bat. 

Wir  fandeu  früher,  dass  der  die  Cissoide  im  Punkte  t berührende 
Kreis  Kt  dieselbe  in  weiteren  zwei  Punkten  schneidet,  deren  Para- 
t 3 

nicter  ~2’  — 2^  Verbindungslinie  bat  zur  Gleichung: 

+ — 4a  -=  0 


nnd  die  Enveloppe  dieser  Verbindungslinien  ist  eine  znr  Cissoide 
affine  Curve.  Der  Durchschnitt  der  Verbindungslinie  mit  der  Cissoide 
ist  ein  zum  Pole  P in  Bezug  auf  die  .V- Achse  symmetrischer  Punkt; 
sein  Parameter  somit  gleich  2t. 


Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  von  AT«  » 0 sind 
o 4 -f 
“ 2 ‘ 3/i 


Vi  " 


a 

3t 


(28) 


Beschreibt  der  Pol  die  gegebene  Cissoide,  so  beschreibt  der  Mittel- 
punkt des  Umkreises  des  ihm  zngeorducten  BerUhrungsdreieckes  eine 
rationale  Curve  vierter  Ordnung  und  fünfter  Classo  (mit  einem  drei- 
fachen Punkte  im  Unendlichen,  der  durch  Vereinigung  zweier  Doppel- 
punkte und  eines  Rückkehrpunktes  entstanden  ist).  Ihre  Gleichung 
erhalten  wir  in  der  Form  F{^,  tj)  durch  Elimination  von  i ans  den 
Gleichungen  (28);  sie  lautet: 

27»j,*(a*4-4ij,»)— 2a»;,  =0 

Was  die  Construction  des  Mittelpunktes  C betrifft,  constmiren  wir 
zuerst  im  Punkte  P der  Cissoide  eine  Tangente,  welche  die  Curve 
im  Punkte  »,  schneidet.  Die  Normale  in  P schneidet  die  Senkrechte 
im  Halbirungspunkte  von  iV,  im  gesuchten  Punkte  C. 
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n. 

Fasapanktetripel. 


Die  Gleichung  der  Normalen  an  die  Cissoide  im  Punkto  u lautet 

a 2tt*  / ® \ 

* “ u(l  + u*l  ~ ” 1 ^3tt»  r ~ 1+tTV 

oder: 

(1  -|-u*)  [« (1  -|-3M*)y-|-2u*ai  — o(l  -}-2m*)3  “ 0 

Kürzen  wir  nun  mit  dem  Factor  (l-)-u^),  welcher  besagt,  dass  die 
Cissoide  dnreh  die  unendlich  fernen  imaginären  Ereispunkte  hindurch- 
gebt, was  die  Normaienanzahl  um  zwei  redneirt,  so  erhalten  wir  als 
Gleichung  der  Normalen 

A’=  u(l-f  3«*)y-f  2u*x  — a(l-f  2u*)  = 0 (1) 

Diese  Gleichung  gibt  eine  Relation  zwischen  den  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  (a-p)  der  Normalen  nnd  dem  Parameter  ihres 
Fnsspnnktes  an.  Nnn  ist  die  Gleichung  (1)  in  Bezug  auf  den  Para- 
meter vom  vierten  Grade,  woraus  folgt,  dass  wir  ans  einem  beliebigen 
Pnnkte  der  Ebene  der  Cissoide  anf  dieselbe  vier  Normalen  fällen 
können. 

Die  Coordinaten  der  Normalen  sind 


a(l-f2ti») 

_ tt(l-l-3u») 

a(l-p2u*) 


(2) 


welche  Gleichungen  bei  veränderlichem  u die  Gleichungen  der  Evolute 
der  Cissoide  abgeben. 


Den  Berührungspunkt  der  Normalen  mit  der  Evolute,  d.  i.  den 
KrOrnrnnngsmittelpunkt  des  Punktes  u der  Cissoide  erhalten  wir  ans 
dN 

den  Gleichungen  iV  — 0,  — nämlich: 


X 


6tt*  -1- 1 


y — 


4a 


(3) 


Es  ist  somit  die  Evolnte  der  Cissoide  eine  rationale  Cnrvo  vierter 
Ordnung  nnd  vierten  Grades ; ihre  Gleichnng  in  Form  F(z,  t/)  lautet : 

612a»a!-f-288a*y*+27y*  - 0 (4) 
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Liegt  der  Punkt  (z,  anf  der  Cissoide,  nnd  ist  u*  sein  Parameter, 
so  reprftscDÜrt  dieser  Pankt  u'  selbst  einen  Fnsspankt  Aas  oincm 
Punkte  der  Cissoide  können  wir  somit  nur  drei  Normalen  fällen;  die 
Parameter  dieser  Fusspnnkte  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Werte  fttr 
r,  y in  die  Normalengleichnng  einfobren.  Wir  erhalten  so: 

«(l  + 3tt»)  + 2u««'-(H-2tt»)(l+u'*)u'-  0 (5) 


Nach  Kürzung  mit  dem  Factor  u -u',  welcher  dem  Punkte  x,  y als 
Fusspnnkte  selbst  entspricht,  können  wir  die  Gleichung  schreiben 

2u‘u»+(34-2u'*)u»  + tt'u+(l+«'*)  = 0 (6) 


Diese  Gleichung  gibt  uns  die  Parameter  der  ans  dem  Punkto  u'  ge- 
füllten Normalen  (den  Punkt  u‘  nicht  mitgerecbnet,  da  wir  mit  dies- 
bezüglichem Factor  gekürzt  haben);  zwischen  den  Parametern  be- 
stehen folgende  Relationen: 


Pi  — 


L+>'* 

2u' 


Pi  “ i 

Pi  — ~ — 


1-f  u'« 
2u‘ 


(7) 


Die  Gleichung  (6)  hat  nur  eine  reale  Wurzel. 

Dass  die  Gleichung  (6)  immer  zwei  complexe  Wurzeln  bat, 
können  wir  so  beweisen,  indem  wir  zeigen,  dass  das  Dreieck  der 
Fusspnnkte  imaginär  ist.  Sind  nun  u, , u,,  die  Wurzeln  der 
Gleichung  (6),  so  erhalten  wir  für  das  Dreieck  ^ •=  uju,u,: 

o a 


a a 

i+“s*  “s(H-“s*) 

Nun  ist: 

('+“**)  — Ps  ([1  — P*]’ + [Pi  — Ps]*) 
und  nach  einiger  Rednetion 


“l 

tlj*  ü 

3 

Pi 

Pi 

1 

V 1 = 

Pi 

Pt 

3ps 

1 

“8 

1 

— PiH-^* 

3ps 

PiPs 

somit  mit  Rücksicht  anf  die  Gleichungen  (7): 


o*Pi 

*=i  * 


l 

1 “*  “t* 

1 »8  “S*  ‘ 


Digilized  by  Googli 


Zahradmik:  JCigtnscha/ten  gtwüttr  Pknkitriptl  auf  der  CÜMoide,  413 

. . ...  90+313i*'»+470i*'^  + 202u'«+16u'« 

1 1.  “i  » I — 

Da  nun  das  Quadrat  der  Determinante  für  jeden  Wert  von  u'  negativ 
ist,  ist  der  Wert  der  Determinante  selbst  imaginür,  somit  auch  d. 
Nun  hat  die  Gleichung  (6)  immer  eine  reale  Wurzel,  die  übrigen 
müssen  komplex  sein. 


Schwerpunkt  des  Fnsspunktsdreieeks. 


Der  Schwerpunkt  des  Fnsspnnktsdreieckes  ist  reell,  trotzdem 
das  Dreieck  selbst  imaginür  ist,  denn,  sind  uy,  ug  die  Parameter 
der  imaginären  Fusspunkte  und  zwar 


so  ist: 


somit 


' «s  + ^ 

Ua—p  — iq 

äfi  " Ap+w)  = 

” f(.p  — ^)  — P—>Q 

t + „ ^1 4~ 

* ~ Ü 3 


reell,  dasselbe  gilt  auch  für  ij.  Führen  wir  somit  in  die  Gleichungen 


für  und  die  Werte,  so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (7): 

o 3 -j-  4u* 

* “ 3 « 


3(l  + «*)(4+u*) 


Verschieben  wir  das  Coordinatensystem  auf  den  Punkt  O'(o,0)  als 
Anfangspunkt,  so  erhalten  wir  für  (8): 


a tt* 

3 ä +"u»)(4+ü«) 


(9) 


Die  Schwerpunktscnrve  ist  eine  geschlossene  Curve;  ihre  unendlich 
fernen  Punkte  sind  n&mlich  imaginür,  denn  ihre  Parameter  sind 
i »,  i 2i;  ihre  Gleichung  in  Form  F(^,  ij)  = 0 ist: 
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9{i'({i*+i?i*)  -3a{,(J,*  + 24,?,*)  + 16a»t,,*  = 0 (10) 

Wir  erkennen  leicht,  dass  die  Cnrve  zwischen  E,  = 0 und  Ji  ” q 
liegt,  und  ihr  Flächeninhalt  ist 


P 


00 


4o*  ^ du 

(l  + «*)»(4+^) 


Mittelpunkt  des  Umkreises. 


Wir  fanden  (1,  9)  fOr  die  Gleichung  des  Umkreises,  der  einem 
Dreiecke  umgeschrieben  ist,  dessen  Ecken  auf  der  Cissoide  liegen: 

Pi(5*  + »?*)4-^{l+Pi*— ^ iPiPi—Pi)n  — ^-  •“  0 

“S 

Drucken  wir  nun  mittelst  der  Gleichungen  (7)  die  Bedingung  ans, 
dass  das  Dreieck  ein  Fusspunktsdreieck  ist,  so  erhalten  wir: 
(l-|-tt*)(3-l-2«*)(J*+ij*)-|'“[9"l"14M*-|-4tt*]E-(-amj — 4a*u*  — 0 (11) 
Die  Coordinaten  des  Mitteipnuktes  sind 


. a 9-|-14ti*-j-4«^ 

~ 2 (l  + „*)(3  + 2»«) 
a u 

2(l  + u*)(3^2i*‘) 

Verlegen  wir  den  Anfangspunkt  in  den  Punkt  ( — a,  0),  so  gehen  die 
vorstehenden  Gleichungen  über  in 

. , _ ? 3+ 4i»^ 

“ 2('l  + u»)(3-l-2»*) 

(12) 

, O tt 

2(l+u*)("3-|-2»») 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Umkreise  ist  somit  eine  rationale 
Curve  vierter  Ordnung  und  wie  wir  uns  leicht  überzeugen  kUoneo 
fünfter  Classe.  Sie  besitzt  nämlich,  ausser  zweien  unendlich  fernen 
Doppelpunkten  in  den  Kreispunkten,  einen  realen  RUckkehrpnnkt  im 
Anfangspunkte  der  Coordinaten  O'.  Die  ganze  Cnrve  ist  endlich 

gelegen  anf  linker  Seite  der  F- Achse  von  = 0 bis 

Das  Ereissystem  Xa  — 0 bei  veränderlichem  u hUllt  eine  Curve 
zehnter  Ordnung  ein. 
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XX. 

Ueber  einige  Winkel-  und  Längenrelationen 
am  Dreiecke. 

Von 

K.  Zahradnik. 


£8  sei  Cs  der  Mittelpunkt  des  grössten  Kreises,  welcher  einen 
gegebenen  Kreis  K im  Punkte  und  seine  Sehne  in  ihrem 

Halbimngspuukte  berührt.  Was  dcu  Punkt  6g  betritft,  so  nehmen 
wir  an,  dass  er  nicht  auf  derselben  Seite  der  Sehne  mit  dem  Mittel- 
punkte S von  K liegt;  den  Mittelpunkt  solch  grössten  Kreises,  der 
mit  iS  an  derselben  Seite  von  Ä,  A^  liegt,  bezeirbucn  wir  mit  C,'  und 
sein  BerOhrnngspniikt  mit  K sei  D.j.  Dass  SBj  in  Ds  Ds  liegt,  ist 
klar.  Ferner  bczciehucu  wir  mit  Ag  dcu  Kreis  mit  dom  Mittelpunkte 
Cg,  mit  X,  seinen  Radius  und  mit  f/g,Fg  seinen  Umfang  und  seine  Flache. 
Aehnlicb  mit  ATg'  den  Kreis  vom  Mittelpunkte  6g'  etc.  Ist  nun  R 
der  Halbmesser  des  Kreises  AT,  so  ist 

+ (1) 

Ug-fl/g'^U  (2) 

F-Fs~Fs'=  iüs.Us'  (3) 

Die  letzten  zwei  Rolationon  besagen  uns,  dass  im  Dreiecke  />gA,Dg'/^, 

mit  den  Halbkreisen  D^Bs,  B^Ds,  l)s‘ADs  als  Seiten,  die  Summe 
zweier  seiner  Seiten  der  dritten  grössten  Seiten  gleich  ist,  und  dass 
sein  Flächeninhalt  gleich  ist  dem  Flächeninhalte  eines  Rechteckes, 
dessen  Seiten  Ug  und  Xg'  oder  Dg'  und  Xg  sind. 

Dieses  Resultat  ist  von  der  Grösse  der  Sehne  A,A^  unabhängig, 
und  wir  konnten  sagen:  beschreiben  wir  Ober  den  Abschnitten,  in 
welche  ein  Punkt  Bs  den  Durchmesser  DgDg'  innerlich  teilt,  Kreise  etc. 
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Zakradniki  Uebtr  etHÜ/t  Wiiiktt-  und 


n. 

2.  Nehmen  wir  nnn  an,  dass  die  Sehne  eine  Fnnction 

ihrer  Richtung  ist;  dann  beschreibt  der  Punkt  C,  bezQgiich  eine 
Curve  (C,)  bezüglich  (Cj'),  welche  wir  nun  naher  untersuchen  wollen. 

Schreiben  wir  für  jetzt  x statt  Jl  als  den  Halbmesser  des  Kreises 
K.  Nach  der  Annahme  ist 

=/(9)  (1) 

die  Polarcoordinaten  von  Cj  mit  S als  Pol  seien  p,  0,  so  ist  (Fig.  1) 

9 = ^ + 9 (2) 

wegen 

ist  die  Polargleichnng  von  (63) 

(3, 

Was  den  Ort  von  Cj'  betrifft,  ist  wegen  = fl,  — ,j 
t,  — - 2 

dass  der  Ort  (Cg)  mit  dem  Orte  (Cy)  congrnent  ist,  erkennen  wir 
schon  ans  der  Gleichnngsform.  Ferner  ersehen  wir  ans  (3),  dass 
die  Curve  (C3)  eine  Konchoide  von  der  Curve  (A) 

ist,  deren  Vectoren  wir  nur  um  ^ zu  verlängern  haben,  um  (C,)  n 
bekommen. 

Dass  6.  i.  2x>A,A,  sein  muss,  ist  geome- 

trisch ersichtlich. 

3.  Als  besonderen  Fall  wollen  wir  annehmen 

/(<p)  — 2mB\xnp-\-2nC0S(p 

Hier  ist  (E)  Fusspunktscnrve  einer  Ellipse  der  Halbaxen 

X 

““2 

b —•  J V** — •**  — "* 


2 
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nnd  deren  grosse  Axe  znr  Coordinatenaxe  am  o geneigt  ist,  dessen 
Grösse  aus 


tg2a  — 


2mn 

m*—n 


folgt.  Somit  ist  (C,)  in  diesem  Falle  eine  Konchoide  der  Fusspunkts- 
curve  der  Ellipse.  Es  ist  in  diesem  Falle  x*  > was  eine 

kleine  Erwägung  sogleich  gibt. 

Im  Falle  

f((p)  -=  n Vsin  <p  cos  cp 


haben  wir  es  wieder  mit  einer  Konchoide  der  Fusspunktscurve  einer 
Ellipse  zu  tun,  deren  Hauptaxe  mit  der  Coordinatenaxe  den  Winkel 
n 

j einschliesst.  Möge  noch  der  Fall 

A<P)  =*  V»»*siu*(p-}-»*cos*o) 

erwähnt  werden.  (Cj)  ist  wieder  eine  Konchoide  der  Fusspunkts- 
curve  einer  Ellipse,  deren  Hauptaxe  mit  der  Polaraxe  zusammenfällt; 
die  Halbaxcn  der  Ellipse  sind  hier 

o — iV4x* — m*,  i = iV4x* — n* 

Die  Anzahl  der  Beispiele  lässt  sich  leicht  fortsetzen. 


III. 

Es  sei  K ein  Umkreis  des  Dreieckes  AjA^Aj-,  Uber  der  Seite 
AjAj  als  Sehue  construiren  wir  nach  (1)  zwei  Kreise  Ä,,  K^‘  mit 
den  Mittelpunkten  Cj’),  C,'  (Fig.  2),  welche  die  Seite  im 

Punkte  /t,  berühren.  Aebniieh  für  die  Seiten  mit  cykli- 

scher  Vertauschung  der  Indiccs.  Den  Flächeninhalt  des  Dreieckes 
AjAj/t,  bezeichnen  wir  mit  Aa,  den  Winkel  bei  A*  mit  nnd  die 
gegenüberliegende  Seite  mit  a^.  Der  Halbmesser  des  Inkreises  von 
da  sei  r,  und  der  Halbmesser  des  die  Seile  aussen  berührenden 

Inkreises.  Die  P'lächeninhalte  der  Dreiecke  D,D,Dj,  CjC,C’j,  C'j'CVC,' 
werden  wir  mit  dt,,  de,  de  bozeiebneu. 

Relationen  am  da- 

4.  Die  Verbindungslinie  5A*  teilt  den  Winkel  in  zwei  Teile, 
welche  wir  mit  ß und  mit  Index  des  beiliegenden  Scheitels  bezeichnen 
werden.  So  z.  B.  SA,A,  — /S,  u.  s.  w.  Es  besteht  somit 

I)  Der  Mittelpunkt  des  Berflhrungskreises , der  ausserhalb  des  Dreieckes 
A,A,A,  liegt,  sei  C*. 

kreh.  d.  Math.  a.  Phjs.  2.  Beih«,  T.  VI.  27 


Digilized  by  Google 


418 


2ahradntht  C/4ber  einüfe  Winkei~  und 


ßk+ßit  — a,, 

3 


A<*  <»  “1,  2,  3 


oder 


“*  + ^*=2 


woraus 

- " 

*=i  ^ 

Der  Kürze  wegen  sei 

2t  — £a,  2a  = Xsin« 

somit  wogen 

= 2728inaj^ 


(1) 

(2) 

(3) 


*-  = 2Ä,  Zsin«-^ 
ü.  Aus  dem  verallgemeinerten  Pythagoreischen  Satze 

Oj*  = — 2ojajCOSo, 

erhalten  wir  (2): 

sin*a,  — sin’a}-f~Bin*aj  — 2 sin  0|  sin  er,  cos  a, 

woraus  durch  cyklische  Vertauschung  der  Indices  und  Snmmation: 

£ sin‘a  = 2/7 sin  m £ cot  a (I) 

Hit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Formel 

£sin*ci  -=  2(1-}- l/coso) 

können  wir  dieselbe  schreiben 

l^cota  — 77coto-l- T/coseco  (II) 

wo  sich  die  Summation  und  Multiplication  wie  auch  im  folgenden 
auf  die  drei  Winkel  des  Dreieckes  erstreckt. 


6.  Die  Formel 


«{ cos  oj O}  cos  a, 


geht  Ober  nach  (2)  in 

sin  o,  — sin  cos  -f-  sin  a,  cos  sj 

woraus  wir  wieder  durch  cyklische  Vertauschung  der  Indices  und 
Summation  erhalten 


.£sinc  — Xsina^cosa^ 


> 


oder 


- 1,  2, 3 (III) 

isin(«^-}-B^)  — JE  sin  cos 
7.  Für  den  Fl&cheninhalt  des  Dreieckes  gelten  bekanntlich: 


4Ä 


2 


sin  a, 


A<*<.=  1,2,3  (4) 
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— y»(«  — Oj)(*  — a,)(»  — Oj) 


,(»  — Oj)  = r,(f  — a,)  -»  r,(#  — o,) 


Ans  (5)  und  (6)  folgt  der  Satz  von  Mahlen: 

Ans  der  Gleichung  (4)  mittelst  (2)  folgt 

= 2ü*  n sin  a 


Nun  ist  aber 
somit  wegen 


Wkl.  AkSA^  = 2a. 


*<*<*■=  ^>  2,  3 


■^a  “ 2 2a  = Ä*  2^  sin  o cos  o 
Vergleichen  wir  nnn  (9)  und  10),  so  erhalten  wir 
4I7sino  = £sin2a 

oder 

2/7sina  = 2^  sin  a cos  a 
Ans  der  ersten  Gleichung  (6)  folgt 

Aa  — Rr  Z sin  a 

somit  wegen  (10): 

2r  £sin  a = i7  £ sin  2a 
Ans  der  Formel  (7)  erhalten  wir 

iAa  = AxOx  “ 2AxÄsinax 


woraus  wieder 


und  somit  wegen  (11): 


■2  ^ - V 2?  sin  a 


xf|Ä;”r-  (14) 

Multipliciron  wir  die  Gleichungen  (13)  fOr  * — 1,  2,  3,  erhalten  wir 
1 Ä»  . 

ÄiAjAj  “ “ 

welche  Relation  mit  Racksicbt  auf  (9)  in 

2z/a*=  ÄA,  A,Aj  (15) 

Obergebt  Vergleichen  wir  nnn  dies  Resultat  mit  der  Gleichung  (8), 
BO  erhalten  wir 
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Zahradnik:  Utbtr  einigt  Wi^lce^^  und 


ÄA,A,/ij  = 2rr,r,r3  (16) 

Aus  den  Gleichungen  (6)  folgt: 

s 1 * — a,  , 

£-  = £ ~ ^--r 

*-l  *■*  h=l 

was  (ieii  Satz  von  Steiner 0-Bobilier  ausdrUekt,  nämlich: 

(17) 

*^s 

Ferneres  erhalten  wir  ans  den  Gleichungen  (6) 

rj-j-rj  + r, — r =■  /1a{ — ^ 1 1 

nun  ist  aber  wegen  n ^ £a  der  Ansdruck  in  den  Klammem  gleich 

4/i 

^ Ja 

womit  sieb  der  zweite  Satz  von  Bobilicr*)  ergibt: 

4/t  = r,+rj  + r,  — r (18) 

Ans  den  Gleichungen  (11)  und  (12)  folgt: 

r /Isiuor 

2R  ^sino 

was  mit  Hülfe  der  bekannten  Relation 

21 sin  a = 4/7 cos  ^ 


il“  477sin? 

übergeht. 

8.  Es  sei  SUh  = Pj,  wo 

“ //siujSj  =-  Ti  cos  = 2 

Für  den  Flächeninhalt  von  Jb  erhalten  wir: 

Jb  = i£(f^lf^  sin  Bb SBx 

Wkl.  BhSBk  -=  w— Ja  = ^Jb 


(19) 


(20) 


A ^ = 1,  2,  3 


Nun  ist 
somit 

Ja~  R*T1  cos  a£tga 
was  mit  (9)  verglichen  gibt: 


1)  J.  Steiner’«  Werke  I.  Bd.  pg.  214. 

2}  Erschien  in  Gergonne-Annale«  des  math.  Conf.  Steiner  I.  c. 
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(V) 

(VI) 


Relationen  am  ^c- 


9.  Für  Q gilt  anch 


ferner  ist  (Fig.  1) 


Bk  Ck  = 


R-a 


R 


2 ~ 2 


**  + e* 


R 


2 (1+coso^) 


wo 


= Bk  Ck'  = SCk 
FOr  den  Flächeninhalt  von  de  erhalten  wir 

R* 

de  = i ^»i'xj'sinoj  «=  -g  X(l-f-coso,)(l  + cosor,)sino3 

= y iScos*^’  C05*2*8'n,Og  = ä*/7c08*^  ^ (^1) 

Es  ist  aber  anch 

T*  9 a rr  ^ V’  ®l  W*  Ofi» 

Z cos*  2 cos*  2 ®‘“  “s  “ ^ ^ 2 "*  2 f ®‘“  2 

worans  wegen 


folgt: 


„ o.  o,  . «.  3+icos«  , „ ,a 
Z cos  2 cos  2 sing  — ” J -2^  cos*  jj 


Ä* 


— y II  cos  2 -T  cos*  2 (22) 

Vergleichen  wir  nun  die  Resultate  (21)  und  (22),  so  erhalten  wir 


iUcos  2 ^tg^  = ^cos*2 
Nun  ist  aber  bekanntlich: 

i^cos*^  — 2^1  + I7sin0 
somit  können  wir  (VII)  schreiben: 


(VII) 


(VIII) 


ztgg  = ntg  2 + Usccg 

Bemerkung : Sind  die  Dreiecke  da,  de  nicht  in  einer  beson- 
dnren  Lago  zn  einander? 
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Zahradniki  Ueber  tinige  Winkel-  und 


Relationen  am  Zc. 

10.  FUr  den  Flächeninhalt  des  Dreieckes  Z/  erhalten  wir: 

R^  cti  Ott 

Je'  = sin Bj  = 2 .£  sin* g sin* ^ sin  oj 


= Ä»J7sin*^.  Zcot^ 


oder  wegen 


(23) 


(21) 


(IX) 


4 .£sin  sin^ = l^sin«  — 4/7cos^ 
a a Ä* 

Je'  — R*n  sin  2 cos  2 “ "s"  -I^sin  a 
Durch  Vergleichung  der  Formeln  (23)  und  (21)  ergibt  sich: 
icot  ^ = Jlcotg? 

Ferner  folgt  ans  (24)  mit  Rücksicht  auf  (9): 

Ja  — 16  Je' 

ähnlich  ans  (21)  und  (24): 


Die  Dreiecke  Ja  — und  Ja'  = D^D^D^‘  sind  congment 

Ihr  Flächeninhalt  ist 

. Ä*  ^ . 

.Ä  Bin  a 

somit  gilt  wegen  (10)  und  (12): 

Jd  R .£sinoi 

/fo  ” 2r  2sin2a 


IV. 

11.  Im  Artikel  8 zeigten  wir,  dass 

SBh  — P*  ■”  Äcos  ct^ 

somit  gilt 

Sq  — Ä^cos«  = Ä-f'4Änsin^ 

nnd  wegen  (19): 

= Ä-j-r 

12.  Nach  dem  Artikel  7 und  9 besteht 
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Ui  — 2«x,  — 

K'—  2»*,-'=  ücos*^' 

somit : 

f/.'+  Ui  - U 

Ui' — Ui  — Ucoaoi  = 

Durch  Sammation  erhalten  wir 

£(Ui'—  Ui)  = 2«Ä-f  2»r 

nftmlich  der  Unterschied  der  Umfänge  der  Kreise  um  C und  C 
(Fig.  1)  ist  gleich  dem  Umfange  des  aus  S beschriebenen  uud  beide 
Kreise  gemeinschaftlich  in  B berObrenden  Kreise;  die  Summe  der 
Unterschiede  der  Umfänge  der  Kreise  Ki  und  Kt  ist  gleich  der 
Somme  der  Umfänge  des  Umkreises  und  Inkreises. 

Ferner  gilt 

Fi  — Fi  — 7t{%i'*  — %,*)  — nJIf/,  = F.cosa, 

somit 

£(Fi'—F)  = nÄ*4-JiÄr 

Endlich  sei  noch  nachstehende  Relation  aofgeftthrt: 

Fi’—F>  Ui'— Ui 

F U~ 

somit  ist 

Fi— Fi  F R 
Ui  — Ui  ■"  i;  “ 2 

ftkr  > = 1,  2,  3,  d.  i.:  Das  Vorhältniss  der  Unterschiede  der  Flächen- 
inhalte und  Umfänge  der  Kreise  Ki  und  Ki,  welcho  wir  nach  Art.  1. 
über  einer  Sehne  construiren,  ist  gleich  der  Hälfte  des  Halbmessers 
des  gegebenen  Kreises.  So  ist  in  der  Fig.  3 der  Unterschied  Fi—F 
gleich  dem  schraffirten  Teile  und  Ui' — U,  gleich  dem  Umfange  des  aus 
dem  Mittelpunkte  8 die  Sehne  berührend  gelebten  Kreises. 
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Ctaussi  C/eber  magische  QwidraU. 


XXL 

lieber  magische  Quadrate. 


Von 

Felix  Clause. 


Die  Aufgabe  x.x  Zahlen  von  Ip  — x*p  (wobei  p ein  beliebiger 
Factor)  in  ein  Quadrat  von  x.x  Feldern  so  einzozeicbncn , dass  die 
Summe  aller  Glieder  je  einer  der  x wagerechten  oder  senkrechten 
Reihen  oder  einer  der  beiden  Diagonalen  dieselbe  ist,  zerfällt  nach 
dieser  Methode  in  zwei  Hauptgruppen,  je  nachdem  die  Basis  x eine 
gerade  oder  ungerade  ist. 

Die  Grösse  der  jedesmaligen  Summe  bestimmt  sich,  da  x Reihen 
vorhanden,  mit  Hilfe  der  arithmetischen  Progressionen  nach  der 

Formel:  <S=  --.j  oder:  -S  = ^ (1 -}-**) p.  Der  Einfachheit 

halber  soll  in  folgenden  Ausführungen  der  constante  Factor  p,  den 
man  ja  jedem  Endergebniss  nur  anzufügen  hat,  weggelasscn  werden. 
Dio  Aufstellung  der  Zahlen  geschieht  nun  vollständig  symmetrisch. 

I.  Dio  Basis  x eine  gerade  Zahl. 

Das  erste  Glied  der  ersten  wagerechten  Reihe  heisst  1;  das 
letzte  X.  Demnach  lautet  in  ders.  Reihe  das  zweite  2 ; das  vorletzte 
X — 1,  das  dritte  3 u.  s.  w.  Das  erste  Glied  der  zweiten  (wager.) 
Reihe  lautet  demnach  x-}-l;  das  letzte  2x;  die  übrigen  Glieder  ders. 
Reibe:  x-j-2;  x-j-3  u.  s.  w.  2x — 2;  2x  — 1.  Ebenso  verhalten  sich 
dio  folgenden  Reihen.  — In  der  letzten  heisst  das  letzte  Glied  z*; 
demnach  das  vorletzte  x*  — 1;  ...  das  x letzte  (d.  h.  das  erste)  Glied 
der  letzten  Reihe  x* — x-|-l  n.  s.  w.  Ebenso  findet  man  das  letzte 
Glied  der  vorletzten  Reihe  x*  — Ix;  das  erste  Glied  ders.  Reihe 
X*  — 2x+l  u.  s.  w.  u.  s.  w.  - (vergl.  dio  am  Schlüsse  angefügte  Tafel). 
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Ans  dieser  völlig  symmetrischen  AnfsteUong  der  x.m  Zahlen 
ergiebt  sich  sofort: 

I).  Je  zwei  sich  diametral  gegenOberliegende  Zahlen  betragen 
zusammen  1-j-z*.  Mithin  ist  die  Summe  aller  Glieder  jeder  von 

beiden  Diagonalen,  da  jede  z Glieder  hat,  je  ^ 

lla) .  Die  Summe  des  ersten  und  letzten,  des  zweiten  und  vor- 
letzten n.  s.  w.  Gliedes  der  ersten  wager.  Reihe  betr.  jedesmal  l-f-z; 
die  Summe  je  ders.  Glieder  der  letzten  wager.  Reibe  jedesm.  2z*— z-j-l; 
mithin  die  Summe  je  zwei  sich  entsprechender  Glieder  der  ersten 
und  letzten  wager.  Reihe  zns.  jedesm.  2-f2z*  oder  2(l-j-z*). 

llb) .  Die  Summe  des  ersten  und  letzten,  des  zweiten  und  vor- 
letzten u.  s.  w.  Gliedes  der  zweiten  wager.  Reihe  betr.  jedesmal 
l-fSz;  die  Summe  jo  ders.  Glieder  der  vorletzten  wager.  Reihe 
jedesm.  2z*  — 3z -fl;  mithin  die  Summe  je  zwei  sich  entsprechender 
Glieder  der  zweiten  und  vorletzten  wager.  Reihe  zus.  jedesm.  2-f 2z* 
oder  2(1 -fz*). 

IIc>.  Bei  allen  folgenden  Reihen  findet  dasselbe  Yerhältniss  statt. 

lila).  Die  Summe  des  ersten  und  letzten , des  zweiten  und  vor- 
letzten u.  s.  w.  Gliedes  der  ersten  senkrechten  Reihe  betr.  2-fz*— z; 
die  Summe  je  ders.  Glieder  der  letzten  senkrechten  Reihe  jedesm. 
z-f  z*;  mithin  die  Summe  je  zwei  sich  entsprechender  Glieder  der 
ersten  und  letzten  senkrechten  Reihe  zus.  2-f  2z*  oder  2(1 -fz*). 

Illb).  Bei  allen  folgenden  senkrechten  Reihen  findet  dasselbe 
Yerhältniss  statt. 

flj 

Yertanscht  man  nun  ans  jeder  Reihe  | mal  je  zwei  sich  ent- 
sprechende Glieder  mit  den  ihnen  diametral  gegenttberliegenden  Zahlen, 
doch  so,  dass  die  Diagonalzablen  als  solche  gewahrt  werden,  d.  h. 
dass  man  aus  der  ersten  wagerechten  Reihe  das  zweite  und  vorletzte, 
vierte  und  viertletzte  Glied  u.  s.  w.;  aus  der  zweiten  wagerechten 
Reibe  jedoch  das  erste  und  letzte , dritte  und  drittletzte  Glied  n.  s.  f. 
immer  abwechselnd  mit  den  ihnen  diametral  gegenüberliegenden  Zahlen 
vertauscht,  so  mOssen  nach  den  obigen  AnsfQhmngen  allemal  vier 
Glieder  in  jeder  wagerechton  oder  senkrechten  Reihe  nnd  zwar  das 
erste,  zweite,  vorletzte  und  letzte;  oder  das  dritte,  vierte,  viertletzte 
und  drittletzte  Glied  u.  s.  w.  immer  die  Somme  2(l-f  z*)  ergeben. 

Uanptregel  ist  nnn,  dass  man  zuerst  4iö  beiden  mittelsten  Qua- 
drate, dann  die  beiden  um  diese  sich  grnppirondcn  Quadrate  u.  s.  w. 
behandelt 
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C/sum;  t/ii6er  magische  Quadrats. 


A.  Ist  die  Basis  x eine  durch  vier  teilbare  Zahl,  so  erhält  man 
in  jeder  Reihe  | mal  die  Somme  2(1 -fa;*)  d.  h.  ^(1+**)  ’k.z.  b.  w. 

B.  Ist  die  Basis  x eine  gerade,  aber  nicht  durch  vier  teilbare 
Zahl,  so  wird  zuletzt  allemal  nur  ein  einzelnes  Quadrat  übrig  bleiben, 
das  man  nach  folgenden  Regeln  zu  behandeln  bat. 


Die  Somme  aller  Glieder  einer  jeden  Reihe  der  inneren  Quadrate 

SC  ““2 

beträgt  nach  den  obigen  Ausführungen  (1  + x*)  — Von  dem 
äussersten  Quadrate  müssen  demnach  ausser  den  Eckzablen  je  zwei 

X 1*^2 

sich  direct  gegenüberliegende  Glieder  zus.  allemal  2(1+**) — 

d.  h.  betragen.  Dieses  ist  aber  die  Summe  je  zwei  sich  ein- 

ander diametral  gegenüberliegender  Zahlen;  die  Aufgabe  wird  also 
gelüst  sein,  wenn  nur  zwei  aneinanderstossende  Seiten  des  äussersten 
Quadrates  aus  den  noch  vorhandenen  Zahlen  so  gebildet  sind,  dass 


die  Summe  je  ihrer  Glieder  ^(1  -f  beträgt,  und  jede  Reihe  allemal 

nur  eine  der  sich  einander  diametral  gegenüberliegenden  Zahlen 
enthält  Die  einzelnen  Glieder  der  beiden  anderen  Qnadratseiten 
müssen  dann  die  Diametralzahlen  ihrer  direct  gegenüberliegenden 
Zahlen  sein. 


Die  beiden  zu  bildenden  Seiten  des  äussersten  Quadrates  seien 
die  untere  und  die  rechte  Qnadratsoite.  Mau  bildet  sie  nun  folgender- 
massen : Zunächst  vertauscht  man  in  beiden  Diagonalen  die  Endglieder 
mit  einander.  Die  übrigen  ungeraden  Glieder  ansser  den  letzten 
X — Q 

— ^ ungeraden  Gliedern  der  unteren  Reihe,  die  durch  die  letzten 

x~~~~  G 

— ungeraden  Glieder  der  oberen  Qoadratseite  ersetzt  werden,  also 

das  dritte,  fünfte,  siebente  u.  s.  w.  Glied  behalten  auf  beiden  Seiten 
ihren  Platz  bei;  während  die  geraden  Glieder  der  unteren  Seite,  also 
das  zweite,  vierte,  sechste  n.  s.  w.  Glied  durch  die  geraden  Glieder 
der  rechten  Seite,  und  die  geraden  Glieder  der  rechten  Seite  durch 
die  ungeraden  Glieder  der  oberen  Seite  (ansser  natürlich  der  Eckzabi) 

ersetzt  werden ; nur  dass  an  Stelle  der  letzten  ungeraden  Glie- 

6 

der  der  oberen  Seite,  die  ja  schon  verwertet  sind , die  letzten 
ungeraden  Glieder  der  unteren  Qnadratseite  treten.  Ist  dies  Mies 
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geschehen,  so  vertauscht  man  in  der  unteren  Quadratseite  noch  das 
letzte  und  das  Glied  mit  einander. 

Dsmn  erhält  die  untere  Qnadratseite: 

1) .  das  erste  und  letzte  Glied  der  oberen  Qnadratseite,  d.  b.  die 
beiden  Summanden  1 und  x, 

j. 2 

2) .  eine  arithmetische  Reibe  von  Gliedern,  deren  Anfangs- 

glied  das  dritte  Glied  der  letzten  wager.  Reihe  also  sc* — *+3)  deren 
Endglied  das  vorletzte  Glied  der  letzten  wager.  Reibe  also  x* — 1, 

deren  Summe  mithin ^ ^ beträgt.  Hierbei  ist 

X ~~  6 

jedoch  - mal  die  Differenz  zweier  sich  direct  gcgonttberliegcnden 

Glieder  einer  senkrechten  Reihe  zuviel  genommen,  die  von  der  Summe 
wieder  abznzieben  ist, 

X 2 

3) .  eine  arithm.  Reihe  von  — ^ - Gliedern,  deren  Anfangsglied 

das  zweite  Glied  der  rechten  Quadratseite,  also  2x,  deren  Endglied 

das  drittletzte  Glied  der  rechten  Qnadratseite,  also  x* — 2x,  deren 

2x  X* — 2x  X — 2 s • 1 V i_ 

Summe  mithiu  2 * beträgt.  — Es  ergiebt  sich  daher 

fOr  die  untere  Qnadratseite  die  Summe: 


5 = l+x+ 


X*— X+3-I-X*— 1 
2 


2 


, ■ 2*+**— 2»  X— 2 
~(x*-x)+ 2" 


= (4+4X+2X*— x*+2x— 4x*+2x-4  -x»+6x*+x»_6x-fx»— 2x*):4 
= oder:  |(l+x*)  w.  z.  b.  w. 


Die  rechte  Qnadratseite  enthält  dann: 


1) .  das  erste  Glied  der  letzten  wagerechten  Reihe  d.  h.  ■»*— x-j-1, 

2) .  das  letzte  Glied  der  -f- wagerechten  Reihe  d.  h.  1^, 

X 2 

3) .  eine  arithm.  Reihe  von  — ^ Gliedern,  deren  Anfangsglied  das 
dritte  Glied  der  rechten  Qnadratseite,  also  3^^;  deren  Endglied  das 
vorletzte  Glied  der  rechten  Quadratseite,  also  x* — x;  deren  Summe 

..i-  3x  + x* — a x~2  ^ 

mithin 2 • beträgt, 

X - 2 

4) .  eine  arithm.  Reibe  von  — y Gliedern,  deren  Anfangsglied  das 
dritte  Glied  der  ersten  wagerechten  Reihe,  also  3-,  deren  Endglied 
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(las  vorletzte  Glied  der  ersten  wagereebten  Reihe,  also  ' — 1;  deren 

3 -!■  ' 1 35—2 

Summe  mithin  — . ^ beträgt.  Hierbei  ist  jedoch  mal 

die  Differenz  zweier  sich  direct  gegenttberliegenden  Glieder  einer 
senkrechten  Reihe,  die,  wie  sofort  ans  der  Symmetrie  der  Anfstellnng 
erhellt,  i*  — x beträgt,  zn  wenig  genommen,  was  nun  zur  Gesamt- 
summe noch  zn  addiren  ist. 


Es  ergiebt  sich  daher  für  die  rechte  Qnadratseite  die  Summe: 

. I , 1 1 A 1 Sx-\-x*—x  x~2  , 8-f-i— 1 1-2  x-6 

^2 2 T-+ 

= (4** — ix-\-i-\-2x*-\-Ax-{-'2x*-\-x* — 4® — 2i*-j-2®-|-x* — 4 — 2® 

-)-®*  — 6x*  — i*-f-6*):4 

•=  oder:  |(1 -)-**)  w.  z.  b.  w. 


n.  Die  Basis  z eine  ungerade  Zahl. 


Die  Anfstellnng  der  x.x  Zahlen  geschieht  ebenso  wie  bei  den 
Quadraten  mit  gerader  Basis , nur  dass  noch  in  jeder  Reihe  das 
mittlere  Glied  besonders  auszudrücken  ist;  und  zwar  ist  dieses  allemal 
gleich  der  halben  Summe  des  Anfangs-  und  Endgliedes  einer  jeden 
Reihe,  ln  der  ersten  wagereebten  Reihe  wird  es  also,  da  das  erste 

l ~\~X 

Glied  1,  das  letzte  Glied  x heisst,  ; in  der  letzten  wagerechten 


Reihe,  da  das  erste  Glied  z*  — x-f-l,  das  letzte  z*  heisst, ^ 


lauten.  Ebenso  berechnet  sich  das  mittlere  Glied  dor  ersten  senk- 

z*  — z -1-  2 

rechten  Reibe  ans  1 und  z* — z-{-l  als  g ; das  der  letzten 


Z-l-Z* 

senkrechten  Reibe  aus  z und  x*  als  ~2~~'  Schlüsse 

angofflgte  Tafel). 

Bei  der  Verschiebung  der  einzelnen  Zahlen  ist  nun  namentlich 
zu  beachten,  dass  man  jedes  um  den  Mittelpunkt  sich  gmppirendo 
Quadrat  einzeln  nach  den  im  folgenden  aufgestellton  Formeln  zu 
behandeln  hat.  Sie  teilen  sich  in  Quadrate  mit  ungeraden  Grund- 
zahlen, deren  Basis  um  eins  vermehrt  eine  durch  vier  teilbare  Zahl, 
und  solche,  deren  Basis  um  eins  vermindert  eine  durch  vier  teil- 
bare Zahl  ist. 


A.  Die  Basis  z um  eins  vermehrt  eine  durch  vier  teilb.  Zahl. 
1).  Die  vier  Eckzahlen  und  die  vier  je  in  der  Mitte  einer  Seite 
stehenden  Zahlen,  kurz  Mittelzahlen  genannt,  verschiebt  man  so,  dass 
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die  untere  Hittelzahl  in  die  linke  obere  Ecke,  die  rechte  Mittelzahl 
in  die  rechte  obere  Ecke,  die  linke  Mittelzahl  in  die  linke  untere 
Ecke,  die  obere  Mittelzahl  in  die  rechte  untere  Ecke  zu  stehen 
kommt;  und  die  linke  obere  Eckzahl  obere  Mittelzahl,  die  rechte 
obere  Eckzahl  linke  Mittelzahl,  die  linke  untere  Eckzahl  rechte 
Mittelzahl  und  die  rechte  untere  Eckzahl  untere  Mittelzahl  wird; 
als  Figur  durch  zwei  Parallelogramme,  die  sich  in  ihren  Eckpunkten 
auf  einander  zu  verschieben,  verdeutlicht;  also 

a b e h a f 

d e f und  •.  c e g 

g h i d i b 

lla) .  Die  zweiten  und  vorletzten  Zahlen  der  beiden  wagerechten 
und  senkrechten  Reihen  vertauscht  mau  so  mit  einander,  dass  die 
zweite  und  vorletzte  Zahl  je  einer  der  beiden  parallelen  Reiben  in 
die  ihnen  gegenüberliegende  Reibe  zu  stehen  kommen,  doch  so  dass 
die  zuerst  sich  diametral  einander  gegenüberliegenden  Zahlen  nun 
direct  sich  gegenüberliegen;  als  Figur  dargostellt  durch  ein  Rechteck, 
dessen  Ecken  sich  auf  einem  der  beiden  Parallclenpaaro  und  den 
Diagonalen  fortschreitend  verschieben;  also 

m o H p 

IXI  und: 

n p um 

llb) .  Die  dritten  und  drittletzten,  die  vierten  und  viertletzteu 
u.  s.  w.  Zahlen  der  beiden  wagerechton  und  senkrechten  Reihen  be- 
handelt mau  nach  demselben  Prinzip  wie  die  zweiten  und  vorletzten 

X—  3 

Zahlen  (vergl.  lla);  und  zwar  bat  mau  so  auf  jeder  Seite  — j- 
nebeneinanderstehende  Zahlen  zu  behandeln. 

III).  Auf  jeder  Seite  werden  dann  noch  zu  beiden  Seiten  der 

Mittelzahl  je  d.  h.  — Zahlen  übrig  bleiben,  von 

denen  man  noch  aber  nur  anf  zwei  aueinanderstossenden  Quadrat- 
seiten  je  zwei  sich  entsprechende  Zahlen  mit  einander  zu  vertauschen 
hat,  so  dass  dann  jo  zwei  sich  erst  diametral  gegenüberliegenden 
Zahlen  sich  nun  direct  gegenüberliegen,  zusammen  addirt  also  jedes- 
mal die  Somme  ergeben. 

Es  enthalten  dann: 

Die  obere  Quadratscite : 

2x* 1 4- 1 

1) .  die  untere  Mittelzahl  d.  h. 2 » 

2) .  die  linke  obere  Eckzahl  d.  h.  1; 
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3).  die  rechte  Mittelzahl  d.  h. 


4).  eine  arithm.  Reihe  von 


Gliedern,  deren  Anfangsglied 


das  zweite  Glied  der  letzten  wagerechten  Reihe  d.  h.  x*  — ; 

deren  Endglied  das  Glied  der  letzten  Reihe  d.  h. 


2x* — x-|- 1 


— 1;  deren  Summe  mithin 


X*-.r-l-2-f 


j. 3 

beträgt.  — Hierbei  ist  jedoch  — mal  die  Differenz  zweier  sich 

senkrecht  gegenüberliegenden  Glieder  d.  h.  zuviel  ge- 

nommen, was  von  der  Gesamtsumme  wieder  abzoziehen  ist  — 

X —3 

5).  eine  arithm.  Reihe  von  Gliedern,  deren  Anfangsglied 
das  vorletzte  Glied  der  letzten  wagerechten  Reihe  d.  h.  x*  — 1 ; deren 
Endglied  das  + 1)-  Glied  der  letzten  wagerechten  Reihe  d.  h. 


2i* — *-1-1 


-|-li  deren  Summe  mithin 


beträgt.  — Hierbei  ist  jedoch  ^ mal  die  Differenz  zweier  sich 

j. 3 

senkrecht  gegenüberliegenden  Glieder  d.  h.  (i^  -x)  zuviel  ge- 
nommen, was  von  der  Gesamtsumme  wieder  abzuziehen  ist 


Die  obere  Qnadratseite  besteht  also  aus: 


2x«— x-fl 


+ 1+^-*+ 


x2-x-(-2-|- 


2x* — *-}-! 


— *)+ 


3 ®— 3 o 

“2 — r 


- (8*2-4x-|-44-8+4**-|-4x-f-4x3-3x2-f3*-l2x2-l-9x-9-2x»-f8*» 

— 6x-f-4x’ — x^-j-x — 1 2x*-l-3x — 3 — 2x*-j-8** — 6x) : 8 
_ ^ jj  I (1-j-x*)  w.  z.  b.  w. 

Die  linke  Qnadratseite: 

2^ x-1- 1 

1).  die  untere  Mittelzahl  d.  h. 2^^  ’ 
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2).  die  rechte  obere  Eckzahl  d.  h.  x; 


3).  die  linke  Mittelzahl  d.  h. 


x—3 


4).  eine  arithmetische  Reihe  von  — g—  Gliedern,  deren  Anfangs- 
glied das  zweite  Glied  der  letzten  senkrechten  Reibe  d.  b.  2z;  deren 
Endglied  das  C4^-)  Glied  der  letzten  senkrechten  Reibe  d.  h. 

■* — “ ^ “ 


be- 


2 * y '*' > »*v*va*  »,/uujauv  suaioisu  g — • g 

trägt.  — Hierbei  ist  jedoch  mal  die  Differenz  zweier  sich  wage- 
recht gegenaberliegenden  Gliedern,  die  wie  sofort  ans  der  Symmetrie 
der  Aufstellung  erhellt,  x — 1 beträgt,  zuviel  genommen,  was  von  der 
Gesamtsomme  wieder  abzuziehen  ist  — 

j. 3 

5).  eine  arithmetische  Reihe  von  — g-  Gliedern,  deren  Anfangs- 
glied das  vorletzte  Glied  der  letzten  senkrechten  Reihe  d.  h.  x* — z; 
deren  Endglied  das^^~--|-iy  Glied  der  letzten  senkrechten  Reihe 

, /*-f  1 I , „ . . '**-3 

d.h.  f — 2 — f-1  Iz;  deren  Summe  mithin  — 2 •— g— 

® “ 3 

beträgt.  — Hierbei  ist  jedoch  — mal  die  Differenz  zweier  sich 

X "“2 

gegenüberliegenden  wagcrcchten  Glieder  znviel  genommen  d.  h.  — 
z — 1),  was  von  der  Gesamtsumme  wieder  abzuziehen  ist. 

Die  linke  Qnadratseite  besteht  also  ans: 


S — 


2r*— 'z-fl 
2 


f®+‘ 


*-z-f-2  , ^ 0 *®-3  ®-i 


' + 


(x-1) 


+ 


^_3 


2 


, (8z*-4z-f-4-|-8z-|-4z»— 4z-f-8-l-z»-|-3z*-3z»— 9z— 2z*-|-8z  - 6 

-f-3z»-f  z*— 9z*— 3z— 2zM-8x— 6) ; 8 

4z-j-4z 


8 


d.  h.  2(1  + **)  w-  h.  w. 
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In  den  beiden  anderen  Qnadratseiten  ist  jedes  Glied  das  nr- 
spr&ngliche  Diamentralglied  seines  gegenüberliegenden  Gliedes,  also 
allemal  das  Supplement  zn  1 -j-  Bezeichne  ich  nnu  die  entsprechen- 
den Glieder  der  gegenüberliegenden  Reihe  mit  o,  ß,  y,  d u.  s.  w., 
so  erhalte  ich  für  jede  der  beiden  vorliegenden  Quadratseiten 
l+x*  — o-|-l-|-z*  — — y u.  9.  w.;  im  ganzen  jedoch 

z(l-j-z*j— (o-J-ß-f-y-f- ...)•  “ + jS+y  + -”  geben  aber  zusammen 

^(1-j-z^);  mithin  ist  die  Summe  der  einzelnen  zu  addirenden  Glieder: 
»(1-j-**)— w.  z.  b.  w. 

B.  Die  Basis  x um  eins  vermindert  eine  durch  vier  teilbare  Zahl. 

I) .  Jede  Eckzabl  vertauscht  man  mit  einer  benachbarten  Mittcl- 
zahl,  doch  so,  dass  man  immer  von  jeder  Ecke  ans  die  gleiche  Rich- 
tung beibebült;  als  Figur  dargestellt  (die  Bogen  geben  die  Rich- 
tung an,  in  der  die  Vertauschung  geschieht): 

r»t  u t s r t $ r tr 

V und:  r v z oder:  ^ v u>  und:  x v t 
X y z y X w ^x  y z uzy 

II) .  Die  zweiten  und  vorletzten,  die  dritten  und  drittletzten 
n.  s.  w.  Zahlen  der  beiden  wagcrechten  und  senkrechten  Reihen  be- 
handele man  nach  denselben  Formeln  wie  dieselben  Zahlen  der  Qua- 
drate, deren  Basen  um  eins  vermehrt  durch  vier  teilbare  Zahlen  sind 
(vergl.  II.  A.  Ila);  nur  dass  mau  hier  nach  diesem  Principe  auf  jeder 

X — 1 

Seite  allemal  nur  — . - nebeneinanderstehende  Zahlen  behandelt. 

4 

III) .  Auf  jeder  Seite  werden  dann  noch  zu  beiden  Seiten  der 

(X  X \ X & 

3-[-2.  -j— J d.  h.  ^2^  Zahlen  übrig  bleiben, 

von  denen  man,  jedoch  nur  auf  zwei  aneiuanderstossenden  Qnadrat- 
seiten, noch  je  zwei  sich  einander  entsprechende  Zahlen  mit  einander 
zu  vertauschen  hat,  so  dass  dann  je  zwei  sieb  einander  erst  diametral 
gegenüberliegende  Zahlen  sich  nun  direct  gegenübcrliegen,  zusammen 
also  allemal  die  Summe  1-j-z^  ergeben. 

Es  enthalten  demnach: 
die  obere  Qnadratseite  : 

1).  die  linke  Mittelzahl  d.  h.  i 

2).  die  rechte  obere  Eckzabl  d.  h.  x; 
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3).  die  obere  Mittelzahl  d.  b. 


1-j-i . 


4).  eine  arithmetische  Reihe  von  ^ 2 ~ C3>e4ern,  deren  Anfangs- 
glied das  zweite  Glied  der  letzten  wagerechteu  Reihe  d.  h.  jt*— x-j-2; 
deren  Endglied  das  Glied  der  letzten  wagerechten  Reihe 


2;ra— x+l 

d.h. 2 1;  deren  Summe  mithin 


x-3 

■ 2 ’ 


Hierbei  ist  jedoch 


X — 5 


mal  die  Differenz  zweier  sich  gegenüber- 


ap—  5 

liegenden  Glieder  einer  senkrechten  Reihe  d.  h.  (z*— i)  zuviel 
genommen,  was  von  der  Gesamtsumme  wieder  abzuzieben  ist  — 


5).  eine  arithmetische  Reihe  von 


z — 3 


Gliedern,  deren  Anfangs- 


glied das  vorletzte  Glied  der  letzten 'wageroch ten  Reihe  d.  h.  z*— 1; 

deren  Endglied  das  Glied  der  letzten  wagerechten  Reihe 

2z*  -z-{-l 


d.h. 


2z*  — z-}-l 


z»-l-|- 


+1 


-j-1 ; deren  Summe  mithin  -- 


z-3 

.2 


X 5 

betrügt  Hierbei  ist  jedoch  auch  wiederum  ^ mal  die  Differenz 
zweier  sich  direct  gegenüberliegenden  Glieder  einer  senkrechten  Reihe 
d.  h.  -- 1—  (z*  — z)  zuviel  genommen,  was  von  der  Gesamtsumme  noch 
abzuziehen  ist. 


Die  obere  Quadratseite  besteht  also  aus: 


Z-3 

2 


_^(z*_zH 


x~3  z-fi 


(*»-z) 


=(4t*_4z+8-l-8z-H-[-4a:-f-4z»  - 3za-j-3z-  12z»-|-9z  -9-2z»-fl2z» 
-lOz-Hz*— z*-|-z— 12ia-f3z-3-2-t*-f-12z*-iar):8 

= 4a:-^  d.  h.  ^(1-fz*)  w.  z.  b.  w. 


Areh.  d.  «.  Fkja.  S.  K«ih*.  T.  TI. 
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Die  linke  Qnadratseite : 

1).  die  linke  Mittelzahl  d.  h. 


s^-x+2  . 


2) .  die  linke  obere  Eckzahl  d.  b.  1 ; 

2*2 * 4- 1 

3) .  die  untere  Mittelzahl  d.  h.  2 ' 

1 — 3 

4) .  eine  arithmetische  Reihe  von  — Gliedern,  deren  Anfangs- 

glied das  zweite  Glied  der  letzten  senkrechten  Reihe  d.  h.  2z;  deren 
Endglied  das  —l^o  Glied  der  letzten  senkrechten  Reihe  d.  h. 

— l^.x;  deren  Summe  mithin  ^ betragt 

Hierbei  ist  jedoch  * mal  die  Differenz  zweier  sich  wagerecht  gegen- 
überliegenden Glieder,  die,  wie  sofort  ans  der  Symmetrie  der  Auf- 
stellung der  Zahlen  erhellt,  x — 1 betrügt,  zuviel  genommen,  was  von 
der  Gesamtsumme  wieder  abzuzichen  ist  — 

j. 

5) .  eine  arithmetische  Reihe  von  ,,  Gliedern,  deren  Anfangs- 
glied das  vorletzte  Glied  der  letzten  senkrechten  Reihe  d.  h.  x* — *; 
deren  Endglied  das  C-t^+0  te  Glied  der  letzten  senkrechten  Reihe 

, -j-lV  X „ 

d.  h.  ( deren  Summe  mithin 2 — . — ^ 

a; 5 

betrügt.  Hierbei  ist  jedoch  mal  die  Differenz  zweier  sich  wage- 

X ^ b 

recht  gegenüberliegenden  Glieder  d.  h.  (x—1)  zuviel  genommen, 
was  von  der  Gesamtsumme  wieder  abzuziehen  ist. 

Die  linke  Quadratseite  besteht  also  ans: 


X*— x-f  2 2x2-x-f  1 

S_  . ^ j. 


2 4 


**-*+(■  +0  x~3  x- 


+ 2 ' 2 4 

- (4x*  - 4x  -f 8-f8-f 8x*  ~ 4x  -f-4-hr*+3ic*— 3x2-  9*  _2xä-j-12x  - 10 

-f-3x’-{-x2 — 9x2—  3x — 2x2-j-l2x — 10):8 

4x-t-4x’ 

g — 

— s(l-|-x2)  w.  z.  b.  w. 
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la  den  beiden  anderen  Qnadratseiten  ist  jedes  Glied  das  nrsprOng- 
licbe  Diametralglied  seines  gegenüberliegenden  Gliedes,  also  allemal 
das  Snpplement  za  Bezeichne  ich  nan  die  Glieder  der  gegen- 

überliegenden Reihe  mit  «,  ß,  y n.  s.  w.,  so  erhalte  ich  für  die 
Glieder  der  vorliegenden  Reihe  l-j-** — «•,  1 + ** — ß n.  s.  w.  Ihre 
Summe  ist  also  ä5(l  + ir2)  — (o-|-^-j-y-j-...).  o-j- jJ+y-j-...  ist  nnn 

aber  ^ (l-|-x2);  Summe  aller  Glieder  der  vorliegenden  Reibe  also 
— ^(1-j-iT^)  d.  h.  2(1+®*)  w.  z.  b.  w. 


Digiiizod  by  Google 


436 


Clautt:  Utbtr  magüche  Quadrate. 
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XXII. 

Miscellen. 


1. 

Neuer  Punkt  und  Gerade  in  der  Dreieekseliene. 

Bezeichnet  man  die  Seitenmitten  des  Dreiecks  ABC  resp.  mit 
, die  Tangentialpnnkte  des  Inkreises  J mit  , die  der 

3 Ankreise  ebenso,  nnr  gestrichen;  D,‘  bis  so  geben 

die  geraden  Yerbindnngslinien  der  Ecken  ABC  mit  diesen  12  Tan- 
gentialpnnkten  bekanntlich')  8 ansgezeichnete  Punkte,  einmal  die 
vier  Grebe’schen  Punkte;  für  die  Dreiecke  D,D,Dj  bis 

D"Df"D",  die  wir  im  Gegensatz  zu  dem  primären  Dreieck  ABC 
die  seenndären  Dreiecke  nennen  wollen,  nnd  dann  die  vier  Grebe’- 
seben  Nebonpunkte  GG'G"Q".  Die  Strecke  .7®  ist  der  Grebe’ sehe 
Durchmesser  des  Brocard’schcn  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  L zu- 
gleich der  Mittelpunkt  des  Lemoine’schen  Kreises  ist,  JG  der  Gre- 
be’sche  Nebendnrehmesser,  beide  für  das  in  beschriebene  seenndäre 
Dreieck:  analog  fttr  die  drei  anbeschriebenen.  Man  bat  nnn  fol- 
gende Sätze: 

I)  Die  vier  Grebe’schen  'Nebendnrehmesser  der  se- 
cundären  Dreiecke  schneiden  sich  in  ein-  nnd  dem- 
selben Pnnkt  <S,  dem  Schwerpunkte  des  primären  Drei- 
ecks. 

II)  Die  vier  Grebe’schen  Durchmesser  der  Bro- 
card’schen  Kreise  in  Bezug  auf  die  seenndären  Drei- 
ecke schneiden  sich  in  ein-  und  demselben  Pnnkte:  ® 


1)  Val.  Fährmann:  Ueber  den  Brocard’aehen  Winkel.  Archiv  der  Math, 
n.  Fhyt.  1887.  T.  VL  S.  I.  Daaclbtt  auch  Litteratnriiachweia. 
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and  zwar  liegt  dieser  Punkt’)  auf  der  Ealcr’schen  Geraden  ebenso- 
weit vom  Mittelpunkte  M des  Umkreises  für  das  primäre  Dreieck 
entfernt,  nur  nach  entgegengesetzter  Richtung,  als  der  Höhcnschnitt- 
pnnkt:  H.  Auch  sind  dann  IISMB  vier  harmonische  Punkte  ebenso 
wie  HNSM,  wenn  N der  Mittelpunkt  des  durch  die  Seitenmitten  und 
die  Höhenfusspunkte  XYZ  gehenden  Fcuerbach’schen  Kreises  ist. 
Des  letzteren  Berührungspunkte  mit  dem  Inkreise  und  den  An- 
kreisen seien;  während  tt  T'T'”  die  vier Tarry’scheu 

Punkto  der  secundären  Dreiecke  sind. 

Der  Tarry’sche  Punkt  ist  der  eine*)  Endpunkt  des  Tarry’- 
schen  Durchmessers,  dessen  Richtung  durch  den  Punkt  Q bestimmt 
wird,  und  zwar  verhalten  sich  die  Abstände  des  Punktes  Q.  von  den 
Seiten  des  secundären  Dreiecks  umgekehrt  wie  die  Knben  dieser 
Seiten  *).  Es  gilt  nun  der  folgende , zwei  Gruppen  merkwürdiger 
Dreieckspaukte  die  des  Feuerbach’schen  Kreises  und  die  des  Bro- 
card’schen  Winkels  mit  einander  verknüpfende  Satz,  der  auch  über 
die  fortrückonde  Bewegung  des  Feuerbach’schen  Tangentialpnnktes 
auf  dem  Inkreise  bei  verändertem  primären  Dreieck  Aufschluss  giebt: 
III)  Der  Berührungspunkt: ^ des  Fenerbach’schen 
und  des  Inkreises  für  das  primäre  Dreieck,  der  Mittel- 
punkt L des  Lemoine’schen  und  Brocard’schen  Kreises 
und  der  Tarry’sche  Punkt;  r*)  liegen  auf  einer  Ge- 
ll Bewegt  sich  C auf  dem  Umkreise  .A/mit  Radius  r,  so  liegt  @ auf  einem 
Kreise  aus  A/ mit  Radius  r,  wobei  MAI'  = ist.  Vgl.  Zelbr.  Archiv  der 
Math.  u.  Phys.  2.  Reihe  Teil  II.  pag.  324. 

2)  Welcher?  kann  auf  mehrfache  Art  entschieden  werden;  durch  Satz 
III)  u B.,  oder  auch  dadurch,  dass  man  von  den  Ecken  des  secundären  Drei- 
ecks auf  die  Seiten  des  Brocard’schen  Dreiecks  Lote  fällt.  Die  Ecken: 

des  Brocard’schen  Dreiecks  entstehen  auf  dem  Brocard’schen  Kreise  durch  die 
Winkelhalbirenden  des  primären  Dreiecks.  = etc.  ist 

dann  der  Brocard’aehe  Winkel  Der  andere  Endpunkt  des  Tarry’schen 
Durchmessers  sei:  E,  beide  auf  Kreis  J, 

3)  Man  construirt  Q,  indem  man  die  durch  die  Ecktransversale  D,(8, 

. . . auf  Seite  . . . entstehenden  Abschnitte  vertauscht  und  so  den  Gegen- 

pnnkt  ater  Art  von  (ä  herstellt.  Der  Gegenpunkt  erster  Art,  indem  die  durch 
die  Ecktransversale  entstehenden  Teilwinkcl  vertauscht  werden,  wird  der 
Schwerpunkt  des  secundären  Dreiecks.  Bei  dieser  Spiegelung  an  den  Winkel- 
balbirenden  des  seeundären  Dreiecks  werden  die  Seiten  des  primären  3 Para- 
beln, der  Kreis  J selbst  wird  eine  Curve  4tcr  Ordnung,  die  jedoch  in  die  » 
entfernte  Gerade  und  die  Seiten  des  secundären  Dreiecks  zerfällt.  Vier  Punkte 
entsprechen  sich  selbst.  Das  StrahlenbOschel , dessen  Strahlen  zum  Grcbe'- 
schen  Durchmesser  senkrecht  'stehen,  verwandelt  sich  in  ein  BQschel  Kegel- 
schnitte, die  durch  und  £ gehen,  ctc. 

4)  Die  Punkte  L und  T sind  zunächst  in  Bezug  auf  das  inbeschriebene 
seenndäre  Dreieck  zu  nehmen. 
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raden.  Ebenso  in  Bezug  anf  die  Ankreise,  so  dass  im  Ganzen 
vier  Gerade  entstehen,  die  ein  vollständiges  Vierseit  bilden. 

Ein  synthetisch-geometrischer  Beweis  für  Satz  I)  ist  leicht  zu 
fahren.  (Man  weise  NJ  und  GM  als  Parallelen  zu  einander  nach, 
indem  man  die  Bedeutung  von  J fttr  Dreieck  angiebt) 

Dagegen  dOrflen  II)  und  III)  eher  in  Dreieckscoordinaten  zu 
behandeln  sein. 

Der  Beweis  ist  gegeben,  sobald  gezeigt  wird,  dass  die  aus  den 
9 Loten  der  drei  Punkte  auf  die  Seiten  gebildete  Determinante  ver- 
schwindet Das  Coordinatendreisoit  sei  das  primäre  mit  den  Seiten 
abc,  den  Winkeln'  o,  ß,  y,  dem  Umfange  u,  der  Fläche  F und  mit 
den  Tangenten  an  den  Inkreis  J nämlich; 

u u u 

Sind  PiPiPs  die  Ahstände  eines  Punktes  P von  den  Seiten,  so  ist 
p,  sin  a-\-pt  sin  jS  -{-ps  sin  y 

eine  nicht  verschwindende  Constante  fttr  das  Dreieck  und 

/,p,sino-j-f,pjSin/J-f /apjsiny  = 0 

wenn  die  auf  irgend  eine  durch  den  Punkt  P gehende  Gerade 
von  den  Ecken  gefällten  und  im  richtigen  Sinne  genommenen 
Lote  bedeuten. 


Beweis  zu  II. 


Man  stelle  die  Abstände  der  drei  Punkte  J,  ® und  <S  anf  oder 
auch  nur  ihre  Verhältnisse,  was  weiter  keine  Schwierigkeit  bat  Far 
den  Punkt  J also  p oder  auch  1:1:1,  dann  für  ® ') 


gl  : 8»  : 8s 


a ' b ‘ c 


endlich  für  @,  indem  die  Punkte  M 


I)  g,  selbst  ist  durch  Anwendung  des  harmonischen  Mittels 


digen  Vierseit;  C9  DiD^AB  suniehst  das  Reciproke  von 
2F 

mo  bc  = — • Durch  Umformung  wird : 


im  vollstin- 

1 1 

i^sin^  h. 


2Flti  2Fin 
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{rcosa,  rcos/J, 

fa«-(6»  — c»)* 

1 8aF 


rcosyl  und  H 

J4_(„2_c2)2  c*-(a*  — i3)i 

6bF  ' 8cF 


benutzt  werden, 

= worin 

»1  = 


0,  und  Oj  ein  entsprechender  Ansdruck  ist.  Nun  kann  aber  bei  der 
Determinante  das  erste  und  letzte  Glied  von  o^,  n,,  n,  als  Propor- 
tionalanteil  der  andern  Zeilen  fortgelassen  werden  und  man  erhält 
die  Determinante: 


A 


o , i , c 

i 


Indem  sich  der  Factor  91  fj  + Jt;  absondcru  lässt,  bleibt  die 

Identität: 


W - f*)+ (t*- i’) + £*(«*- V*)  - 0 


übrig,  es  geht  also  die  Gerade  J&  durch  <B,  ebenso  J'&',  J"&”, 


I 

I 


Beweis  für  III. 


Die  Abstände  fi,  fj,  lg  des  Mittelpunktes  L des  Lomoino’schen 
oder  des  Brocard’schen  Kreises  verhalten  sich  wie: 

Kl + 0 ' Ki + 0 

worin  aber  t,  tjt,  als  ProporGonalantoile  der  folgenden  Zeile  bei 
der  Determinante  unterdrückt  werden  können  '). 


1)  /,  selbst  nSoilich  wird: 


F 

,;9! 
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Dio  Coordinaten  des  Tangentialpunktos  % *)  und  dos  Tarry’- 
schoo  Punktes  T^)  sind: 

und: 

<1 : : «j  — C08*(»,  + : co8^(^,  + &) : cos2(5-j  + &) 

worin  die  Winkel  des  inbeschriebenen  secnndären  Dreiecks 

= — und  & der  Brocard’sche  Winkel  hiezu,  der 
^ ^ « 

durch  die  Relation 

sin(5^,  — ^)sin(i>^s  — “ sin^d 

(vgl.  Fuhrmann  a.  a.  0.)  defiuirt  sei. 

F 

Es  wird  aber  tangit  = gj,  somit 

<1 : t» :«s  “ f liP  -^n)^ 

Es  handelt  sich  also  um  die  Determinante: 

I p „ V 

Ahgesehcn  von  Factoren  nun'  . . . kauu  dieselbe  sehr  verschiedene 
Formen  annehmen,  so  z.  B.  wird: 

1)  I»t  AD^%r=v,  10  i»t:  t,  = Jp8in*v  mul  iliei 

---  V («-*)*•  “dem  »3  - ^ 

wird.  Hierin  sind  p nnd  q die  Hölicnscgmeiile  auf  c. 

. . 2p  COS*  (^1  + 9) 
a)  lat  Wkl.  D^D,  T=  D^ET=:i,  eo  ist  <,=apam*a= T^^rfsin*»  ’ 

denn  i ist  anch  Z),9./  und 

e COS(^l -{-#') 

X,y-=  p(sind^,tangi^  — costf^j)  
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m.  ^ “ 

, c+o  1 “+* 

\h(h — a) — c(c— a)P  , [c(c — 6) — fi(a— 6)]-  , [a(a—c) — 6(4 — c)]* 
fa4(4  — a)-(-ac(c  — o)J'^,  [6c(c  4)-|-4a(o -4)]'^,  \ca{ii — c)-|-c4(6  — c)]* 

Durch  Subtractiou  uud  Additiou  der  Colounen  zu  oiuander  erh&lt 
man  hieraus  auch: 

m' V - 

; a*  , 4*  , 

a{c{c -b) —a(a  — b)){a{a—c)~b{b—c)),  4( — )(  — ),  c{ — )( — ) 

1 (c(c— 4)+a(o— 4))(a(a— c)+4(4— c)),  (+)(+)i  (+)(+)  ! 

Die  zweite  Zeile  kann  o(c — a)(a — 4)»;?,  ...  oder  — obciji, 

. . . , ...  Reschrieben  werden  und  geht  um  Proportionalanteile  der 
ersten  Zeile  verändert  einfach  in:  »jf,  ii],  »/E  über,  die  letzte  Zeile 
endlich,  in  ähnlicher  Art*)  verändert,  wird:  aH>ti-\-bc  — 4ij  — cf)  — 
(i4c(»j-|-t),  .......  und  da  rj-\-i=a,  t+5  = 4,  E-|-i?  = c ist, 

kann  dafür:  aHijt  — brj  — cl),  ...,  ...  oder  auch  — — 4*9J, 
— c^Dl  gesetzt  werden. 


Mithin  verschwindet  ^ identisch  und  liegen  somit  die  Punkte 
ZLT  auf  einer  Geraden. 


J.  Hermes. 


2. 

Momentaner  Bewegungszustand  eines  ln  der  Praxis  viel 
angewandten  Mechanismus. 

Man  stelle  sich  vor  zwei  Ebenen,  von  denen  jede  mit  einem 
enrvenförmigen  Schlitz  von  gleicher  Breite  versehen  ist  Beide  Ebe- 
nen drehen  sich  auf  einer  festen  Ebene ; die  eine,  welche  den  Schlitz 
AfN  enthält,  um  den  Punkt  A,  die  andere,  welche  den  Schlitz  UV 
besitzt,  nm  den  Punkt  B.  In  den  Raum  zwischen  den  beiden  Schlitzen 
denke  man  sich  einen  cylindrischen  Stift  mit  kreisförmiger  Basis 
gesteckt,  dessen  Radius  genau  die  Breit«  jedes  Schlitzes  hat.  Ferner 


1)  4(c  f o))=(cpo)f^  — oc  und  J(4*4-a*--e(64-a))=(a4-4).f— o4. 

Wird  multiplicirt,  so  ist  in  dem  Prudnet  das  Glied  ^-(a6-|-4c4-<»)t;E  wegen  des 
Factors  oi^-ic^-ea  ohne  Einfluss  auf  den  Wert  der  Determinante  la*.  ^ und 
fallt  mithin  fort. 
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inögcu  dio  beiden  Ebenen  durch  eine  starre  Stange  FG  (Fig.  1.) 
gelcukartig  mit  einander  verbunden  sein.  Setzt  man  nun  die  eine 
Ebene  in  Rotation,  so  wird  vermittelst  der  Stange  FG  ebenfalls  die 
andere  Ebene  in  Drehung  kommen  und  der  Mittelpunkt  E des  Stiftes 
(und  zwar  nur  er  allein  desselben)  eine  bestimmte  Curve,  die  soge- 
nannte Eingriffslinie  beschreiben.  Die  Tangenteuconstruction  an  die 
Eingriffslinie  ist  bereits  in  der  vorigen  Abhandlung  dieser  Zeitschrift 
gegeben  worden.  Hier  ist  das  Verhältuiss  der  Rotationsgeschwindig- 
keiten der  sich  um  A und  B drehenden  Ebenen  unmittelbar  ge- 
geben ; nennen  wir  nämlich  dio  Rotationsgeschwindigkeiten  um  A und 
/t:  o resp.  ß und  bilden  den  Schnittpunkt  Q von  AB  und  FG,  so 
ist  bekanntlich: 

AQ.a  -=  BQ.ß 

(Diese  Gleichung  findet  sich  abgeleitet  in  nnserm  Aufsatze: 
Theoretische  Untersuchung  einiger  in  der  Praxis  angewandter  kine- 
matischer Cyl  inderketten.  Jahrgang  1881  der  Verhandlungen  des 
Vereins  z.  Beförd.  dos  Gewcrbfl.  Seite  439—441.) 

Aus  der  Gleichung  ergiebt  sich  das  Geschwiudigkeitsverhältniss: 

a__BQ 
ß~  AQ 

Um  nun  die  Tangente  an  die  Eingriffslinie  in  E zu  construiren, 
zeichne  mau  zunächst  die  Mittellinien  der  Schlitze  und  lege  daran 
in  E dio  Tangenten.  Vom  Punkte  A fälle  man  darauf  die  Normale 
auf  die  Tangente  der  Curve  A/A,  letztere  sei  Aa,  ebenso  fälle  man 
von  B die  Normale  auf  die  Tangente  der  Curve  UV,  dieselbe  sei 
Bb.  Nunmehr  ziehe  man  ab  und  conslruire  auf  ab  den  Punkt  q so, 
dass 

aq  A Q 

bq  A (I 

ist.  Endlich  ziehe  man  qE  und  zeichne  zu  qE  den  coordinirten 
Schenkel  EF\  letzterer  ist  die  verlangte  Tangente. 

Man  construire  ferner  die  Normalen  der  Curven  A/A  und  UV 
in  E,  auf  der  Normalen  der  Curve  A/A  nehme  man  den  beliebigen 
Punkt  C an  und  verbinde  denselben  durch  eine  starre  Stange  gelenk- 
artig  mit  A-  ebenso  nehme  mau  auf  der  Normalen  der  Curve  UV 
den  Punkt  D beliebig  an  und  verbinde  denselben  gelenkartig  durch 
eine  starre  Stange  mit  B.  Endlich  verbinde  man  auch  dio  Nor- 
malen, dio  man  sich  von  C bis  E und  von  D bis  E als  starre  Stangen 
denkt,  und  E drehbar  mit  einander.  Man  kann  sich  nun  die  dreh- 
baren Ebenen  mit  ihren  Schlitzen  entfernt  denken  und  man  erhält 
den  Mechanismus  in  der  Figur  2.  Die  von  dem  Punkt  E beschriebene 
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Carve  hat  dieselbe  Tanftente  als  die  vorher  constmirte  der  £in- 
griffslinic.  Durch  diese  Tangente  ist  bekanntlich  der  momentane  Be- 
wcgnngsznstand  der  Stangen  (Glieder)  CE  und  ED  vollkommen  be- 
stimmt 

Der  Mechanismus  in  Fig.  2.,  welcher  als  scchsgliederige  Cy- 
linderketto  in  der  Masebiuenwissensebaft  bekannt  ist,  findet  An- 
wendung bei  der  Quintenzwaage,  bei  einer  besondern  Art  der  Stephen- 
son’schen  Locomotivsteucrung,  bei  der  Ilart’schen  Gcradfahmng 
u.  8.  w. 


Man  kann  nnn  sagen,  dass  in  Bezug  auf  die  Bewegung  des 
Punktes  E 'der  Mechanismus  in  Fig.  1.  mit  dem  Mechanismus  in 
Fig.  2.  momentan  identisch  ist.  Sind  die  Punkte  C und  D in  beiden 
Figuren  zugleich  die  KrUmmungsmittelpuukte  der  Cunen  ..VA’  und 
UV,  so  sind  beide  Mechanismen  in  Bezug  auf  die  Bewegung  dos 
Punktes  E doppelt  momentan  identisch,  d.  b.  die  von  E beschrie- 
benen Cnrven  beider  Mechanismen  haben  dieselben  Krammnngs- 
radien.  Die  Consfruction  dieser  Krümmungsradien  werden  wir  in 
einer  späteren  Abhandinng  geben.  Sind  endlich  die  Cnrven  MN  und 
UV  Kreise  und  die  Punkte  C und  />  beider  Figuren  derselben  ihre 
Mittelpunkte,  so  sind  beide  Mechanismen  in  Bezug  auf  die  Bewegung 
des  Punktes  E absolut  und  continuirlicb  identisch.  Interessant  ist  der 
Spocialfall,  wenn  die  Schlitze  geradlinig  sind,  und  deren  Mittellinien 
durch  die  Punkte  A und  H hindurcligeben,  es  fallen  dann  die  Punkte 
C und  D in  die  Unendlichkeit  (Fig.  3.)  und  die  von  E beschriebene 
Curve  ist  die  feste  Polcurve  einer  beweglichen  Ebene,  deren  Punkte 
F und  um  A und  II  Kreise  beschreiben.  Um  die  Tangente  an 
die  Polcurve  zu  zeichnen,  braucht  man  nur  EQ  zu  ziehen  und  zu 
EQ  die  Coordinirte  ET  zu  construiren,  letztere  ist  die  verlangte 
Tangente.  Ebenso  werden  wir  in  der  späteren  Abhandinng  den 
Krümmungsradius  der  Polcurve  finden;  eine  allgemeine  Lösnng  seiner 
Construction  ist  meinem  Wissen  nach  bis  jetzt  noch  nicht  gegeben 
worden. 

Um,  wenn  ancb  nicht  die  Tangente,  sondern  die  Normale  der 
von  £ beschriebene  Cnrve  (Fig.  1.)  zu  linden,  kann  man  anch  fol- 
gendermaassen  verfahren : Man  bilde  die  Schnittpunkte  L nnd  £ der 
Linie  FG  mit  CE  nnd  ED.  Hierauf  bilde  man  den  Schnittpunkt  F 
der  Geraden  LA  nnd  KB,  zieht  man  nnn  die  Gerade  FE,  so  ist 
diese  die  verlangte  Normale.  (Diese  Construction  haben  wir  in  der 
vorher  genannten  Abhandinng  in  den  Verhandlungen  des  Vereins  z. 
Beförderung  des  Gewerbfleisses  (Seite  438—439)  gegeben.)  Es  wäre 
wol  interessant,  den  Zusammenhang  dieser  Normalonconstmction 
mit  der  vorher  gegebenen  Tangentenconstruction  zu  finden. 
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Wir  haben  demnach  für  die  Constmction  der  Normale  der  Pol- 
curve  in  Fig.  3.  auch  folgende  Lösung:  Man  errichte  auf  AE  in  E 
die  Normalo  EL  und  auf  BE  in  E die  Normale  EK,  bilde  die 
Schnittpunkte  K und  L von  /’(/  mit  den  Geraden  EL  und  EK,  ver- 
binde A mit  L und  B mit  K,  der  Schnittpunkt  P dieser  Verbin- 
dungslinien giebt  mit  E verbunden  die  verlangte  Normale. 


Juli  1882. 


August  Ramisch, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Mechanik  in 
Trenenbrietzen. 


3. 

Zur  Lehre  der  quadratischen  Formen. 

Dieser  Aufsatz  beantvtortet  die  Frage:  welche  quadratischen 
Formen  mit  n Veränderlichen  können  durch  lineare  Transformation 
in  andere  mit  m(<  n)  Veränderlichen  transformirt  werden? 

Die  Antwort  lautet:  Diejenigen,  deren  Determinante  und 

sämtliche  Diagonalunterdeterminanten  ‘)  bis  zum  (m-j-l)-ten  Grade 
incl.  verschwinden,  — wenn  aber  die  Diagonaluuterdeterminanteu 
m-ten  Grades  nicht  sämtlich  verschwinden,  so  kann  die  Form  in 
eine  weniger  als  m Veränderliche  enthaltende  Form  nicht  trans- 
formirt werden. 


I. 

Die  quadratische  Form 

f(ar„  STj,  ...  a-«)  = £antXiXt,  (atk  = an) 
i,  fc  ■=  1,  2,  ...  n 

gehe  durch  die  lineare  Transformation 

xt  = Hcikyt  (i  •=  1,  2,  ...  n) 

k = 1,  2,  ...  n 

Uber  in  die  quadratische  Form 

s(yii  yn  y«)  = •2^*>ty>y*i  (*<»  =■  M 

i,  k = 1,  2,  ...  n 


1)  DiagonaluDterdetcnniaanten  lind  diejenigen,  deren  (ämtlicbe  Hinpt- 
diigonilclementc  sur  Hinptdiigonile  der  ursprfinglichen  Determinint«  gehören. 
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Hiseellen. 


Die  Derivirten  der  beiden  Formen 


1 ^ _ 1 89 

2 Sx,'  — 2 dyi 

sind  dnrch  die  Relationen  verbunden: 


(.•=  1,  2,  ...  «) 


Vii  yn)  = ij,  ...  r„).en  = 

= 1,  2,  ...  n 
= Sfk(cu,  r-ii,  ...  e„i).Tk 
k <=  l,  2,  ...  u 


Die  transformirte  Form  enthält  y,  nicht,  wenn  g,  = 0,  also 

/k(eu,  C2i,  ...  Cni)  = 0 (i-  =-  1,  2,  . ..  n) 

sind.  Dann  verschwindet  aber  die  Determinante  der  quadratischen 
Form  f: 

D=\a,t\ 

?,  k — ],  2,  ...  7t 

Hieraus  folgt: 

1.  Wenn  D nicht  = 0 ist,  so  kann  die  Anzahl  der  Veränder- 
lichen durch  lineare  Transformation  nicht  verringert  worden; 

2.  wenn  />  =■  0 ist,  so  ist  die  Reduction  möglich,  und  zwar 
können  ebenso  viele  Veränderlichen  weggeschaift  werden,  wie  viele 
linear  von  einander  unabhängige  Lösungen  das  Gleichuugssystem: 

/■.(xj,  x„  ...  x„)  = 0 (t  = 1,  2,  ...  7i) 

znlässt. 


II. 

Es  seien  D und  die  sämtlichen  Diagonalunterdeterminanten 
bis  zum  (ttt-j- l)-ten  Grade  =0,  während  die  Diagonalunterdcler- 
minante  r/i-ten  Grades 

d = I an  I 

»,  k = 1,  2,  ...  m 

nicht  verschwinde. 

77t  > 0 , denn  wenn  die  sämtlichen  Diagonaluntordeterminanten 
zweiten  {aaaa  — an*)  und  ersten  (a„)  Grades  verschwinden,  so  ver- 
schwinden auch  die  sämtlichou  Elemente  von  D,  dieser  Fall  kann 
aber  ausgeschlossen  werden. 

Wir  bezeichnen  mit  daß  die  Determinante  (tti-}- l)-ton  Grades, 
die  aus  tl  hervorgebt  durch  Hinzufügnng  der  n-ten  Reihe  und  der 
jS-ten  Coloune  von  als  (tTt-j-l)-te  Reihe  resp.  Colonne. 
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Die  sämtlichen  Jaß  verschwinden.  Denn  wenn  a oder  m 
ist,  so  sind  zwei  Reihen  resp.  Colonnen  identisch; 

wenn  o = ß'^m,  so  ist  eine  Diagonalnuterdeterminanto 
(m-f-l)-ton  Grades; 

wenn  o ^ |S  und  beide  > m sind , so  verschwindet  die  Deter- 
minante (m-|- 2)-ten  Grades,  welche  aus  d durch  Uinzufdgnng  der 
a-ten  uud  ß-tea  Reihe  und  Colonne  von  D entsteht,  mit  ihren  sämt- 
lichen Diagonalunterdetcrminantcn  erster  Ordnung  nach  der  Vorans- 
sesznng,  dann  verschwinden  aber  die  sämtlichen  Unterdetorminanteu 
erster  Ordnung,  nach  einem  bekannten  Satze  über  symmetrische 
Determinanten,  also  ist  auch  daß  = 0. 

Hierauf  begründet  kann  cs  nun  leicht  gezeigt  werden,  dass  unter 
den  genannten  Umständen  das  Glcichungssystem 

A(*n  a-,,  ...  r„)  — U U=  1,  2,  ...  n) 

(n  — I»)  von  einander  liucare  unabhängige  Lösungen  zulässt. 

Es  sei  daß  diejenige  Determinante  7»-teu  Grades,  welche  aus  d 
durch  Weglassung  der  «-ten  Colonne  und  HinzufOgnng  der 

^-ten  Colonne  von  ß,  und  des  Zeichens  ( entsteht. 

Daun  sind  die  (n  -m)  Lösungen: 

Xa  -=  (o  = 1,  2,  ...  m)  \ 

Xm^ß  = d I (|J  = 1,  2,  ...  n — in) 

x-.»y  = 0 (Y-  h2,...ß-l,ß+l,...»-m)  ) 

Durch  Substitution  ergiebt  sich  nämlich: 

fi(XiXi  ...  X„)  = di,m\ß  = 0 

Wenn  also  die  Form  f durch  die  lineare  Transformation  trans- 
formirt  wird: 

Xa  = ya-1-  Sda.mß^ßym\^ß  («  = 1,  2,  . . . m) 

/»  = 1,  2,  ...  n — I») 

Xm\ß  = (^  •=  1,  2,  ...  n — m) 

deren  Determinante  -=  </"-»'  nicht  verschwindet,  so  fallen  die  Ver- 
änderlichen ymß^ß  (ß  l,  2,  ...  n — m)  aus  der  transformirten  Form 
weg,  und  die  transformirte  Form  wird 
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givu  y*»  •••  y>»)  = ^aay>yk 

k — If  2f  •••  t7l 

sein  mit  der  nicht  verschwindenden  Determinante  d.  Die  Anzahl 
der  Veränderlichen  kann  also  durch  lineare  Transformation  nicht 
weiter  reducirt  werden. 

Klansenburg  (Ungarn)  1887  Jnni 

Prof.  Dr.  J.  VÄlyi. 


4. 


Znr  Function  r{sr). 

Seien  a nnd  n ganze  Zahlen,  dann  wird  offenbar 
lim  F(<j-|-n)  — lim pr(n)  limn=cc 


um 


imp  = limn(»-|-l)  ...  (n+o — 1)  = lim«“  ••• 


lim 
oder 

daraus 

und 


limp 


lim 


limn 


limr(o  + n)  =■  limn“7’(»i)  lim»  =<x 
r'(»i-|'0)  — u(ji)  — 1 


lim ' 


= limr(«) 


a a 

Ersetzen  wir  nun  n durch  a durch  </.r,  so  wird 
dr(,x) 

— - = r(x)\ogx 

Schreiben  wir  nun  nx  an  die  Stelle  von  so  folgt 
logr(njr)  — njrloga:  — Jrj-}-njlogn-|-C 


oder 
nnd  demnach 


lim  - {logUfnx)  — nj]  = a logi  — x lim  n -=  OD 

Wir  haben  also  durch  ziemlich  einfache  Betrachtungen  eine  Reihe 
von  Sätzen  gewonnen,  die  sonst  auf  einem  viel  umständlicheren 
Wege  abgeleitet  werden. 

Prag,  im  Juni  1887.  W.  Läska 
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Gescliichte  der  Matliematik  und  Physik, 

Bullctino  di  bibliografia  e di  storia  dolle  scienze  matematicbo  e 
fisicho.  Pubblicato  da  B.  Boncompagui.  Tomo  XIX.  Roma  1886. 
Tipografia  delle  scienze  matematiche  e fisiche. 

Der  19.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

A.  Favaro:  ücber  einige  in  der  Biblioteca  Nazionale  zu  Flo- 
renz kürzlich  entdeckte  Galileianischc  Documento.  — Weitere  Unter- 
snehungen  über  das  Leben  und  die  Werke  des  Schweizer  Mathema- 
tikers aus  dem  17.  Jahrhundert,  Bartolom  eo  Sovero.  — Die 
Optik  des  Clandio  Tolomco  da  Eugen  io,  Admirals  von  Sicilien, 
Schriftstellers  des  12.  Jahrhunderts,  lateinisch  hergestclit  auf  Grund 
der  arabischen  Uebersetzung  eines  unvollkommenen  griechischen 
Textes,  dann  zum  erstenmal  nach  einem  Codex  der  Biblioteca  Am- 
brosiana  zur  Beurteilung  von  Seiten  der  königlichen  Akademie  der 
W^issenschaften  in  Turin  veröffentlicht  von  Gilberto  Govi,  Mit- 
glied derselben  Akademie.  Turin,  köiiigl.  Druckerei.  Von  Seite  220 
(XLIX — 171)  mit  neun  Tafeln.  — Die  •Bibliothek  des  Galileo  Ga- 
lilei, beschrieben  und  erläutert. 

'A.  Gcnocchi:  Knrze  Bruchstücke  aus  dem  Leben  des  Inge- 
nieurs Savino  Realis. 

P.  Riccardi:  Zu  einer  vollständigen  Sammlung  der  mathemati- 
schen Werke  von  Lorenzo  Maschcroni. 

Arclt.  4.  Math,  a,  Pbja.  2.  Raih«,  Teil  TI.  1 
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S.  Realis:  Giovanni  Plana,  geboren  zn  Yoghera  den  8.  No- 
vember 1781,  gestorben  zn  Turin  den  29.  Januar  1864. 

Cb.  Henry:  lieber  einige  nngedmckto  Blätter  von  Lagrange. 
— Ungedmckte  Briefe  von  Euler  an  d’Alembert  — Ungedruckte 
Briefe  von  Laplace,  veröffentlicht  mit  einer  ersten  Redaction  seiner 
Methode  die  Kometenbabnen  zu  bestimmen  und  einer  Notiz  Ober  die 
Manuscripto  von  PingrO. 

E.  Narducci:  Ungedmckte  Lebensbeschreibungen  italienischer 
Mathematiker,  verfasst  von  Bernardino  Baldi. 

J.  Dupuis:  Note  Aber  eine  geometrische  Stelle  der  Republik 
des  Platon.  — Note  aber  eine  geometrische  Stelle  des  Menon  von 
Platon.  H. 


Bibliothcca  Mathematica  heransgegeben  von  GustafEnestrOm, 
Stockholm  1886.  E.  n.  G.  Beijer.  Berlin,  Mayer  n.  Maller.  Paris, 
A.  Hermann.  4®. 

Mit  diesem  Baude  scbliesst  die  erste  Reihe  der  Bibliotbeca 
Matbnmatica,  welche  seit  1884  (s.  litt  Bericht  11.  S.  37)  im  An- 
schluss an  die  Acta  Mathematica  und  in  gleichem  Format  mit  den- 
selben erschienen  ist.  Er  besteht  aus  4 Numeru,  deren  jede  für 
sich  mit  dem  alphabetischen  Verzeichuiss  der  Werke,  Abhandlungen 
und  Noten,  dann  der  Receusiuueu  beginnt  Die  darin  berhcksicb- 
tigten  Jonrnalo  sind  in  Nr.  4 aufgefUhrt.  Hierauf  folgt  ein  sachlich 
eingeteiites  Register  der  Namen  der  Verfasser  mit  Verweisung  auf 
die  Numeru.  Unter  den  vermischten  Notizen  ist  in  Nr.  1.  und  2. 
besonders  zu  nennen  die  Kritik,  welche  B.  Boncompagni  der 
Schrift  von  Maximilien  Marie:  „Sur  l’histoirc  des  Sciences  mathO- 
mati(|ues  et  physiques“  --  zuteil  werden  lässt,  indem  er  derselben 
zahlreiche  Ungenauigkeiten  und  Mängel  in  den  Angaben  nachweist 
— L.  De  March i rechtfertigt  die  Nameiisaiigahc  „Manrolicio“  statt 
der  gewöhnlichen  „Maurolico“;  doch  mag  der  Name  von  dem  Mes- 
siuer  Mathematiker  selbst  verändert  worden  sein;  man  findet  dafär 
auch  Maruli.  - Eneström  stellt  in  Nr.  1.  2.  und  3.  die  in 
Schweden  publicirten  Schriften  von  Ausländern  und  schwedische 
Uebersetzu Ilgen  ausländischer  Werke  zusammen.  — S.  Günther  zieht 
den  Anteil,  den  Albrccht  Dürer  au  der  Begründung  der  CurventhCorie 
hat,  aus  Licht  — P.  Mansiou  und  G.  Eneström  geben  histori- 
sche Aufschlüsse  über  Newton’s  allgemeine  Interpolationsformel.  — 
Ausserdem  sind  in  den  einzelnen  Numeru  mehrere  Fragen  gestellt 
und  1 Beantwortung  gegeben.  H. 
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Bibliotheca  Mathematica.  Zoitschrift  für  Geschichte  der  Mathe- 
matik. Heransgegeben  von  Gustaf  Eneström.  Stockholm  1887. 
Neue  Folge  I.  8".  32  S. 

Die  neue  Folge  der  Zeitschrift  beruht  auf  dom  Beschlüsse  die 
FortfOhruug  des  Verzeichnisses  der  Werke  und  Äbbandlungon  auf- 
zngeben  Die  Geschichte  der  Mathematik  soll  von  da  an  den  Uaupt- 
gegenstand  bilden.  Sie  gibt  nun  kurze  historische  Aufsätze  in 
grösserer  Anzahl  als  bisher.  Dann  folgen  Recensionen,  Mitteilung 
neu  erschienener  Schriften  und  Fragen.  Das  1.  Heft  enthält  folgende 
Aufsätze : 

G.  Eneström;  Enrze  Uebersicht  Uber  die  neuen  Forschungen 
in  der  Geschichte  der  Mathematik.  — Neue  Notiz  über  eine  Ab- 
handlung vonChr.  Goldbach  betreffend  die  Summation  der  Reihen, 
1718  in  Stockholm  pnblicirt 

S.  Günther;  War  die  Cykloide  bereits  im  16.  Jahrhundert  be- 
kannt? 

P.  Riccardi;  Note  bezüglich  auf  eine  Ausgabe  des  Nuncius 
sidercus  von  Galilei. 

P.  Tanncry:  Die  Ausziehung  der  Quadratwurzeln  nach  Nicolas 
Cbnqnet. 

G.  All  man;  Ueber  den  Namen  des  soguuanuteu  „Theorem  des 
Gnomon.“  H. 


Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie.  Von  Dr.  Ch.  August 
Vogler,  Professor  an  der  landwirtschaftlichen  Hochschule  zu 
Berlin.  Erster  Teil.  Vorstudien  und  Feldmessen.  Mit  248  Holz- 
stichen und  10  Tafeln.  Brannsebweig  1887.  Friedrich  Vieweg  und 
Sohn.  688  S. 

Das  Lehrbuch  ist  für  Anfönger  der  Geodäsie  bestimmt,  macht 
daher  geringere  Ansprüche  an  Vorkenntnisse  und  Hebung  als  das 
Taschenbuch  der  praktischen  Geometrie  von  Jordan,  legt  dagegen 
Gewicht  auf  die  strenge  Fehlertbcorie  und  Ausglcichnngsrechnung. 
Es  behandelt  nach  einander  die  mathematische  Geographie,  die  ge- 
bräuchlichen Masse,  die  Brechung  des.  Lichts  in  kugelförmig  be- 
grenzten Medien,  sämtlich  beschreibend,  die  Instrumente,  Fernrohr, 
Libellen  und  Axeu,  Kreis  und  Alhidade  nebst  Uülfsvorrichtnngen,  die 
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graphischen  und  mechanischen  Halfsmittcl  der  Rechnnng,  die  Theorie 
der  Bcobachtungsfehler,  die  Ausgleichung  derselben  nach  der  Methode 
der  kleinsten  Quadratsummen,  das  Feldmessen,  hierzu  das  Abstecken 
von  Linien  zur  Längeumessung,  die  Winkelabsteckung  znr  Coordi- 
natenanfnahme,  die  Messtischaufnahme,  die  Theodolitaufnahme,  Po- 
lygonmessung  und  Triangulation,  die  Bussolenaufnabme,  das  Ent- 
werfen der  Situationspläne  und  die  Flächenberechnung,  die  Flächen- 
teilung, das  Abstecken  langer  gerader  Linien,  die  Curvenabsteckung. 

H. 


Anleitung  znr  Berechnung  geodätischer  Coordinaten.  Von  Prof. 
Dr.  Otto  Börsch,  Sectionschef  im  KOnigl.  prenssischen  geodäti- 
schen Institut.  Mit  zwei  Fignrentafeln.  Zweite,  volls’ändig  umge- 
arbeitete und  vermehrte  Auflage.  Cassel  1885.  A.  Freyschmidt 
165  S. 

Das  Buch  setzt,  nach  der  Abfassnngsweise  zu  urteilen,  ein  ge- 
wisses Mass  mathematischer  und  das  volle  Mass  technischer  Kennt- 
nisse voraus  und  gibt  dem  mit  der  böbern  Geodäsie  V'’ertrautcn  die 
zur  Praxis  erford erlichen  factischen  Angaben  in  Grössen  und  For- 
meln. Obwol  die  Tittd  der  Abschnitte:  Mathematische  Hülfslebren, 
Erdspbäroid,  geodätisclie  u.  zw.  geographische,  rechtwinklig  sphäroi- 
disebe,  rechtwinklig  sphärische,  rechtwinklig  ebene  Coordinaten,  Auf- 
lösung einiger  geodätischen  Aufgaben  — auf  einen  fortschreitenden 
Entwickelungsgang  biudeuten,  so  tiudet  man  die  entsprechende  Tren- 
nung und  Ordnung  des  Stoffs  in  der  Ansfahrung  nicht  beobachtet 
Möge  der  Leser  entscheiden,  ob  ihm  die  gegebenen  Erklärungen 
und  die  Anordnung  des  Buchs  zum  Gebrauche  ausreichend  scheinen. 
Die  2.  Auflage  berichtigt  zahlreiche  Fehler,  die  durch  die  notwen- 
dige Eile  in  der  ersten  Abfassung  entstanden  sind.  H. 


Erd-  und  Himmelskunde. 

Elemente  der  theoretischen  Astronomie  für  Studirende  bearbeitet 
von  Dr.  Karl  Israel-Holtzwart,  Realgymnasial-Oberlehrcr  zu 
Frankfurt  a.  M.  Wiesbaden  1886.  J.  F.  Bergmann.  711  S. 

Das  Buch  ist  im  echten  Sinuc  für  Studirende  verfasst,  d.  h.  es 
gibt  nicht  Unterweisung  in  der  ausübenden  Astronomie,  sondern  de- 
ducirt  die  Lösung  von  deren  Aufgabe  aus  mathematischen  Principien. 
Diese  Lösung  wiederum  ist  nicht  bloss  aus  den  Quellen  zusammen- 
gestellt,  sondern  nach  eigner  Methode  des  Verfassers  verarbeitet  umt 
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vereinfacht.  Dass  zu  diesem  Zwecke  ein  grosser  Teil  der  Principien 
der  analytischen  Mechanik  und  manche  sehr  bekannte  Gegenstände 
der  Analysis  besonders  vorgetragen  werden,  möchte  wol  bei  natür- 
licher Sachlage  als  überflüssige  Zutat  erscheinen,  da  zu  einem  wirk- 
lichen Studium  der  Astronomie  die  Vertrautheit  mit  diesen  Principien 
selbstverständlich  notwendig  ist.  Wir  können  aber  andrerseits  darin 
ein  Zengniss  dafür  erblicken,  wie  wenig  der  Verfasser  auf  das  Vor- 
handensein jener  natürlichen  Sachlage  geglaubt  hat  bauen  zn  dürfen, 
wie  überwiegend  die  Astronomie  bisher  ohne  ausreichende  Vorbildung 
getrieben  worden  ist,  und  wie  sehr  es  an  Büchern  gefehlt  hat,  die 
das  Studium  begünstigen.  Hiernach  kann  wol  das  gegenwärtige  Unter- 
nehmen als  ein  erster,  bahnbrechender  Versuch  gelten  eine  wesent- 
Lflcke  der  Litteratur  ausznfüllen.  Das  gesamte  Werk  besteht  aus 
5 Teilen,  deren  jeder  als  selbständiges  Ganzes  gestaltet  und  einzeln 
känflich  ist.  Der  1.  Teil:  Elemente  der  sphärischen  Astronomie  — 
nnd  der  2te:  Nachträge  und  Tafeln  dazu  — behandeln  nur  die  geo- 
metrische Seite  der  Astonomie;  der  3.  und  4.  Teil,  beide  betitelt:  Ele- 
mente der  theorischen  Astronomie  — die  Dynamik  des  isolirten  Systems 
zweier  Himmelskörper,  die  elliptische  Bahnbestimmnng,  Finsternisse, 
Meteorbabnen  u.  a. ; der  5.  Teil : Elemente  der  Astromechanik  — die 
Störungen,  nnd  zwar  nach  einer  orientirenden  Einleitung  erst  mathe- 
matische Hulfslehren  (approximative  Integrationsmittel,  Mechanik), 
dann  die  von  den  Bahnexcentricitäten  unabhängigen  — dann  ab- 
hängigen Störungen  des  Kadiusvectors  und  der  Länge,  dann  die 
Störungen  der  Breite,  die  Säcularstörnngen  der  Elemente,  dann  die 
Methode,  die  bei  speciellen  Störungen,  wo  die  Convergenz  nicht  ge- 
nügt, anznwenden  ist,  dann  die  Unveränderlichkeit  der  mittleren 
Bewegung  der  Planeten.  Ausserdem  enthält  der  5.  Teil  die  Berech- 
nung der  Störungen  der  Rotationen,  schliesslich  die  historische  Ueber- 
sicht  der  Astronomie  von  den  ältesten  Zeiten  bis  zur  Gegenwart. 

H. 


Erdkunde  und  Mathematik  in  ihren  gegenseitigen  Beziehungen. 
Von  Dr.  Siegmund  Günther,  Professor  an  der  k.  technischen 
Hochschule  zu  München.  München  1887.  Theodor  Ackermann. 
30  S. 

Diese  Schrift  soll  beim  Uebergange  des  Verfassers  von  der  mathe- 
matischen zur  geographischen  Lehrtätigkeit  die  Stelle  einer  Antritts- 
rede vertreten  und  seine  Auffassung  von  seiner  Lohraufgabe  darlegen. 
Die  Beziehung  zwischen  Erdkunde  nnd  Mathematik  ist  die  offen  zu- 
tage liegende,  der  gemäss  die  Erdkunde  die  Dienste  der  Mathematik 
za  Hülfe  nehmen  muss,  und  letztere  von  ihr  Aufgaben  empfängt; 
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eine  andre  wird  auch  hier  nicht  gesucht.  Die  Geographie  bietet  in 
grosser  Mannicbfaltigkeit,  extensiv  und  intensiv,  quantitative  Fragen 
dar,  die  der  Mathematik  zufallen.  Es  kam  nur  darauf  an  die  spre- 
chendsten Heispielc  hierzu  in  vielseitigster  Weise  vorznfQhren,  was 
denn  auch,  mit  Beginn  in  der  alten  Geschichte  (Name  „Geometrie“ 
als  deutlicher  Beleg)  geschehen  ist.  Wir  wollen  indes  nur  solche 
Punkte  hervorbeben,  in  welchen  disputabele  Ansichten  des  Verfassers 
enthalten  sind.  Er  führt  ans,  dass  mit  der  Bezeichnung  „Geogra- 
phie“ die  Doctriu  zu  eng  gefasst  und  ihr  durch  Beschränkung  auf  die 
beschreibende  Methode  ein  wesentliches  Bildungselcment,  somit  ein 
grosser  Teil  des  Interesses  entzogen  werde-,  er  befürwortet  daher 
den  umfassenderen  Namen  „Erdkunde“.  Da  i.st  es  denn  zunächst 
auffallend,  dass  er  von  der  „Geologie“  — ein  Wort  das  als  solches 
gleichbedeutend  mit  „Erdkunde“  ist  — gar  nicht  spricht.  Die  gewöhn- 
liche, Einteilung  der  Geographie  in  mathematische,  physische  und 
politische  wird , als  wäre  sie  nur  eben  herkömmlich , kaum  berührt, 
und  was  wir  als  Gebiet  der  Geologie  betrachten,  die  Genesis  des 
Erdkörpers,  mit  in  die  zur  Erdkunde  erweiterte  Geopraphie  gezogen. 
Die  bisherige  Spaltung  des  Lehrstoffs  wird  verworfen  ohne  deren 
praktische  Gründe  zu  erwägen.  Dass  jede  Forschung  vor  allen  Er- 
klärungsideen die  Tatsachen  ins  Auge  fassen  muss,  dass  für  die  Erd- 
kunde die  Tatsachen  ein  sehr  weites  Gebiet  umfassen,  und  dass 
dieser  Umstand  uns  nötigt  bei  der  Beschreibung  länger  zu  verweilen 
als  in  andern  Wissenszweigen,  ist  ganz  unbeachtet  geblieben.  Zür 
Rechtfertigung  möchte  man  vielleicht  anführen,  es  handele  sich  um 
das' Verfahren  an  Hochschulen,  wo  eine  genügende  Kenntniss  der  zu 
beschreibenden  Gegenstände  vorausgesetzt  werden  könne.  Allein 
einerseits  ist  von  verschiedenem  Verfahren  für  verschiedenen  Stand- 
punkt der  Hörer  gar  nicht  die  Rede;  andrerseits  liegen  zwei  kurze 
Aeusserungeu  vor,  die,  da  sie  nicht  näher  erläutert  sind,  ein  sehr 
charakteristisches  Licht  auf  die  Auffassung  zu  werfen  scheinen,  die 
dem  Auftreten  zu  Grunde  liegen  möchte.  Die  Gestaltung  der  Erd- 
oberfläche ist  zum  Theil  Werk  der  Natur,  zum  Teil  Werk  der  Men- 
schen, infolge  dessen  verzweigt  sich  auch  die  derselben  gewidmete 
Doctrin,  und  wendet  sich  der  eine  Zweig  der  Physik,  der  andre  der 
Völkergeschichte  zu.  Der  Verfasser  versucht  nun  auf  Seite  2.  die 
Einheitlichkeit  der  Erdkunde  dadurch  zu  retten,  dass  er  gestützt  auf 
bekannte  und  berüchtigte  Philosophemo  die  menschliche  Tätigkeit 
für  Naturwirknng  ausgibt.  Wir  wollen  auf  den  logischen  Fehler 
jener  Philosophome,  die  Verwechselung  der  vom  Menschen  geübten 
Combination  der  Naturkräfte  mit  den  Naturkräften,  nicht  eingehen, 
sondern  fragen  nur,  ob  der  Verfasser,  wenn  nach  seiner  Ansicht  die 
Entstehung  von  Städten  Naturwirkuog  ist,  den  Beginn  der  Wissen- 
schaft solange  vertagen  will,  bis  diese  Wirkung  erkannt  ist,  und  die 
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kOafÜgCD  SUdte  nach  bestimmten  Gesetzen  ermittelt  werden  können  ? 
Offenbar  lag  dem  Verfasser  nur  daran  nicht  eingestehen  zn  mOssen, 
dass  er  sich  in  seinen  Vorträgen  mit  der  historischen  Seite  der  Erd- 
kunde nicht  befassen  wollte,  doch  möchte  einer  solchen  Auskunft  das 
offene  Bekenntniss  wol  vorznziohen  sein.  Die  zweite  Aensscrung  auf 
S.  S.  erwähnt,  dass  unter  gewissen  Umständen  (im  besten  Wortsinne} 
die  bloss  rhetorische  Darstellung  einer  Frage  der  physikalischen  Erd- 
kunde der  analytischen  Untersuchung  gegenober  gewisse  Vorteile  dar- 
biete, wenn  nämlich  die  Menge  der  zn  berücksichtigenden  Factorou 
eine  allzu  grosse  wird.  Letzteres  ist  meistens  der  Fall,  daher  will 
die  Einscbränknng  auf  solche  Umstände  wenig  sagen.  Die  Vorteile 
der  rhetorischen  Darstellung  worden  wir  gern  einränmen,  wenn  wir 
die  Beifügung:  „im  besten  Wortsinne“  — dahin  deuten  könnten, 
dass  die  Darstellung  nicht  „bloss“  das  Ziel  der  Rhetorik,  augen- 
blicklichen Eindruck  zu  machen,  sondern  auch  die  Bedingung  didak- 
tischen Vortrags,  intelicctnelle  Continnität,  im  Ange  haben  muss,  was 
der  Wortlaut  zu  verwehren  scheint.  Die  Möglichkeit  beides  zu  ver- 
einen sei  nobestritten,  aber  die  gewöhnlichen  Beispiele  rhetorischer 
Behandlung  scientiver  Fragen  geben  nur  Zcogniss  vom  Gegenteil, 
indem  sie  die  Hörer  sprungweise,  ohne  stetigen  Entwickelnngsgang, 
wie  anf  einem  Jahrmarkt,  von  einem  Gegenstände  zum  andern  fohren, 
so  dass  dieselben  viel  gesehen  haben,  aber  nichts  mit  nach  Hause 
nehmen.  Dies  sind  zwei  Punkte,  die  noch  richtig  zn  stellen  waren, 
im  übrigen  kann  es  nns  eher  aoffallen,  dass  manches  erst  versichert 
werden  musste,  was  wir  längst  als  ausgemacht  zu  betrachten  pflegten. 
Einen  wesentlichen  Bestandteil  der  Schrift  machen  die  historischen 
nnd  litterarischen  Nachweise  zu  bezüglichen  Stellen  ans,  die  am 
Schlüsse  zusammengestellt  sind.  Hoppe. 

Practische  Anleitung  zur  Himmelsphotograpbie  nebst  einer  knrz- 
gefassten  Anleitung  zur  modernen  photographischen  Operation  nnd 
Spectral Photographie  im  Cabinet  Von  Nicolaus  vonKonkoly, 
Dr.  phil.,  Ritter  des  eis.  Kronen-Ordons  III.  CI.;  Besitzer  Sr.  Maj. 
des  Kaisers  von  Oesterreich  grosser  goldenen  Medaille  für  Kunst 
nnd  Wissenschaft;  Mitglied,  resp.  Ehrenmitglied  vieler  wissenschaft- 
lichen nnd  technischen  Vereine  nnd  Gesellschaften.  Mit  218  Text- 
abbildungen. Halle  a S.  1887.  Wilhelm  Knapp.  372  S. 

Der  Gebrauch  des  Buches  setzt  vollkommene  Vertrautheit  mit 
der  Chemie  und  Physik,  besonders  der  Optik,  andrerseits  die  Ge- 
legenheit voraus  die  Kunst  in  einem  vollständig  eingerichteten  La- 
boratorium dauernd  ansznüben.  Der  I.  Teil  behandelt  die  Einrich- 
tnng  des  Laboratoriums,  namentlich  der  (nur  rot  odör  nur  gelb  be- 
lencbtoton)  Dunkelkammer,  dann  das  Präpariren  von  Platten;  der 
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II.  Teil  das  hello,  aber  auch  zum  Dnnkelmachcn  eingerichtete  Ca- 
binet; der  III.  Teil  die  Aufnahme  der  Himmelsobjocte  überhaupt, 
dann  im  einzelnen  die  der  Sonne,  des  Mondes,  der  Planeten  und 
Kometen,  der  Fissterne,  der  Sternschnuppen,  des  Nordlichts,  der 
Blitze,  der  Corona,  Chromosphäre  nnd  Sonnenflecke,  der  Fisstem- 
spectra,  und  zwar  werden  sowol  die  Vorschriften  für  das  Verfahren 
als  auch  die  Berichte  über  ausgeführte  Aufnahmen  gegeben.  U. 


Meteorologische  Zeitschrift.  Herausgegebon  von  der  Oestcr- 
reichischen  Gesellschaft  für  Meteorologie  und  der  Deutschen  Meteo- 
rologischen Gesellschaft.  Redigirt  von  Dr.  J.  Hann  (Wien,  Hobe 
Warte)  und  W.  Köppen  (Hamburg,  Seewarte).  Dritter  Jahrgang 
1886.  (zugleich  XXI.  Bd.  d.  ,,Zeitschr.  d.  Oesterr.  Ges.  f.  Met“) 
Berlin,  A.  Asher  u.  Co. 

Dieser  Jahrgang  ist  der  erste,  welcher  von  beiden  Gesellschaften 
gemeinschaftlich  herausgegeben  wird  Die  Zeitschrift  erscheint  in 
monatlichen  Heften  (zu  48  Seiten) , deren  jedes  erst  3 oder  4 Auf- 
sätze, dann  eine  grössere  Anzahl  kleinerer  Mitteilungen,  dann  einen 
Litteraturbericht  enthält.  Die  Aufsätze  im  vorliegenden  Jahrgangs 
sind  folgende. 

A.  Woeikof:  Klima  an  der  Lenamündung  nach  einjährigen 
Beobachtungen. 

O.  Jessc:  Die  auffallenden  Abenderscheinnngen  am  Himmel  im 
Juni  und  Jnli  1885. 

H.  Hildebrandsson:  Die  mittlere  Bewegung  der  oberen 
Lnftströme. 

F.  Erk:  Der  Föhnsturm  vom  15.  und  16.  Oct.  1885  und  seine 
Wirkungen  im  baierischen  Gebirge. 

A.  Magelssen:  Uebor  Wellenbildungen  in  der  jährlichen  Pe- 
riode der  Lufttemperatur.  — Temperaturverhältnisso  kommender  Jahre. 

J.  Liznar:  Einfluss  des  Mondes  auf  die  meteorol.  Elemente 
nach  den  Beobachtuugn  zu  Batavia.  — Das  Klima  von  Batavia. 

W.  Schaper:  lieber  die  Bestimmung  der  magnetischen  Incli- 
natiou  mittels  Erdiuductor  und  Telephon. 

J.  Hann:  Zur  Kenntniss  der  Verteilung  des  Luftdruckes  anf 
der  Erdoberfläche.  — Gewitterperiodon  in  Wien. 

H.  Hoffmann:  Pbänologische  Studien. 

E.  Jhne:  Karte  der  Aufblübzeit  von  Syringa  vulgaris  in  Europa. 

P.  Schreiber:  Einige  Umformungen  der  Formel  für  barome- 
trische Höhenmessnngen  zur  Verwendung  bei  Rednetion  von  Baro- 
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mctcrständcD.  — Bestimmung  der  Bewegung  eines  Luftballons  durch 
trigonometrische  Messungen. 

W.  Köppen:  Die  Untersuchungen  von  Dr.  J.  van  Bebber  über 
typische  Witterungserscheinnngen.  — Der  Orkan  vom  14.  Mai  in 
Crossen  a.  d.  0.  — Der  Orkan  vom  12.  Mai  zu  Madrid. 

J.  M.  Pornter:  Ueber  Langloy’s  Untersuchungen  der  Sonnen- 
strahlung. — Augot’s  theoretische  Untersuchungen  Aber  die  Vertei- 
lung der  Wärme  auf  der  Erde. 

J.  Maurer:  Temperatnrleitung  und  Strahlung  der  ruhenden 
Atmosphäre. 

F.  H.  Bnchholtz:  Fahrt  des  Militär-Ballons  Barbara  am 
10.  Dec.  1885. 

E.  Re i mann:  Einiges  Aber  Gewittererscheinungen  im  Riesen, 
gebirge. 

N.  Ekholm:  Ueber  die  tägliche  Variation  des  Luftdruckes 
während  des  nordischen  Wiuters. 

J.  van  Bebber:  Untersuchungen  von  Elias  Loomis  Uber  die 
Form  und  die  Bewegung  der  Cyklonen.  — Die  Veröffentlichungen 
des  Kgl.  Niederländischen  Instituts. 

E.  Bruckner:  Die  Schwankungen  desWasserstandes  im  Schwarzen 
Meer  und  ihre  Ursachen. 

F.  Vettin:  Luftströmungen  Uber  Berlin  in  den  4 Jahreszeiten. 
— Einwirkung  der  barometrischen  Maxima  und  Minima  auf  die  Rich- 
tung des  Windes  und  des  Wolkenzuges. 

Hugo  Meyer:  Gewitter  des  obern  Leinetales  am  1.  Juni  1886. 

A.  Hazen:  Thermometer-Aufstellung. 

F.  M.  Draenert:  Verteilung  der  Regenmengen  in  Brasilien. 

A.  Richter:  Tägliche  Drehung  des  Wolkenzuges. 

G.  Ho  11  mann:  Beiträge  zur  Eenntniss  der  Niederschlagsver- 
bältnisse  von  Deutschland. 

R.  Assmann:  Der  Orkan  vom  14.  Mai  in  Crossen  a.  d.  0. 

F.  Lingg:  Ungewöhnliche  Anomalie  zwischen  gleichzeitigen 
Barometerständen  von  München  und  dem  Wendelstein. 

G.  Schnbring:  Reduction  des  Barometerstandes  auf  den  Meeres- 
spiegel mit  Hülfe  einer  graphischen  Tafel. 

K.  Dove:  Der  Orkan  vom  10.  Ang.  1886  bei  Northeim  und 
Cattcuburg. 

F.  Busch:  Zur  Polarisation  des  zerstreuten  Himmclslichtes. — 
Beobachtungen  Uber  den  Gang  der  neutralen  Punkte.  H. 
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Physik. 

Thcrmodynamique.  Par  J.  Bertraud,  de  l'Acad6mic  Fran- 
^aise,  Secretairc  perpetuel  de  l’Acad6mie  des  Sciences.  Paris  1887. 
Gauthier-Villars.  294  S. 

Eine  nene  Bearbeitung  der  Wärroetheorie  nach  ihrem  heutigen 
Standpunkt  unternimmt  der  Verfasser  ans  dem  Gesichtspunkt  der 
strengst  möglichen  logischen  Kritik.  Er  sagt,  man  könne  in  dieser 
Beziehung  nicht  alles  leisten,  aber  doch  sehr  viel  bessern  und  die 
hauptsächlicben  logischen  Mängel  beseitigen.  Seine  logischen  Grund- 
sätze hat  er  nicht  formulirt  ausgesprochen,  sondern  nur  in  Beispieleu 
angedentet,  aus  denen  sie  sich  einigermassen  abstrahiren  lassen.  Er 
rügt  cs,  dass  mau  Ideen  als  Axiome  — sei  es  als  Hypothesen  oder 
als  nrsprOnglich  gewiss  — betrachtet,  in  denen  notwendige  Fragen 
gar  nicht  zum  Bewusstsein  gezogen  sind.  Hiermit  ist  in  der  Tat  ein 
herrschender  Fehler  der  Forsch nngslogik  ans  Licht  gezogen,  der  sich 
aber  weit  bestimmter  bczcichu'^n  lässt,  wenn  man  nur  nicht  bei  der 
vagen  Auffassung  des  Wesens  der  Hypothese  stehen  hieibt,  welche 
darin  nichts  als  eine  interimistische  Stütze  einer  noch  unfertigen 
Theorie,  statt  eines  wesentlichen  Elements  alles  exacteu  Wissens 
sieht.  Theorie  hat  nur  Sinn  relativ  zur  Hypothese,  und  umgekehrt, 
und  apriori  hat  nur  Sinn  in  der  Anwendung  der  (empirisch  be- 
festigten) Theorie  auf  die  neue  Wirklichkeit.  Die  angebliche  Er- 
kenutniss  apriori,  in  welcher  der  Verfasser  die  Nennung  der  wesent- 
lichen Momente  vermisst,  ist  eben  nichts  als  ungeprüfte  Meinung. 
Mit  Recht  begrüsst  man  den  ersten  verbindenden  Gedanken  (z.  B. 
Descartes : Erhaltung  der  Kraft,  Schiaparelli ; Identität  von  Kometen 
und  Sternschuppen)  als  grosse  Entdeckung.  Mit  ihm  ist  der  Bacil- 
lus, die  Universal-Ursache  der  Erscheinung  aufgewiesen  nnd  die 
Hoffnung  auf  ihre  Erklärung  erweckt.  Aber  von  da  an  können  Jahr- 
hunderte vergehen,  che  es  den  Anstrengungen  der  Forscher  gelingt, 
eine  brauchbare  Hypothese,  d.  h.  nicht  nur  im  allgemeinen  haltbar,  son- 
dern auch  nach  allen  Seiten  ausscbliesseud  und  nur  soviel  unbestimmt 
lassend,  als  im  Gedanken  durchlaufen  werden  kann,  anfzufinden.  Oer 
sehr  verbreitete  Fehler,  um  den  es  sich  handelt,  ist  die  Verwechse- 
lung jenes  verbindenden  Gedankens,  dem  zur  Erklärung  der  Erschei- 
nung das  Notwendigste  noch  fehlt,  mit  der  Hypothese  als  definitiver 
Errungenschaft.  Im  Vorliegenden  geht  der  Verfasser,  nachdem  er 
in  der  Kürze  eine  Uebersicht  über  die  Wärmetheorie  für  vollkommene 
Gase  gegeben  bat,  vom  ersten  verbindenden  Gedanken  ans,  den  er 
Sadi  Camot  zusebreibt,  entwickelt  zuerst  dessen  Ideen,  dann  die 
Ideen  von  Robert  Mayor  und  geht  dann  zu  Theoremen,  zunächst 
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von  Carnot,  dann  ergänzend  und  berichtigend  von  Clanaius  über. 
Die  folgenden  Capitol  behandeln  die  Differentialgleichungen,  die  cha- 
rakteristischen Fnnctionen,  einige  Sätze,  einige  Probleme,  einige  An- 
weuduiigeu,  die  Coudensation  der  Dämpfe  während  dos  Ausströmens, 
Cyklus  des  Dampfes  und  Diagramme  der  Maschinen,  nicht  nmkehr- 
hare  Cykicn,  die  Arbeit  der  Elektricität  Hoppe. 


Zeitschrift  für  den  Physikalischen  und  Chemischen  Unterricht. 
Unter  der  besonderen  Mitwirkung  von  Dr.  E.  Mach,  Professor  der 
deutschen  Universität  zu  Prag,  und  Dr.  B.  Schwalbe,  Professor 
und  Director  des  Dorothcenstädtischen  Realgymnasiums  zu  Berlin, 
herausgegeben  von  Dr.  Fritz  Poske.  Erster  Jahrgang.  Erstes 
Heft.  Berlin  1887.  Julius  Springer.  4®.  40  S. 

Die  neu  erscheinende  Zeitschrift  setzt  sich  die  Aufgabe,  einer- 
seits eine  Verständigung  über  die  leitenden  Principien  wie  Ober  die 
specielle  Behandlung  des  Unterrichts  herboizufUhren,  und  andrerseits 
es  zu  vermitteln,  dass  die  von  Einzelnen  gewonnenen  Erfahrungen 
und  Einsichten  zu  allgemeiner  Anerkennung  und  Wirkung  gelangen. 
An  erster  Steile  wird  die  Methode  ins  Auge  gefasst  und  deren  pian- 
mässige  Ausbildung  auf  bistor scher  und  logischer  Grundlage  ange- 
strebt werdeu.  ln  Hinsicht  auf  den  experimentellen  Teil  des  Unter- 
richts sollen  neue  Unterrichtsmittel  und  Verbesserungen  von  solchen 
beschrieben',  sowie  Anleitungen  zum  Gebrauche  der  Apparate  und 
zum  Austelleu  von  Versuchen  überhaupt  gegeben  werden.  Auch  der 
mathematischeu  Seite  des  Unterrichts  wird  Aufmerksamkeit  und  Pflege 
zugewaudt.  Namentlich  ist  eine  regelmässige , nach  rationellen  Ge- 
sichtspunkten ausgefohrte  Zusammenstellung  von  Aufgaben  in  Aus- 
sicht genommen.  Ferner  werden  ans  der  Fachlitteratur  des  In-  und 
Auslandes  Berichte  geliefert,  und  neu  erschienene  Schriften  bespro- 
chen werden.  6 Hefte  bilden  einen  Jahrgang  zu  30  Bogen.  Das 
erste  Heft  enthält  an  grössern  Aufsätzen  E.  Mach : Ueber  den  Unter- 
richt in  der  Wärmelehre.  A.  Weinhold:  Eine  Influenzmaschine 
ohne  Polwechsel.  M.  Koppe:  Der  Foucanlt'sche  Pendel  versuch. 
Fr.  C.  G.  Müller:  Ein  Demoustrationsthermometcr.  Joh.  Berg- 
mann: Eiu  neuer  Apparat  zur  Darstelluug  einfacher  Schwingungen. 

H. 


Vermischte  Schriften. 

Jornal  de  Seiencias  Matbematicss  e Astronomicas.  Pnblicado  pelo 
Dr.  F.  Gomes  Toizeira,  Professor  na  Escola  Polytechnica  do 
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Porto,  Antigo  Professor  ua  Univcrsidado  de  Coirabra,  Socio  de  Aca- 
demia  das  Scieiicias  de  Lisboa,  etc.  Vol.  VII.  Coimbra  1886.  Itn- 
prcnsa  da  Universidade. 

Der  7.  Band  enthält  folgende  Abhandlungou  und  Noten. 

E.  Cesäro:  Arithraetisebe  Bemerkungen.  — Aaszäge  ans  einem 
Briefe  an  Herrn  d’Oeagne.  — Bemerkungen  über  die  Theorie  der 
Reihen. 

J.  C.  d’Oliveira  Ramos:  üeber  die  Zerlegnng  der  Kreis- 
fnnciionen. 

Ramos  und  Casimiro  J.  de  Faria:  lieber  die  Coefficienten 
der  Formel,  welche  die  Derivirte  beliebiger  Ordnung  der  zusammen- 
gesetzten Functionen  gibt. 

M.  d’Oeagne:  lieber  gewisse  Bestimmungen  von  Grenzwerten  ; 
mittlere  Grenzwerte  zweier  Zahlen.  — Auszug  ans  einem  Briefe  an 
F.  Gomes  Teixeira.  — lieber  gewisse  arithmetische  Summationen. — 
lieber  gewisse  symmetrische  Functionen ; Anwendung  auf  die  Berech- 
nung der  Summe  gicichlioher  Potenzen  und  Wurzeln  einer  Gleichung. 
— lieber  die  rectiticabeln  Ellipseubogen. 

L.  F.  Marrecas  Ferreira:  lieber  die  Theorie  des  Hyper- 
boloids. 

J.  M.  Rodrigues:  Theorie  der  Rotation. 

H.  le  Pont:  Geometrische  Note.  — Neuer  Beweis  des  Ch.  Du- 
piu’schen  Satzes.  - Note  über  die  Bewegung  eines  von  festem  Ceu- 
trum  aus  getriebenen  materiellen  Punktes. 

Gino  Loria:  Note  über  die  Multiplication  zweier  Determi- 
nanten. — lieber  eine  Eigenschaft  der  Determinante  einer  Ortho- 
gonalsubstitntion. 

Rodolpho  Guimaräes:  lieber  einen  Satz  betreffend  die  Yer- 
glcichnng  von  Ellipsenbogen. 

J.  Brnno  de  Cabedo:  lieber  eine  Formel  von  Taylor. 

F.  Gomes  Teixeira:  Anwendungen  der  Formel,  welche  die 
Dorivirten  beliebiger  Ordnnng  der  Functionen  von  Functionen  gibt 

Duarte  Leite:  lieber  den  transcendenten  Teil  des  Integrals 
einer  rationalen  Function.  H. 


American  Journal  of  Matbematics.  Simon  Newco mb,  Editor. 
Thomas  Craig,  Associate  Editor.  Published  under  the  Auspices 
of  the  Johns  Hopkins  University.  Volume  IX.  < Baltimore  1887. 
Pnblication  Agency  of  the  Johns  Hopkins  University. 
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Der  9.  Eand  enthält  folgende  Abhandlungen. 

J.  J.  Sylvester;  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Recipro- 
canten. 

W.  E.  Story;  Eine  neue  Methode  in  der  analytischen  Geometrie. 

F.  N.  Cole:  Klein’s  Ikosaeder. 

A.  G.  Greenhill:  Wellenbewegung  in  der  Hydrodynamik. 

A.  S.  Hatheway:  Eine  Abhandlung  in  der  Zahleutheorie. 

H.  B.  Fine:  Ein  Theorem  betreffend  'die  Singularitäten  von 
Curven  mehrfacher  Krümmung. 

n.  Dallas:  Eine  Note  über  Kegelschnittbüschel. 

P.  A.  Mac  Mahon:  Beobachtungen  an  Erzcngnngsmethoden  der 
Theorie  der  luvariautcn. 

Cayley:  lieber  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen. 

G.  Paxton  Yonng:  Notwendige  und  hinreichende  Formen  der 
Wurzeln  uniserialer  Abol’scher  Gleichungen. 

W.  Pitt  Durfee:  Symmetrische  Functionen  der  14’'’  (s.  Bd.V. 
p.  348). 

M.  D’Ocagnc:  lieber  eine  Classo  merkwürdiger  Zahlen. 

M.  Hcrmite:  Auszüge  aus  2 Briefen  au  M.  Craig. 

F.  Franklin:  Zwei  Beweise  für  Cliauchy’s  Theorem.  H. 


Journal  of  the  College  of  Science,  Imperial  University,  Japan 
Vol.  I.  part  II.  III.  Tokyo  1ÖÖ7.  Published  by  the  university. 
97-1-126  S. 

Die  Herausgabe  wird  von  einem  Comitce  der  Universität  besorgt 
bestehend  aus  den  Professoren  D.  Kikuchi,  K.  Mitsukuri,  C.  G. 
Knott  (aus  Edinburgh)  und  S.  Sekiya.  Der  2.  Teil  enthält  eine 
deutsche  Abhandlung: 

Diro  Kitao:  Beiträge  zur  Theorie  der  Bewegung  der  Erd- 
atmosphäre und  der  Wirbelstürme. 

Der  3.  Teil  enthält  ausser  3 zoologisch-physiologischen,  folgende 
physikalische  cugliscbe  Abhandlungen: 

Aikitu  Tanakadate:  Ein  Taschen-Galvanometer.  — Die 
Constantou  einer  Linse. 

B.  Koto:  Vorkommen  von  Piedmontit  in  Japan. 

S.  Sekiya:  Das  starke  japanische  Erdbeben  vom  15.  Januar 
1887. 
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C.  G.  Knott:  Elektrischer  Widerstand  von  Nickel  bei  hohen 
Temperaturen.  — Elektrische  Eigenschaften  des  hydrogenisirten  Pal- 
ladiums. H. 


Nova  Acta  Regiae  Socictatis  Scientiarnm  Upsaliensis.  Scriei 
tertiae  Vol.  Xlll.  1886. 

Von  den  im  13.  Bande  enthaltenen  11  Abhandlnngen  gehOrt  eine 
der  Mathematik,  eine  der  Physik  an;  diese  sind: 

A.  Berger:  lieber  eine  Anwendung  der  Theorie  der  binomi- 
schen Gleichungen  zur  Summation  einiger  Reihen. 

K.  A^ngström:  lieber  eine  neue  Methode  absolntc  Messungen 
der  strahlenden  Wärme  zu  machen,  sowie  ein  Instrument  nm  die 
Sonnenstrahlung  oinznregistriren.  H. 


Annnaire  de  l’observatoire  de  Montsouris  pour  l’an  1887.  Me- 
teorologie, agricnltnre,  bygieue.  Paris.  Gautbier-Villars. 

Der  diesjährige  Band  enthält  ausser  dum  Kalender  die  tabellari- 
schen Resultate  der  in  Paris  und  auf  dum  Montsouris  gemachten 
meteorologischen  Beobachtungen,  insbesondere  betreffend  die  Sonneu- 
strablung,  Kälte,  Wasserdampfspannung,  Feuchtigkeit,  Lufttemperatur, 
Regenmenge,  Erdmagnetismus  und  den  Wind;  ferner  die  chemische 
Untersuchung  der  Luft,  des  meteorischen  und  fliessenden  Wassers-, 
schliesslich  die  9te  Abhandlung  von  Dr.  Miquel  Uber  die  Bacterien 
der  Pariser  Lnft.  H. 
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Lehrbücher. 

Lehrbuch  der  Algebra.  Theoretisch-praktische  Anleitung  zum 
Stadium  der  Arithmetik  nnd  Algebra.  Zum  Gebrauche  an  höheren 
Lehranstalten,  insbesondere  an  Gymnasien,  bearbeitet  von  Prof.  Dr. 
J.  van  Hengcl,  Oberlehrer  am  Königlichen  Gymnasium  zn  Emme- 
rich. Freiburg  i.  Br.  1887.  Herder.  489  S. 

Das  Buch  macht  weniger  den  Eindruck  eines  Lehrbuchs  als 
vielmehr  der  Darstellung  einer  muntern , ungebundenen  Handhabung 
des  Unterrichts.  Nur  in  diesem  Sinne,  nur  als  augenblickliche  Ein- 
fälle zur  Erhaltung  der  lebendigen  Teilnahme  und  des  Selbstdonkens 
der  Schüler  kann  man  die  Freiheiten  billigen,  die  sich  der  Ver- 
fasser nimmt,  indem  er  z.  B.  die  Gleichungen  ciuteilt  in  richtige 
und  falsche,  Begriffserkläruugen  gibt,  die  nichts  sind  als  Setzungen 
eines  Namens  für  den  andern  u.  s.  w.  Ihm  selbst  mag  erstercs  gute 
Dienste  tun  um  zur  Probe  aufzufordern , letzteres  um  Bekanntes  zu 
vergegenwärtigen.  Aber  eine  dauernde,  auch  für  andere  Lehrer 
brauchbare  Grundlage  wird  darin  nicht  geliefert,  wenn  wir  auch  ein- 
räumen,  dass  alle  jene  Freiheiten  geschickt  genug  angebracht  sind 
um,  selbst  ohne  Kennzeichnung  des  wissenschaftlichen  Kernes,  wel- 
cher in  der  Tat  in  keiner  Weise  hervorgehoben  wird , den  zu  er- 
lernenden doctrinären  Inhalt  nicht  zu  verhüllen,  oder  die  Uebersicht 
merklich  zu  beeinträchtigen.  Hiervon  abgesehen  ist  an  der  Lehr- 
methode eigentümiieh  der  Gang  vom  Allgemeinen  zum  Spcciellen. 
Während  man  sich  grösstenteils  dafür  entschieden  bat,  dass  die  Be- 
gritie  der  Arithmetik  durch  successive  Erweiterung  zu  entwickeln 

Arcb.  4.  Math.  a.  PhjB.  2.  Kethe,  Teil  TI.  2 
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Bind,  hat  'der  Verfasser  die  entgegengesetzte  Wahl  getroffen.  Man 
sollte  meinen,  dass  der  Ausfall  der  Bearbeitung  den  Misgriff  deut- 
lich genug  an  den  Tag  brächte.  Die  Operationen  werden  erst  ins- 
gesamt, dann  einzeln  behandelt  In  dem  Capitel  von  der  einzelnen 
wird  eine  alle  Fälle  umfassen  sollende  Definition  an  die  Spitze  ge- 
stellt, eine  Definition  die  vom  Begriffsinhalt  gar  nichts  sagt,  sondern  ihn 
nur  durch  Bedingungen  umgrenzt,  fiberdies  auf  keinen  Specialfall  an- 
wendbar ist,  sondern  nur  verschiedene  in  Beziehung  setzt.  Der  Schüler 
wird  daher  weder  ans  ihr  den  Sinn  der  Operation  verstehen  lernen,  noch, 
wenn  sie  ihm  bereits  bekannt  ist,  Einsicht  gewinnen,  ob  sie  mit  seinem 
Begriffe  vereinbar,  ob  sie  richtig  oder  vielmehr  — dass  sie  falsch  ist 
Nnn  werden  durch  Specialisimng  eine  Reibe  arithmetische  Sätze  als 
leichte  Folgerungen  aus  der  Defiuitiou  gezogen,  endlich  eiue  An- 
zahl Beispiele  gerechnet  Letztere  holen  dann  leidlich  das  Versäumte 
uacb  und  können  allenfalls  einen  Begriff  von  der  Operation  geben, 
sogut  er  eben  in  der  elementaren  Rechenscbnle  gegeben  wird.  Ein 
Beispiel  einer  solchen  Definition  ist  dio  folgende.  (S.  32.)  „Mul- 
tiplication ist  das  Ableiten  eiuer  Zahl  (Product)  aus  zwei  oder  mehr 
Zahlen  (Factoren),  wenn  sie  von  diesen  so  abhängig  ist,  dass  das 
Resnitat  0 ist,  wenn  irgend  einer  der  Factoren  0 ist,  und  dass,  wenn 
au  die  Stelle  irgend  eines  der  Factoren  alle  seiue  Summauden  ein- 
zeln eintreten,  die  Summe  dieser  Einzelresultatc  gleich  dem  zu 
suchenden  Resnitat  ist''  Die  Operation  des  Multiplicirens  bleibt 
hiernach  Problem,  nicht  einmal  eine  Probe  irgend  eines  Resultats 
ist  anfgcstellt;  mau  weiss  nur,  wenn  mehrere  Resultate  vorliegcu 
und  der  Bedingung  nicht  entsprechen,  dass  mindestens  eines  falsch 
sein  muss,  nicht  aber,  welches.  Dio  Bedingung  ist  nur  eine  Um- 
schreibung der  Functiousgleichung  f(x-\-y)  = f{x)-\-f(y)  auzuweuden 
buf  jeden  Factor.  Es  ist  klar,  dass  diese  Bestimmung  der  Function 
nicht  ausreicht;  es  muss  auch  ein  Specialwert  gegeben  sein,  und 
hierfür  ist  der  aufgostcllte  Specialwert  f(ü)  — 0 gerade  der  einzig 
unbrauchbare;  überdies  ist  er  ganz  überflüssig,  da  er  schon  aus 
/(x-|-0)  =/(*)-}- AO)  folgt  Demnach  bedarf  die  Definition  einer 
zweifachen  Berichtigung.  Allein  mit  der  leichten  Ergänzung  und 
Beseitigung  ist  es  nicht  getan.  Es  müssten  auch  alle  Folgerungen 
darnach  revidirt  werden.  Unter  den  Beweisen  stützen  sich  manche 
stillschweigend  darauf,  dass  das  Product  durch  die  Factoren  be- 
stimmt wäre,  was  zu  beweisen  gar  nicht  versucht  ist;  ein  Beweis 
(Satz  12.)  ist  geradezu  falsch,  weil  er  das  Zubeweisendo  voraussetzt; 
ausserdem  würde  der  Nachweis  des  Zutreffens  des  Special  werts  über- 
all hinzukommon  müssen.  Im  ganzen  kann  daher  fast  nichts  stehen 
bleiben.  Im  Vorwort  üussert  der  Verfasser,  dio  Algebra  müsse  den 
Schüler  ihre  Wahrheiten  an  sich  erkennen  lassen.  Gesetzt,  jene 
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Fehler  in  obiger  Definition  nnd  in  ihren  Folgomngen  wären  berich* 
tigt,  was  bat  der  Verfasser  dazu  getan,  den  Schaler  ihre  Wahrheit 
erkennen  zn  lassen  ? KOnnen  wir  nnn  anch  dem  Boche  keine  Leistung 
für  den  Unterricht  zn  erkennen,  so  mag  doch  wenigstens  die  eine 
Leistung  für  das  Studium  der  Methode  genannt  werden:  die  Bear- 
beitung stellt  anfs  neue  die  Verkehrtheit  von  Grassmann’s  Ansicht 
ans  Licht,  wenn  eine  mathematische  Lehre  dem  Anfänger  nicht  ein* 
lenchte,  so  sei  sie  nur  noch  nicht  allgemein  genng  anfgefasst 

Hoppe. 

Lehrbuch  der  elementaren  Mathematik  zum  Schul-  und  Selbst- 
nnterriebt  fOr  Lehrer  und  Lehramtskandidaten  sowie  als  Vorschule 
auf  das  eigentliche  mathematische  Studium.  Von  C.  £.  Enholtz. 
I.  Theil.  Reine  Arithmetik.  Aarau  1887.  H.  R Sanerlaender. 

Die  Bearbeitung  des  Buches  deutet  mehr  auf  die  Bestimmung 
hin,  Nichtmathematikern  Kenntniss  von  der  Mathematik  zn  geben,  als 
Anfänger  fOr  das  eigene  Betreiben  derselben  vorznbilden,  wodurch  die 
Möglichkeit  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  Mancher  dadurch  Neigung 
zum  Studium  gewinnt.  Der  Vortrag  ist  vorwaltend  pragmatisch; 
nur  mit  Auswahl  werden  Lehren  in  formnlirten  Sätzen  oder  in  syste- 
matischer Stellnng  zusammengefasst.  Die  Begriffe  werden  bei  der 
Erläuterung  nicht  sonderlich  scharf  gefasst;  es  scheint  als  solle  der 
niedere  Standpnnkt  der  Verstandcsentwickelong  der  Leser  respectirt 
nnd  conservirt,  aber  ja  niemals  erhöbt  werden  Soweit  indes  dieses 
Princip  es  zuliess,  ist  auf  Correetheit  des  Ausdrucks  sichtlich  Fleiis 
gewandt  worden.  Zu  erwähnen  ist  noch,  dass  reichliche  bistorisebo 
Angaben  jedem  Abschnitte  folgen.  Gegenwärtig  ist  die  erste  der  3 
Lieferungen  erschienen;  das  Ganze  soll  17  Bogen  stark  werden. 

H. 


Lehr-  nnd  Uebungsbnch  der  allgemeinen  Arithmetik  nnd  Algebra 
für  die  untern  Classen  der  Mittelschulen.  Von  Moriz  Bret- 
sebneider,  k.  k.  Obcrlientenant  im  Infant  Reg.  Nr.  28,  Lehrer 
der  Mathematik  an  der  k.  k.  Militär-Unter-Realschnle  zn  Eisenstadt 
I.  Theil.  Mit  6 in  den  Text  eingedruckten  Figuren.  Wien  1887. 
Gerold  u.  Comp.  Stuttgart,  Julius  Maier.  118  S. 

Dieser  erste  Teil  umfasst  nur  dio  Operationen  an  natarlicben 
Zahlen,  nnd  zwar  mit  Einschluss  des  Potenzirens  und  Radicirens, 
mit  Ausschluss  des  Logarithmirens.  Bedeutung  nnd  Gebrauch  der  Ope- 
rations-  nnd  Grössenbezeiebnungon  werden  im  grössten  Umfange 
Icichtiasslich , kurz  nnd  correct  erklärt,  anch  die  geschichtlichen 
Angaben  nebst  etymologischer  Erklärung  hinzugefOgt  Formelle 

z* 
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Deductionen  nnd  Beweise  worden  nicht  geführt,  überhaupt  die  logi- 
sche Tätigkeit  nicht  zum  Bewusstsein  gebracht  Doch  wird  die  Be- 
gründung jeder  Lehre  am  Beispiele  derart  dargetan,  dass  die  Allge- 
meingültigkeit vollkommen  einleuchtet.  Erlänterungs-  nnd  Uebungs- 
beispiele  gibt  das  Buch  in  grosser  Anzahl.  Nach  allem  erzielt  es 
vollständige  Kenntinss  und  praktische  Fertigkeit  Auf  das  Studium 
hat  es  in  keiner  Weise  hingearbeitet;  doch  stehen  die  dadurch  bei- 
gebrachten Begriife  mit  der  Wissenschaft  im  besten  Einklang. 

H. 


Die  Elemente  der  Geometrie  für  den  Schulunterricht  bearbeitet 
von  H.  Seeger,  Director  des  Realgymnasiums  zu  Güstrow.  Mit 
sechs  Figurentafeln.  Wismar  1887.  Hinstorlf.  211  S. 

Die  Eigentümlichkeit  der  vom  Verfasser  gewählten  Lehrmethode 
gibt  sich  schon  in  der  Anordnung  dos  Lehrstoffs  zu  erkennen.  Die 
Hauptabschnitte  sind  nämlich:  Die  geometrischen  Grundgcbilde  nnd 
ihre  elementaren  Eigenschaften;  die  Lehre  von  der  Aehnlicbkeit; 
Anwendung  der  Algebra  auf  die  Geometrie;  Bruchstück  aus  der 
neueren  Geometrie;  6 Anhänge;  Aufgaben.  Zunächst  findet  man, 
dass  die  Lehre  von  der  Flächenglcichlieit  im  Verzeichuiss  ganz  fehlt 
Auf  die  Congruenz  folgt  sogleich  die  Aehnlicbkeit,  dann  die  rech- 
nende Geometrie.  Offenbar  ergeben  sich  manche  Sätze  über  Flächen- 
gleichheit von  selbst  ans  der  luhaltsrechnung:  Dreiecke  von  gleicher 
Basis  und  Höhe  sind  gleich , weil  man  ihren  Inhalt  aus  beiden  be- 
rechnet. Dass  indes  der  Verfasser  aus  diesem  Grunde  das  ganze 
Lehrgebiet  der  Verwandlung  der  Figuren  für  überflüssig  gehalten 
haben  sollte,  würde  kaum  glaublich  scheinen,  wenn  nicht  weitere 
Bestätigungen  liiuzukämcn.  Sehen  wir  erst  zu,  wie  mangelhaft  der 
Rechtfertigungsgrund  ist.  Dass  man  alle  elementaren  Arealrelatiouen 
nachträglich  aus  den  Inhaltsformeln  horlciten  kann,  sei  zugegeben. 
Unmittelbar  evident  sind  daraus  die  wenigstens.  Soll  aber  dies  der 
einzige  Weg  sein,  auf  dem  der  Schüler  die  orsteren  kennen  lernt, 
so  entgeht  ihm  der  einfache  Zusammenhang,  in  welchen  die  con- 
structive  .Synthesis  die  ganze  Reihe  von  Verwandlungssätzen  mit  der 
Cougruenzlehre  bringt,  und  Grössonbeziehungen,  die  nach  einander 
durch  leichte  Folgerungen  horvorgohen,  treten  auf  als  bedingt  durch 
die  Genauigkeit  der  Ausmessung,  deren  Theorie  wieder  basirt  werden 
musste  auf  die  complicirte  Unterscheidung  der  commonsnrabcln  nnd 
incommcusurabeln  Linien;  überdies  entgehen  ihm  die  constructiven 
Verwaudlnngsaufgaben.  Liest  man  aber  die  Bebandlnngsweise  dos 
Lebrstofls  vom  3.  Abschnitt  an,  so  kann  man  nicht  weiter  darau 
zwoifelu,  dass  der  Verfasser  die  Fähigkeit  des  Construireus  wirklich 
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für  nichts  achtet  und  das  Ansrechnen  allein  für  instmetiv  hält.  Denn 
mit  der  Einführung  der  Proportionen  (deren  Theorie  freilich  arith- 
metische BegrOndnug  nicht  entbehren  kann)  wendet  sich  der  fernere 
Lehrgang  ganz  der  Arithmetik  zu.  Einmal  änssert  sich  auch  der 
Verfasser  in  Betreff  gewisser  Sätze  dahin,  dass  man  sie  zwar  auch 
geometrisch  herleiten  könne,  aber  der  arithmetische  Weg  vorzu- 
ziehen  sei;  ein  anderesmal,  dass  die  Beweise  an  der  Figur  mühe- 
voller zu  lesen  seien,  weil  der  Blick  anf  zweierlei  sich  zu  richten 
gezwungen  werde.  Letztere  Bemerkung  ist  gewiss  zutreffend,  doch 
gerade  vom  geringsten  Belang  in  den  Elementen  der  Geometrie. 
Da  alle  Messung  mit  einem  Fehler  behaftet  ist,  so  pflegt  die  ein- 
seitige Bevorzugung  metrischen  Verfahrens  mit  Geringschätzung 
ideeller  Strenge  verbunden  aufzntreten.  Es  ist  daher  hervorzuhcbcu, 
dass  das  l.ehrbuch  über  die  Forderungen  exacter  Logik  nicht  leicht- 
fertig hinweg  geht;  nur  zeigen  sich  dabei  einige  leicht  zu  besei- 
tigende Mängel.  Bei  Begründung  der  Proportiouslehre  wird  der  P'all 
der  Incommensurabilität  eingehend  erörtert,  und  die  strenge  Gültig- 
keit der  Gleichsetzung  irrationaler,  nur  durch  Grenzeneiuschliessung 
zu  definirender  Yerhältuisszahleu  wenigstens  ausgesprochen.  Warum 
fehlt  aber  die  indirecte  Schlussfolgerung,  welche  den  Satz  über  die 
Grenzeneiuschliessung  sofort  in  voller  Allgemeinheit  evident  macht? 
Ist  sie  zu  schwer  oder  zu  leicht  zu  verstehen?  Von  selbst  versteht 
sie  sich  nicht,  denn  grosse  Mathematiker  sind  daran  vorbeigegangen 
ohne  sie  zu  linden;  wird  sie  aber  richtig  geführt,  so  versteht  sie 
jeder  Anfänger.  Ferner  ist  die  Begriffsbestimmung  des  Winkels 
richtig  gegeben,  und  der  Parallelensatz , zwar  nicht  als  Grundsatz, 
sondern  als  Lehrsatz  bezeichnet,  ohne  Versuch  eines  Beweises  auf- 
gestellt. Dagegen  bat  der  Verfasser  im  Anhang,  auf  den  er  hier 
verweist,  einen  falschen  Beweis  von  Bertrand  rein  historisch,  ohne 
eignes  Urteil  aufgeführt  und  durch  Nennung  des  Autors  sich  selbst 
von  der  Verantwortlichkeit  frei  gemacht  Seine  eigne  Bemerkung  zu 
dem  Satze  sagt:  der  Beweis  könne  „ohne  Zuziehung  unendlicher 
Fläcbenräume'^*  nicht  geführt  werden,  ln  der  Tat  ist  dies  wahr,  der 
Satz,  kann  weder  ohne  noch  mit  Zuziehung  derselben  bewiesen 
werden.  Freilich  verleitet  der  Beisatz  .zu  falscher  Meinung,  doch 
sind  Meinungen  nicht  Sache  matbomatiseber  Lehren.  Auch  die  im 
Anhang  vorgetragone  Methode  der  Untersuchung  von  Linienverhält- 
nissen auf  Commensurabilität  meidet  äusserst  umsichtig  den  im  221. 
litt.  Bericht,  S.  6.  gerügten  Irrtum  eines  andern  Lehrbuchs  und  stellt 
die  Folgerungen  in  exacter  Beschränkung  auf.  Aus  der  neuern  syn- 
thetischen Geometrie  sind  die  Lehren  von  den  harmonischen  Punk- 
ten, harmonische  Strahlen,  Pol  und  Polare  am  Kreise,  Potenzlinio 
zweier  Kreise  und  Kreisborührungen  aufgenommen.  Hoppe. 
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Elemente  der  reinen  Mechanik  als  Vorstudien  für  die  analytische 
und  angewandte  Mechanik  nnd  für  die  mathematische  Physik  an 
Universitäten  nnd  technischen  Hochschulen  sowie  zum  Selbstunter- 
richt Von  Dr.  Jos.  Finger,  o.  ö.  Professorder  reinen  Mechanik 
an  der  k.  k.  technischen  Hochschule  nnd  Docent  an  der  k.  k.  Uni- 
versit&t  zn  Wien.  Mit  200  Holzschnitten.  Wien  1886.  Alfred 
Holder.  792  S. 

Die  2 Jahre  früher  erschienene  erste  Lieferung  ist  im  '2.  litt 
Bericht  S.  19.  besprochen.  Wie  daselbst  bereits  erwähnt,  ist  als 
oberste  Einteilung  gewühlt  die  in  Mechanik  des  Pnnkts  nnd  des 
Punktsystems,  dann  erst  eine  jede  in  Statik  nnd  Dynamik.  Die 
Statik  des  Punktes  wird  erst  für  die  Ebene,  dann  für  den  Ranm 
behandelt,  eine  Zerlegnng  die  nicht  weiter  fortgefübrt  wird,  und  die 
bei  analytischer  Methode  sich  wol  stets  als  nnpraktisch  erweisen 
mochte.  Weiter  wird  die  Statik  des  Punktes  eingeteilt  in  die 
des  freien  Punktes  nnd  die  für  feste  Fl&cbe  oder  Linie.  Speciell 
knüpft  sich  an  die  Statik  der  Schwere.  Die  Dynamik  des  Punktes 
wird  erst  für  geradlinige , dann  für  krummlinige  Bewegung  be- 
handelt. Die  Statik  des  Punktsystems  beschr&nkt  sich  auf  die 
Kette,  d.  h.  auf  den  Fall,  wo  Spannungen  nur  zwischen  den  der 
Reihe  nach  folgenden  Punkten  stattfinden.  In  den  allgemeinen  Prin- 
cipien  der  Mechanik  wird  nachher  Statik  und  Dynamik  in  ununter- 
brochenem Hexns  behandelt,  also  Priucip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten und  Aiembert'sches  Princip  unmittelbar  einander  folgend  ent- 
wickelt. Dann  geht  das  Bncb  ausführlich  auf  die  Mecbauik  der 
starren  KOrper  ein,  die  sich  in  eine  grössere  Anzahl  allgemeiner 
und  specieller  Teile  scheidet.  Den  Schluss  bilden  die  Priucipien 
der  Hydromechanik.  Der  Anhang  enthält  die  znm  Verständniss  der 
Mechanik  notwendigen  mathematischen  Grundlagen.  H. 

Methodischer  Leitfaden  der  Physik  nnd  Chemie.  Für  höhere 
TOcbterscbnlen,  Lehrerinnenseminarien  nnd  Fortbildungsanstalten. 
Bearbeitet  von  Dr.  Earl  Jansen,  Oberlehrer  am  Realgymnasium 
zu  Düsseldorf.  Freiborg  i.  Br.  1887.  Herder.  252  S. 

Das  Buch  ist  in  4 Cnrse  geteilt  Von  diesen  umfasst  der  erste 
die  Wärme,  den  Magnetismus,  die  Rcibnngsclektricität  nnd  den  Gal- 
vanismus, der  zweite  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Stoffe,  die 
Mechanik  der  festen,  der  flüssigen  und  der  gasförmigen  Körper,  der 
dritte  Wellen,  Schall  und  Licht,  der  vierte  ausgewäblte  Teile  der 
Physik  nnd  die  Chemie,  eine  Anordnung  die  sich  der  Stufe  desVer- 
standesontwickelnng  auschliesst  In  jedem  Capitel  wird  eine  nu- 
merirte  Reihe  von  Gesetzen  anfgestellt,  auf  das  eine  nnd  andre  Ge- 


Digilized  by  Google 


LiUtrariichtr  Btridit  XXII. 


21 


setz  folgen  eine  oder  mehrere  Bestätigungen  dnrch  Beobachtangen 
ohne  oder  mit  Experiment,  letzteres  mit  Abbildnng.  Die  Gesetze 
werden  grössten  Teils  nur  von  ihrer  qualitativen  Seite  anfgefasst, 
die  Quantität  kommt  nur  vor,  wo  das  Gesetz  wesentlich  darin  be- 
steht, und  dann  auch  meistens  bloss  comparativ  ohne  bestimmte  An- 
gaben. Offenbar  bieten  der  erste  und  dritte  Corsas  hinreichend  viele 
qualitativ  charakteristische  Erscheinungen  dar  um  eine  Beschränkung 
auf  dieselben  zuzulassen.  H. 


Naturlebre  im  Anschluss  an  das  Lesebuch  von  Dr.  J.  Bn- 
mtkller  und  Dr.  J.  Schuster.  Illnstrirte  Ausgabe,  neu  bearbeitet 
von  Dr.  Max  Wildermann,  Gymnasial-Obcrlehrer.  Mit  106  Ab- 
bildungen. Freibarg  i.  Br.  1887.  Herder.  löO  S. 

Das  Buch  Überliefert  in  leichtfasslichem,  beschreibendem  Vor- 
trage alle  Kenntnisse,  welche  Jeder  auf  der  Schale  erwerben  muss, 
um  sich  bei  dem,  was  er  wahrnimmt,  soweit  es  der  anorganischen 
Welt  angehört,  aber  die  darin  enthaltenen  Vorgänge  und  deren  Zu- 
sammenhaug  deutliche  Rechenschaft  zu  geben.  Die  Abschnitte  sind 
der  Reihe  nach : Bewegung  nnd  Gleichgewicht,  Schall,  Wärme,  Licht, 
Magnetismus  und  Elektricität.  In  gewissem  Umfange  werden  auch 
die  technischen  Verwendungen  und  Vorrichtungen  beschrieben  und 
erklärt.  Die  zwischen  dem  Text  stehenden  Abbildungen  sind  zur 
Orientirnng  sehr  günstig  gewählt.  H. 


Sammlangen. 

Beispiele  und  Aufgaben  zur  Algebra.  FUr  Gymnasien,  Real- 
gymnasien, Realschulen  nnd  zum  Selbstunterricht.  Von  Dr.  Georg 
Lauteschläger.  Zwölfte,  vielfach  vermehrte  Auflage  bearbeitet 
von  Dr.  Fr.  Graefe,  Professor.  Darmstadt  1887.  Arnold  Berg- 
strässer.  132  S. 

Als  Beispiele  sind  bezeichnet  zu  lösende  Gleichungen  1.,  2.,  3., 
4.  Grades  und  höherer  Grade,  bereits  in  Zeichen  gegeben,  deren 
bekannte  Grössen  Specialzahlen  sind,  als  Aufgaben  solche,  die  in 
Worten  aufgestellt  sind  und  vor  der  Lösung  in  Zeichen  amgesetzt 
werden  sollen.  Letztere , die  den  2.  Teil  des  Buchs  bilden , fuhren 
auf  Gleichungen  1.,  2.  Grades,  diophantische  Gleichungen,  Pro- 
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gressionen.  Im  Anhang  stehen  Aufgaben  fOr  die  Dcterminanten- 
lehro.  In  12.  Auflage  sind  die  „Beispiele“  sehr  vermehrt,  und  ist 
der  Anhang  hinzugekommen.  Losungen  sind  nicht  angegeben.' 


H. 


Dr.  Emst  Kleinpaulsche  Anweisung  zum  praktischen  Rechnen 
Ein  methodisches  Handbuch  für  den  Unterricht  und  Selbstunterricht 
im  Rechnen.  FOufte,  umgearbeitete  und  erweiterte  Auflage.  Von 
Dr.  F.  Mertens.  Bremen  1886.  M.  Heinsins.  546  S. 

Das  Buch  ist  eine  methodisch  geordnete  Sammlung  von  Fragen 
und  Aufgaben  zur  grandlichen  Erlernung  und  Einübung  des  bürger- 
lichen Rechnens  für  Kinder,  bei  denen  man  noch  keinen  Begriff  von 
Zahlen  voraussetzen  darf.  Auch  der  voransgeschickte  kleine  Auf- 
satz; „Allgemeine  Gesichtspunkte“  — welcher  vielleicht  mit  der  Be- 
zeichnung „Anweisung“  auf  dem  Titel  gemeint  ist,  sofern  dem  Vor- 
wort zufolge  die  neue  Ausgabe  als  Anweisung  sich  von  dem  Rechen- 
buebe  selbst  unterscheiden  soll,  ist  der  Hauptsache  nach  nur  Auf- 
zahlung der  verschiedenen  Seiten,  von  welchen  aus  der  Begriff  der 
Zahlen  und  Operationen  zur  Deutlichkeit  zu  bringen  ist,  welche  man 
aber  aus  der  Reihenfolge  der  Uebungen  schon  besser  und  vollstän- 
diger ersieht.  Das  Buch  erscheint  in  3 Heften.  Das  erste  schreitet 
in  stufenweiser  Erweiterung  des  Zahlengebiets  bis  5,  10  , 20,  100, 
1000  fort  und  fügt  auf  letzter  Stufe  die  gemeinen  und  Decimal- 
brüche  hinzu.  Das  zweite  Heft  übt  die  Operationen  an  nnbenannten, 
dann  benannten  Zahlen,  dann  Brüchen,  das  dritte  die  bürgerlichen 
und  kanfmänuischeu  Rechnungsarten  ein.  H. 


Tabellen. 

Vierstellige  logaritbmiscb-trigonometrische Tafeln.  VonTheodor 
Wittstein,  Dr.  phil.  und  Professor.  Zweite  Auflage.  Hannover 
1887.  Hahn.  20  S. 

Die  1.  Tafel  giebt  auf  4 Seiten  die  Logarithmen  der  Zahlen  100 
bis  1899  nebst  Differenzen,  die  2te  auf  2 Seiten  die  Logarithmen 
der  Summen  nud  Differenzen  für  die  der  Zahlen,  die  3te  auf  2 
Seiten  die  trigonometrischen  Functionen  für  die  ganzen  und  halben 
Grade,  die  4te  auf  6 Seiten  die  Logarithmen  derselben  durch  die 
Sechstel  Grade,  die  5te  auf  auf  2 Seiten  die  Antilogarithmen. 

H. 
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Tafeln  znr  Berechnnng  der  Mondphasen.  Znm  Gebrauch  beim 
Unterricht  in  der  mathematischen  Geographie  entworfen  und  mit  er- 
klärendem Texte  heransgegebon  von  Ch.  Pani  ns,  Professor  am 
Obcrgymnasinm  in  Tübingen.  Tübingen  1885.  Franz  Fnes.  72  S. 

Der  erklärende  Text,  welcher  den  Tafeln  voransgeht,  gibt  über 
die  gesamte  Berechnnng  der  Phasen,  sowol  der  einzeln  gefragten, 
als  auch  ihrer  Tabellen,  in  Formeln  Anskunft,  so  dass  der,  welcher 
mit  der  Himmelsmechanik,  nicht  aber  mit  der  astronomischen  Praxis 
bekannt  ist,  über  die  Entwickelnngsmethode  daraus  Belehrung  ent- 
nehmen kann.  Die  Berechnnng  ist,  n.  a.  dnreh  Annahme  des  julia- 
niseben  Jahres,  vereinfacht,  nach  Anssago  des  Verfassers  gleichwol 
für  den  Zeitraum  von  800  vor  bis  2000  nach  Chr.  Geb.  bis  auf  1 
Minute  genap.  Werden  nun  anch  selten  Schulen  soviel  Zeit  er- 
übrigen können,  um  die  auf  29  Seiten  geget^gne  Erklärung  zumVer- 
ständniss  zu  bringen,  so  wird  dieselbe  doch  einerseits  Autodidakten, 
die  den  Gegenstand  aus  eignem  Interesse  treiben,  gute  Dienste  tun, 
andrerseits  können  auch  Schüler,  ohne  sich  vorher  in  den  Zu- 
sammenhang vertieft  zu  haben,  bloss  nach  den  Tafeln  unter  Bei- 
hOlfe  des  Lehrers  Beispiele  rechnen.  Hierzu  ist  noch  eine  kurz 
gefasste  Gebranebsanweisnng  gegeben.  Die  Berechnnng  besteht  ans 
2 Teilen:  erst  wird  die  Zeit  der  mittleren,  dann  der  wahren  Phase 
berechnet;  hiernach  wird  noch  untersucht,  ob  der  Neumond  nnd  der 
Vollmond  von  Verfinsterung  begleitet  ist  H. 


Vermischte  Schriften. 

Bulletin  de  rAcadömio  Royale  des  Sciences,  des  lettres  et  des' 
beaux-arts  de  Belgique.  55  —57  annöe,  3'**  sörie,  L IX— Xlll. 
Bruxelles,  F.  Hayez. 

Mathematischen  Inhalts  sind  folgende  Artikel. 

P.  Mansion:  Ueber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  9.  — 
Ueber  eine  Form  d^  Restes  in  der  Taylor’schen  Formel  und  in  der 
von  Ch.  Lagrange  10.  — Bestimmung  des  Restes  in  der  Ganss’- 
schen  Qnadraturformel.  11.  — Ueber  das  letzte  Theorem  von  For- 
mat. 13. 

Ch.  Lagrange:  Nene  Formel  für  die  Entwickelung  der  Func- 
tionen, insbesondere  der  Integrale.  9.  — Lösung  des  allgemeinen 
Problenu  von  Wronski  and  eines  andern  Problems  betreffend  die 
Integration  der  Differentialgleichungen.  10. 
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G.  Le  man:  Note  betreffend  die  Untersochang  der  Biegungs- 
momento  and  Schwerkräfte  erzeugt  in  einem  Stabe,  der  in  seinen 
Enden  nntersttttzt  ist  und  unter  dem  Einflüsse  einer  bewegten  Last 
sich  biegt  9. 

J.  Dornyts:  lieber  gewisse  Reihenentwickelnngen.  (Bericht). 
9.  — Ueber  die  approximative  Berecbnnng  gewisser  bestimmten  Inte- 
grale. 11.  — lieber  eine  Classe  conjugirter  Vielecke  (Bericht).  12. 
— Ueber  einige  Eigenschaften  der  Semiinvarianton.  13. 

J.  De  Tilly:  Ueber  die  Riccati’sche  Gleichung  and  ihre  dop- 
pelte Verallgemeinerung.  9. 

M.  da  Silva:  Ueber  eine  Frage  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen.  10. 

E.  Catalan:  Aufgaben  unbestimmter  Analytik.  9.  — Mathe- 
matische Belustignng.  9.  — Ueber  eine  Classe  von  Differential- 
gleichungen. 12.  — Bemerkungen  Aber  gewisse  bestimmte  Integrale 
(Bericht).  13.  — Ueber  eine  numerische  Tafel  und  ihre  Anwendung 
auf  gewisse  Transceudenten  (Bericht).  13.  - Bemerkungen  Aber 

eine  trinomische  Gleichung.  13. 

Jam  et:  Theorem  Aber  die  geodätischen  Linien  der  Botations- 
flächen. 

E.  Cesäro:  Ueber  das  Studium  der  arithmetischen  Begeben- 
heiten (Bericht).  11. 

C.  L.  Paige:  Ueber  die  Anzahl  der  Gruppen,  welche  höhere 
Involutionen  auf  demselben  Träger  gemein  haben.  11.  — Ueber  die 
Homograpbien  in  der  Ebene.  12.  — Untersucbuugen  Aber  das  Pen- 
taeder. 13. 

Physikalischen  Inhalts  sind  folgende. 

Hirn:  Experimentelle  und  analytische  Untersuchungen  Aber  die 
Gesetze  des  Ausflusses  und  des  Stoffes  der  Gase  in  Function  der 
Temperatur  (Bericht).  9.  — Die  moderne  Kinetik  und  der  Dyna- 
mismus der  Zukunft  (Bericht).  12. 

Görard,  Van  Weddingen  und  Jacquet:  3 Mitteilungen  zur 
Verbessernng  der  Aerostaten  (Bericht).  9. 

P.  De  Hoen:  Ueber  die  Spannung  der  gesättigten  Dämpfe. 
Modificationen  anzubringen  am  Gesetz  von  Dalton.  9.  — Bestim- 
mung des  Compressibilitätscoefficientcn  einiger  FlAssigkeiten  und 
Variationen  dieser  Grösse  mit  der  Temperatur.  Theoretisches  Ge- 
setz der  Variationen  jenes  Coefiieienten.  9.  — Bestimmung  einer 
empirischen  Relation  zwischen  der  Dampfspannung  und  dem  Coeifi- 
cienten  der  innern  Reibung  der  Flüssigkeiten.  10.  — Note  in  Be- 
treff einer  Arbeit  von  Robert  Schiff  Aber  die  specifische  Wärme  der 
FlAssigkeiten.  12.  — Bestimmung  der  Vmiationen  des  Coeffleienten 
der  innern  Reibung  der  FlAssigkeiten  mit  dar  Temperatur.  Tbeore- 
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tische  Betracbtnogcn , velcho  aas  der  Beobacbtnng  dieser  Grösse 
fliessen.  Bestimmang  einer  theoretischen  Formel,  welche  die  elasti- 
schen Kr&fte  der  gesättigten  Dämpfe  in  Function  der  Temporatnr 
ausdrttckt.  11.  — Note  betreffend  das  Gesetz  der  Ausdehnbarkeit 
der  Flüssigkeiten.  11. 

G.  Van  der  Mensbrngghe;  Versuch  Aber  die  mechanische 
Theorie  der  Oberflächenspannung,  der  Verdampfung  der  Flüssig- 
keiten. 9.  — lieber  die  Nichtstabilität  des  Gleichgewichts  der  Ober- 
flächenscbicht  einer  Flüssigkeit.  11.  12. — lieber  einige  merkwürdige 
Wirkungen  der  Molecularkräfte  bei  Berührung  eines  festen  Körpers 
und  einer  Flüssigkeit 

K Van  Anbei:  Experimentelle  Untersuchungen  Ober  den  Ein- 
fluss des  Magnetismus  auf  die  Polarisation  in  elektrischen  Medien. 
10.  12.  — Transparenz  des  Platins.  11. 

P.  Stroobant:  Neue  Untersuchungen  Ober  die  scheinbare  Ver- 
grösseniug  der  Gestirne,  der  Sonne  und  des  Mondes  am  Horizont  10 

E.  G6rard:  Anwendung  des  Telephons  bei  Untersuchung  der 
Verrückung  der  elektrischen  Linien.  11.  H. 


Annuaire  de  l’Acad^mie  Royale  des  sdences,  des  lettres  et  des 
bcaux-arts  de  Belgiqne.  1886.  1887.  Cinquante-troisiöme  annec. 
Bruxelles,  F.  Hayez. 

Das  Auuaire  enthält  ausser  dem  Kalender  Geschichte  und  Jahres- 
bericht, Statuten,  Organisation  und  Eigentum  der  Akademie,  erteilte 
und  ausgeschriebene  Preise  und  Biographien.  H. 


Annales  de  la  Facnltö  des  Sciences  de  Toulouse  pour  les  Sci- 
ences matbimatiques  et  les  Sciences  pbysiques,  publikes  par  nn  co- 
mitö  de  rödaction  composö  des  professeurs  de  math6maques,  de 
physiqno  et  de  ebimie  de  la  Facnlt^,  sous  les  auspices  du-Ministöre 
de  rinstmetion  publique  et  de  la  Mnnicipalitö  de  Toulouse,  avec  le 
Concours  des  Conseils  g^nöranx  de  la  Hante-Garonne  et  des  Hantes- 
Pyröuöes.  Tome  1.  Anuöe  1887.  Paris,  Ganthier-Villars. 

Diese  neue  Zeitschrift  publicirt  mathematische  und  physikalische 
Abhandlungen,  grösstenteils  verfasst  von  gegenwärtigen  und  flOheren 
Professoren  der  Facultät,  und  gibt  zum  Schluss  ein  sachlich  ein- 
geteiltes biliographisches  Verzeichuiss  beginnend  mit  dem  Jahre  1858. 
Der  erste  Band  enthält  folgende  Ahbaudlnngen. 

E.  Picard:  Ueber  die  linearen  Differentialgleichungen  und  die 
algebraischen  Transformationsgrnppeu. 

P.  Appell:  Ueber  das  Gleichgewicht  eines  biegsamen  und  nicht 
dehnbaren  Fadens. 
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£.  Gonrsat:  Ueber  ein  Problem  beaüglich  auf  Carven  dop- 
pelter KrOmmong. 

G.  Koenigs:  Ueber  die  Form  der  Carven  constauter  Spannang. 
— Ueber  dio  Curven,  deren  Tangenten  einem  linearen  Complex 
angehören.  — Ueber  dio  Anwendung  gewisser  quadratischer  Formen 
in  der  Geometrie. 

P.  Garbe:  Experimentelle  Untersnehungen  Aber  die  Strahlung. 

H.  Andoyer:  Beitrag  znr  Theorie  der  intermediären  Bahnen. 

M.  Brillouin:  Fragen  der  Hydrodynamik.  H. 

Acta  Mathematica.  Zeitschrift  herausgegeben  von  G.  Mittag- 
Leffler.  10.  Mit  Inholtsverzeichniss  der  Bände  1—10.  Stock- 
holm 1887.  F.  0.  G.  Beijer.  Berlin,  Mayer  n.  Müller.  Paris, 
A.  Hermann. 

Der  10.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

J.  Hacks:  Ueber  Summen  von  grössten  Ganzen. 

M.  A.  Stern:  Ueber  den  Wert  einiger  Reihen,  welche  von  der 
Function  E(x)  ahhangen. 

K.  Schwering:  Ueber  gewisse  tiinomiscbe  complexe  Zahlen. 

M.  Lcrch:  Ein  Satz  der  Keibentheorie. 

G.  Kohb:  Ueber  die  Bewegung  eines  materiellen  Punkts  auf 
einer  Rotationsfläche. 

K.  Bo  hl  in:  Ueber  dio  Bedeutung  des  Princips  der  lebendigen 
Kraft  für  die  Frage  von  der  Stabilität  dynamischer  Systeme. 

R.  Lipschitz:  Znr  Theorie  der  krummen  Oberflächen.  — Be- 
weis eines  Satzes  ans  der  Theorie  der  Substitutionen. 

H.  Dobriuer:  Die  Minimalflächen  mit  einem  System  sphäri- 
scher KrOmmnngslinien. 

S.  Pincherle:  Ueber  gewisse  durch  bestimmte  Integrale  dar- 
gestellte fnnctionale  Operationen. 

0.  Stande:  Ueber  eine  Gattung  transcendenter  Ranmeoordi- 
naten. 

L.  Lecornu:  Ueber  die  Flächen,  welche  dieselben  Symmetrie- 
ebenen  besiUen  wie  eins  der  regelmässigen  Polyeder. 

G.  Unmbert:  Ueber  die  algebraishen  Integrale  der  algebrai- 
schen Dilfereutialo. 

T.  J.  Stioltjos;  Tafel  der  Werte  der  Summen  5*  — £n~\ 

J.  Weingarten:  Zur  Theorie  des  Flächenpotentials. 

H.  Poincarö:  Bemerkungca  Ober  die  irregulären  Integrale  der 
linearen  Gleichungen. 

G.  Koenigs:  Ueber  eine  Classe  von  Formen  von  Differentialen 
nnd  über  die  Theorie  der  Systeme  von  Elementen. 

E.  A.  Stonberg:  Ueber  einen  Specialfall  der  Lamö’schen  Dif- 
ferentialgleichnng.  H. 
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Littorarischer  Bericht 

XXIII. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Curso  de  analyso  infiuitesimal.  Per  F.  Genies  Teixeira, 
Director  da  Academia  Polytcchnica  de  Porto,  profossor  na  mcsma 
Academia,  antigo  professor  na  Univcrsidade  de  Coimbra,  socio  cor- 
respondonte  da  Academia  Real  das  Sciencias  de  Lisboa,  etc.  (Cal- 
cnlo  differencial).  Porto  1887.  Typographia  Occidental.  356  S. 

Aagenscbeinlich  ist  das  Buch  zunAcbst  für  die  Vorlesungen  des 
Verfassers  an  der  polytechnischen  Akademie  in  Oporto  bestimmt  und 
erwirbt  sieb  das  Verdienst  die  Kenutuiss  der  Differentialrechnung  in 
Portugal  namentlich  unter  den  Technikern  zu  verbreiten.  Es  be- 
handelt in  der  Einleitung  die  Theorie  der  Imaginären,  der  Summen 
und  Producto  unendlicher  Reihen,  der  Kettenbrüche  und  der  Func- 
tionen , dann  der  Reihe  nach  die  Begriffe  der  Grenzen  und  Stetig- 
keit, die  Differentiation  der  Functiousclussen,  Anwendungen  auf  Curveu 
und  Flächen,  höhere  Differentialquotienten , den  Taylor’schen  Satz 
mit  Anwendungen,  u.  a.  auf  Maxima  und  Minima,  geometrische  An- 
wendungen desselben,  Functionen  in  Reihen  dargestellt  und  Func- 
tionen von  Imaginären.  Die  Einleitung  erklärt  und  erörtet  die- 
jenigen Grundbegriffe,  welche  bei  Uebergang  von  der  niedern  Algebra 
zur  Analysis  hinznkommen.  Die  Art  wie  dies  geschieht  entzieht 
sich  unserer  Beurteilung,  da  es  uns  nicht  wol  begreiflich  scheint, 
wie  jene  Begriffe,  namentlich  der  der  Irrationalzahlen,  durch  das 
Beigebrachto  zum  Verständniss  gelangen  können.  Wir  müssen  eben 
zu  dem  Verfasser  das  Vertrauen  haben,  dass  er  den  Bildungsgang 

Arck,  A,  Itath.  a.  Fhys.  2.  B«Uie,  Teil  TI.  3 
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der  Portagiesen  besser  kennt  nnd  die  Verantwortnng  dafOr  anf  sich 
uchracu  kann,  dass  seine  Methode  fflr  seine  Znhörer  die  angemessene 
ist.  Dor  eigentliche  Carsus  ist  davon  nnabhängig  nnd  ohne  Be- 
zugnahme darauf;  er  ist  auf  Uebermittclung  des  heutigen  Stand- 
punktes der  Theorie  und  besonders  auf  ausübende  Praxis  gerichtet, 
der  Vortrag  leicht  verstÄudlicb.  H. 


Gmndriss  dor  Differential-  und  Integral-Rechnung.  I.  Theil: 
Differential-Rechnung.  Von  M.  Stogemanu,  Dr.  phil.,  weil.  Pro- 
fessor an  der  technischen  Hochschule  zu  Hannover.  Fünfte , voll- 
ständig nmgearbeitete  und  vermehrte  Autlagc  mit  66  Figuren  im 
Texte  herausgegeben  von  Dr.  Ludwig  Kiepert,  Professor  der 
Mathematik  an  der  technischen  Hochschule  zu  Hannover  Haunover 
1888.  Helwing.  465  S. 

Das  Ruch  gehört  zu  denjenigen  Lehrbüchern,  welche  dem  An- 
fänger das  Lernen  leicht  machen  wollen,  in  der  Tat  aber  cs  ihm 
nur  leicht  machen  nicht  zu  lernen,  viel  zu  treiben  ohne  darüber 
ins  Klare  zu  kommen.  Der  Bearbeiter  sagt  zwar,  dass  er  zahlreiche 
irrtümer,  die  sich  in  den  früheren  Anflageii  befinden,  richtig  zu 
stellen  hatte.  Gleichwol  ist  der  bekannte  elementare  Fehler  unbe- 
rechtigter Umkehrung  stehen  geblieben.  Gleiches  kann  man  für 
Gleiches  setzen,  aber  nicht  umgekehrt:  Grössen  sind  darum  nicht 
gleich,  weil  ihre  Substitution  ein  Resultat  nicht  ändert.  Dem  ent- 
gegen wird  hier  der  Satz  aufgestellt:  endliche  Grössen  würden  durch 
Addition  unendlich  kleiner  nicht  geändert,  und  zwar  geht  zur  Be- 
gründung nichts  voraus  als  eine  kurze  Erörterung  des  Begriffs  des 
Grenzwerts,  so  dass  die  Behauptung  sich  bloss  auf  den  Schluss  von 
lim(a:-f'*)  “ 1'"'*  äuf  x-i~i  = x stützt.  Der  Fehler  ist  kein  vor- 
übergehender., der  sich  im  Fortgang  ausgliche;  nein,  in  ebenso 
sorgloser  Weise  geht  cs  weiter.  Die  ganze  Theorie  der  Uuendiiehen 
wird  durch  ausweichenden,  schiefen  Ausdruck  in  ein  für  den  An- 
längcr  undurchdringliches  Dunkel  gehüllt.  Gleich  anfangs  wird  auf- 
gestellt,  eine  veränderliche  Grösse  werde  nncndlich  klein,  unendlich 
gross , wenn  sie  sich  der  Grenze  U nähere , bzhw.  grösser  als  jede 
beliebige  Grösse  werde.  Hiernach  würde  offenbar  die  Grösse  erst 
dann  unendlich  klein,  unendlich  gross  sein,  wenn  die  Grenze  0 er- 
reicht, bzhw.  alle  Grenzen  überschritten  wären,  d.  h.  es  würde  sich 
ergeben:  unendlich  kleine  Grössen  (dio  nicht  null)  nnd  unendlich 
grosse  sind  überhaupt  undenkbar.  Der  Anfänger  wird  also  sogleich 
iu  die  alte  Sackgasse  geführt,  in  welcher  ihm  nichts  übrig  bleibt  als 
auf  Selbstdenkcu  und  Verstehen  der  Theorie  zu  verzichten  und  die 
Schlüsse  des  Lehrers  uaehznahmeu.  Dass  wirklich  der  Verfasser  den 
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Begriff  des  Unendlichen  in  das  Jenseit  alles  Denkens  verlegt,  be- 
stätigt Überdies  die  HiuzufUgung , dass  die  Bezeichnung  der  kleinen 
(grossen)  Grössen,  mit  denen  wir  rechnen,  als  unendlich  klein  (gross) 
ein  abgekürzter  Ansdmck  sei,  bei  dom  man  den  fraglichen  Denk- 
process  als  nachfolgend  im  Bewnsstsein  zn  halten  habe.  Von  jenem 
endlosen  Denkprocess  weiss  die  analytische  Praxis  nichts;  jene  Be- 
griffe sind  hier  in  gleichem  Falle  mit  denen  der  Elementarmathe- 
matik. Es  ist  klar,  dass  ein  einzelnes  Dreieck  ein  allgemeines  Drei- 
eck repräsentirt,  bloss  weil  keine  Besonderheit  anfgestellt  ist.  Ebenso 
repräsentiren  auch  irgend  wieviele  Teilbogen  einer  Cnrve  nebst 
Sehnen,  solange  die  Zahl  und  Kleinheit  nicht  festgesetzt  ist,  jede 
Zahl  und  Kleinheit.  In  dieser  Eigenschaft,  also  vermöge  der  blossen 
Nichtbestimmnng , ist  und  heisst  (nicht  symbolisch  oder  abgekürzt, 
sondern  im  einfachen  eigentlichen  Sinne)  die  Zahl  unendlich  gross, 
der  Tcilbogen  nebst  Sehne  unendlich  klein,  und  durch  einen  be- 
kannten indirccten  Schluss  (in  welchem  von  fortgesetzter  Toilnng 
gar  nicht  die  Rede  ist)  beweist  mau  die  genaue  Richtigkeit  der 
Quadratur-  oder  Rectificationsformel.  Gerade  der  Satz  aber,  welcher 
diese  Scblussweisc  lehrt,  gerade  das  Fundamentalprincip  der  Infinite- 
simaltbeorie  fehlt  iu  Stegemanu's  Differeutialrechunng  und  ist  auch 
vom  Bearbeiter  nicht  ergänzt.  Nach  dessen  Darstellung  muss  der 
Leser  glauben,  die  Formel  werde  erst  genau,  sobald  das  Ziel  der 
Veränderung  erreicht  sei,  sobald  das  Polygon  mit  der  Curve  zusam- 
menfällt, also  nie , weil  das  nie  geschieht.  Durch  Aufweisnng  der 
genannten  Fehler  ist  wol  zur  Genüge  gezeigt,  dass  die  Grundlegung 
der  gesamten  hier  behandelten  Theorie  eine  sehr  mangelhafte  ist. 
Die  Lehrmethode  steht  noch  auf  einem  überwundenen  Standpunkt. 
Dafür  ist  es  keine  Entschuldigung,  dass  das  Buch  für  Techniker  be- 
stimmt ist,  die  kein  intensives  Studium  beabsichtigen.  Denn  die 
exacten  Principien  der  Infinitcsimaltheorie  sind  weit  einfacher  als  die 
hier  gegebenen  Erklärungen,  welche  um  die  Sache  hernmgehen  ohne 
den  rechten  Punkt  zu  treffen.  Der  Inhalt  des  Lehrbuchs  ist  der  ge- 
wöhnliche: ausser  der  Differentiation  der  Functionen  wird  behandelt 
der  Taylor’sche  Satz,  die  Maxima  und  Minima,  Bestimmung  von 
Fnnctionswerten  durch  die  Stetigkeit,  unendliche  Reihen,  Anwen- 
dungen anf  Curven  und  krumme  Flächen , Theorie  der  complexen 
Grössen.  Zu  jedem  Thema  sind  Uebungsaufgaben  gestellt. 

Hoppe. 

R£snm6  du  conrs  d’analyse  infinitesimale  de  l’nniversite  de  Gand. 
Poi  P.  Mansion,  Professeur  ordinaire  ä l’nniversite  de  Gand, 
Corr  spondant  de  rAcadömie  Royale  de  Belgiqne,  de  la  Socidte  Roy- 
ale des  Sciences  de  Liöge  et  de  la  Societö  Mathematiqne  d’Amster- 
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dam.  Calcnl  diff6rentiel  et  principes  de  calcnl  int^aL  Paris  1887. 
Gauthier-Villars.  SCO  S. 

Das  Vorliegende  ist  der  Inhalt  der  Vorlesungen  des  Verfassers; 
es  lehrt  die  Principien  der  Theorie  der  elementaren  Functionen; 
andere  als  die  in  den  Elementen  vorkommenden  Functionen  sind 
also  ansgeschloBBcn;  dagegen  werden  die  unabhängigen  Variabein 
allgemein  als  complex  anfgefasst,  ohne  Anwendung  jedoch  der  krumm- 
linigen Integrale  von  Cauchy , ansgehend  von  der  Definition  e<"  = 
cosy-}-i8iny;  e*  = e*  t»‘,  wo  e = a Der  Beweis  fttr  die  Regel 

der  Derivatiou  der  znsammgesetzten  Functionen  wird  aus  den  be- 
sondern  Kegeln  bezüglich  anf  Summen,  Producte  und  Exponential- 
functionen  abgeleitet,  ebenso  für  den  Satz  der  Inversion  der  Deri- 
vationen ohne  Reenrs  an  ein  Postulat.  Hieraus  Hessen  sich  die  ge- 
samten Formeln  der  Differentialgleichung  in  gleicher  Allgemeinheit 
begründen.  Die  Abschnitte  des  Bucha  sind:  Einleitung,  fundamentale 
Eigenschaften  der  Derivirten,  Integrale  und  Reihen,  Differentiation, 
Eigenschaften  der  Functionen,  Anhang,  ergänzende  Noten.  Die  zwei 
letzten  sind  wegen  der  kurzen  Fassung  der  zwei  ersten  Abschnitte 
hinzugofügt.  Die  drei  ersten  Capitel  des  Anhangs  enthalten  eine 
historische  Skizze  der  Fortschritte  der  Analysis  des  Unendlichen, 
die  Uebersetznng  der  ersten  Artikel  von  Lcibuiz  und  Newton  über 
die  Differentialgleichung  und  eine  Notiz  über  diu  verschiedenen  Anf- 
fassungsweisen  der  Theorie  der  Uncndlichkleincn  von  Kepler  bis 
Cauchy,  worin  der  Verfasser  bewiesen  zu  haben  glaubt,  dass  schon 
Leibniz  und  Newton  die  Infinitesimalrechnung  so  verstanden  haben 
wie  150  Jahre  später  Cauchy.  Die  zwei  folgenden  Capitel  beweisen 
das  Fnndamontalprincip  der  Greuzmethode:  Eine  beständig  wachsende 
Variable  bat  einen  endlichen  oder  „unendlichen  Grenzwert“.  Die 
Theorie  der  Grenzwerte  ist  schon  vorher  behandelt.  Ein  Capitel 
handelt  vom  Princip  der  Substitution  Uueudlichkleincr  mit  neuer 
Begründung  namentlich  in  Anwendung  auf  Rcctificatiou , Quadratur, 
Kubatur.  In  einem  Capitel  über  die  fundamentalen  Eigenschaften 
der  Derivirten  und  den  Zusammenhang  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung wird  der  Satz  bewiesen,  dass  Functionen  v^u  gleicher 
Derivirter  constante  Differenz  haben,  und  die  Wciorstrass’scbc  Func- 
tion ohne  Difforontial  besprochen.  Boi  Abfassnng  des  Buchs  erklärt 
der  Verfasser  die  Lehrbücher  von  Schaar,  Catalau,  Gilbert,  Cauchy, 
Duhamel,  Lipsebitz  und  Schriften  von  Gcuocchi,  Peano  und  Darboux 
zu  Rate  gezogen  zu  haben.  H. 


Die  Detenniuanteu  in  genetischer  Behandlung  zur  Einführung 
für  Anfänger.  Von  Adolf  Sickenberger,  Professor  am  k.  Maxi* 
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miliansgymnasiam  in  Manchen.  Zweiter  Abdmck.  Manchen  1887. 
Theodor  Ackermann.  80  S. 

Die  Schrift  hat  zwei  verschiedene  Bestimmnngen , die  der  Ver- 
fasser mit  grossem  Geschick  znr  Decknng  zn  bringen  bemüht  ist, 
die  wir  aber  der  Beurteilung  wegen  aus  einander  halten  mUsseu. 
Der  Titel  bestimmt  sie  znr  Einfabning  far  Anfänger.  Von  diesem 
Gesichtspunkt  aus  betrachtet  würden  pädagogische  Mängel  das  Vor- 
treffliche ganz  in  Schatten  stellen.  Aber  das  Vorwort  selbst  stellt 
diesen  Zweck  in  zweite  Linie ; es  geht  von  einer  formell  analytischen 
Untersuchung  ans,  deren  Gang  durch  ihr  Ziel  schon  vorgezeichnct 
ist,  und  fügt  nur  zum  Schluss  die  Aensserung  bei,  dass  derselbe  Lehr- 
gang auch  für  einen  strebsamen  Schüler  eines  Gymnasiums  verständ- 
lich und  nutzbringend  sein  solle.  Die  Ausführung  zeigt  folgenden 
Grundgedanken.  Durch  die  Bözont’sche  Methode  der  Auflösung  hin- 
reichender Systeme  linearer  Gleichungen  wird  jede  Lösung  sogleich 
als  homogene  lineare  Function  der  bekannten  Glieder  dargestellt.  Die 
Cocfficienten  stehen  im  Verhältniss  von  Unterdeterminanten.  Betrachtet 
man  also  die  Theorie  der  Glcichungssysteme  für  n Gesuchte  als  bekannt, 
so  bietet  sich  hierin  ein  Uebergang  znr  Theorie  für  n-|-l  Gesuchte. 
Demgemäss  wird  hier  nach  einander  die  Theorie  für  2,  dann  3,  dann 
beliebig  viele  Gesuchte  entwickelt  und  dabei  einige  Eigenschaften 
der  Determinanten  hergeleitet  Um  dies  indes  in  Ausführung  zu 
bringen,  waren  gar  manche  Discussionen  und  Beweise  in  Beti'eff 
der  Identitäten,  der  Vorzeichen  etc.  nötig.  Alle  Dednetionen  sind 
mit  ansgezeichneter  Klarheit  nnd  Präcision  vorgetragen  und  zeugen 
von  ungemeiner  Beherrschnng  dos  Stoffes.  Fragen  wir  nnn,  abge- 
sehen vom  didaktischen  Zwecke,  nach  Wert  und  Bedeutung  des  Ge- 
leisteten, so  kann  man  unter  der  genetischen  Behandlung,  wie  es  der 
Titel  nennt,  wol  nnr  jene  reenrrente  Darstellung  verstehen,  die  statt 
der  gewöhnlichen  independenten  Form  der  Entwickelung  der  Deter- 
minantcnlehrc  gegeben  worden  ist.  Im  allgemeinen  pflegt  man  der 
indepeudeoten  Form  vor  der  reenrrenten  den  Vorzug  zu  geben-,  im 
vorliegenden  Falle  verdient  sie  den  Vorzug  ganz  besonders:  die 
Rechnung  mit  ganzen  Determinanten  ist  elegant  and  dnrehsebau- 
lich,  mit  Zerlegung  schwerfällig  und  mit  allerhand  Umständlichkeiten 
verknapft;  jede  Zerlegung  annnllirt  teilweise,  was  durch  die  Deter- 
minante erreicht  war.  Von  dieser  Seite  aus  betrachtet  lässt  also 
die  veränderte  Bcbandlungsweise  nnr  einen  Rückschritt  erkennen. 
Was  aber  nicht  auf  dem  Titel  steht,  der  Auf  ban  der  Determinanten- 
tbeorie  anf  der  Basis  der  Theorie  der  Gleicbnogasysteme,  ist  wenigstens 
eine,  wenn  auch  willkürlich  selbst  gewählte,  durch  nichts  geforderte, 
doch  originelle  Aufgabe  gegenüber  der  gewöhnlichen,  combinatori- 
schen  Begründnng,  welcher  die  Lösung  der  Glmchnngssysteme  als 
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Anwendang  nachfolgt.  Dio  Ausführnng  hat  gezeigt,  welche  Fragen 
dahei  zu  behandeln  sind.  Hierin  allein  ist  die  eigentliche  Leistung 
der  Arbeit  zu  sehen;  das  successive  Anfsteigen  war  der  Weg,  auf 
dem  der  Verfasser  dazu  gelaugte,  vielleicht  der  einzige  mögliche,  wo 
nicht,  wol  kaum  der  empfehlenswerte.  Was  nun  die  Verwendung 
der  Methode  zur  Einführung  der  Anfänger  betrifft , so  ist  in  vorlie- 
gender Bearbeitung  die  Kenntniss  der  Auflösung  der  linearen  Glei- 
chungen nach  irgend  einem  Verfahren  vorausgesetzt , das  Ordnungs- 
princip  im  Ausdruck  der  Lösungen  hingegen  soll  eben  erlernt  wer- 
den. Der  Lehrgang  beginnt  mit  einigen  Beobachtungen  am  System 
zweier  Gleichungen,  deren  Zweck  dem  Schüler  verborgen  bleibt.  Im 
Fortschritt  zum  Systeme  dreier  Gleichungen  würde  er  den  Zweck 
all  neu,  wenn  die  Beobachtungen  analoge  wären.  Allein  hier  wird 
erst  nach  Reductionen  nnd  Discussionen  das  Ziel  erreicht  überhaupt 
die  analoge  Form  herzustellen,  deren  üebereinstiramung  der  Schüler, 
dem  die  Idee  der  Anordnung  fremd  ist,  nicht  wahrnimmt.  Er  hat  also 
wiederum  keine  Aufklärung  erhalten,  muss  Schritt  für  Schritt  dem 
Vortrage  receptiv  folgen  und  hat  für  den  weitern  Fortschritt 
nur  den  Blick  auf  unabsehbar  ausgedehnte  Discussionen,  die  bei  4 
und  5 Gleichungen  bevorsteben.  Ist  endlich  nach  andauernder  Auf- 
merksamkeit das  Ziel  erreicht,  so  kann  er  gewisse  Eigenschaften  der 
Determinanten  registriren,  ist  aber  in  deren  Gebrauch  zu  den 
einfachen  wcitreicheuden  Schlüssen  noch  immer  nicht  eingeweiht  nnd 
wird  sich  bei  Anwendung  mit  Zerlegung  in  Unterdeterminanten  be- 
helfen. Wenn  man  weiss,  wie  leicht  — freilich  erst  bei  einiger  Ver- 
trautheit der  Schüler  mit  den  Elementen  der  Combinatorik  nnd  mit 
Substitutionen  — sich  sämtliche  Hauptsätze  der  Determinantenlehre 
ohne  alle  Dednetionsketten  durch  directe  Schlüsse  entwickeln  lassen, 
so  muss  es  als  eine  unbillige  Zumutung  erscheinen,  dass  sie  sich 
erst  durch  alle  Schwierigkeiten  des  successiven  Aufsteigens  hindnreh- 
arbeiten  sollen.  Andere  Autoren  haben  bei  Bearbeitung  der  Deter- 
minantenlehre für  den  Schnigebrauch  den  gleichen  Ausgangspunkt 
wie  in  dieser  Schrift  gewählt,  verbanden  aber  damit  die  Bestimmung 
für  die  Mittelclassen  der  Gymnasien,  um  dio  Schüler  der  Algebra 
schon  am  Gewinne  teilnebmen  zu  lassen,  ein  Gewinn  der  für  sie 
offenbar  ganz  illusorisch  ist.  Der  Verfasser  hat  nach  allem  nur  dio 
höchste  Classe  im  Sinne.  Hoppe. 


Allgemeine  Untersuchungen  über  die  unendliche  Reihe 
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Von  Carl  Friedrich  Ganss.  Mit  Einschluss  der  nacbgelasscnou 
Fortsetzung  ans  dem  Lateinischen  übersetzt  von  Dr.  Heinrich 
Simon.  Berlin  1888.  Jnlius  Springer.  86  S. 

Diese  bei  ihrer  Kürze  so  reichhaltige  Arbeit,  deren  Inhalt  als 
wesentlicher  Teil  jedes  Lehrenrsus  über  bestimmte  Integrale  allge- 
mein bekannt  ist,  von  der  vor  nicht  langer  Zeit  nur  wenige  Exem- 
plare existirten,  bis  sie  in  der  Gesamtausgabe  der  Werke  wieder- 
ersebien,  ist  non,  weniger  durch  die  Verdeutschung,  deren  das  Ganss’- 
sebe  Latein  kanm  bedarf,  als  durch  die  gesonderte  Ausgabe,  dem 
Gebrauche  des  Einzelnen  näher  gerückt,  was  gewiss  dem  Wunsche 
Vieler  entspricht.  Dem  historischen  Interesse  hat  der  üebersetzer 
einerseits  durch  trene  Wiedergabe,  andrerseits  durch  Sonderung  des- 
jenigen Teiles,  welcher  als  Fortsetznng  ans  dem  Nachlass  aufgenom- 
men ist,  Rechnung  getragen  und  am  Schlosse  des  Ganzen  Anmer- 
kungen litterarischen , historischen  und  erklärenden  Inhalts  hinzu- 
gefUgt  Die  Fortsetznng  enthält  die  Entwickelung  der  linearen  Dif- 
ferentialgleichung 2.  Ordnung,  welcher  die  Gaoss’sche  Function  F 
genügt  H. 


lieber  zwei  universelle  Verallgemeinerungen  der  algebraischen 
Grnndoperationen.  Von  Dr.  Oskar  Simony,  a.  o.  Professor 
an  der  Wiener  Hochschule  für  Bodencnltnr.  Sitzungsber.  d.  kais. 
Akad.  d.  Wissenseb.  XCI.  Febr.  1885. 

Das  Vorliegende  ist  ein  nener  Versuch,  imaginäre  Zahlen  von 
höherer  als  zweifacher  Mannichfaltigkeit 

+ •••  “»»u 

in  die  Rechnung  einzuführen.  Die  Begriffe  der  Operationen,  von 
denen  Addition,  Multiplication  nnd  Potenzirung  in  Betracht  gezogen 
werden,  werden  durch  Forderungen  bestimmt,  so  dass  deren  Ver- 
mobmng  nnd  Weglassung  Verengung  nnd  Erweiterung  des  Begriffs 
bedeuten.  In  der  Wahl  der  Anordnung  leitet  die  Analogie;  Not- 
wendigkeit wird  nicht  beansprucht.  Es  ergibt  sich,  dass  die  Coef- 
ficienten  des  Resultates  jeder  Operation  immer  erst  nach  Hinzu- 
fügnng  weiterer  beschränkender  Bedingungen  vollständig  bestimmt 
werden  können.  Durch  eine  geometrische  Cbarakterisirnng  soll  dann 
die  Unbestimmtheit  gehoben  werden.  Dies  führt  zur  zweiten  Ver- 
allgemeinerung. Auf  das  Nähere  einzngehen  würde  zu  weit  führen. 

H. 
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Geometrie. 

Coars  de  g^omitrio  de  la  Facaltd  des  Sciences.  Lc^ns  sur  la 
tbdorie  g6n6rale  des  snrfaces  et  les  applications  gdometriqnes  da 
calcul  infinitesimal.  Par  Gaston  Darboux,  Membro  de  l’Institat, 
Professenr  k la  Facolte  des  Sciences.  Premiere  partie.  Generalites. 
Coordonnees  cnrvilignes.  Snrfaces  minima.  Paris  1887,  Ganthicr- 
ViUars.  513  S. 

Das  Bncb  behandelt  die  Theorie  der  Cnrven  and  Flächen  in 
analytisch  kinematischer  Auffassnng,  and  gehört  hiernach  der  zur 
Zeit  noch  am  wenigsten  vertretenen  Classe  geometrischer  Arbeiten 
an,  die  sich  in  wesentlichem  Gegensätze  gegen  zwei  gegenwärtig  weit 
mehr  im  Vordergrande  stehenden  Classen,  den  synthetischen  und 
algebraischen,  d.  h.  die  Gebilde  als  Constraction  primitiv  gegebener 
Gleichungen  betrachtenden,  befindet  und  ihre  verdiente  Beachtung 
neben  jenen  zu  erringen  hat.  Der  kinematische  Ausgangspunkt  ist 
allgemeiner  gewählt,  als  cs  für  die  geometrische  Verwendung  erfor- 
dert wird.  Es  ist  die  momentane  Rotation  eines  Trieders,  das  mit 
einem  Parameter  variirt.  Sind  p,  q,  r die  Componenten  der  Rotations- 
geschwindigkeit, die  sich  bekanntlich  auch  verhalten  wie  die  Ricb- 
tungscosinus  der  Rotationsaxe , so  sind  für  festen  Scheitel  die  Rich- 
tungscosinus  jeder  der  3 Triederkanten  ot,  ß,  y bestimmt  durch  das 
System  dreier  Differentialgleichungen 

Ba  . dß  a 

^ = ßr-yq-,  -or;  = 05-^p  (8) 

dessen  vollständiges  Integral  durch  Orthogonalsnbstitution  aus  jeder 
spcciellen  Lösung  bervorheht.  Für  variirenden  Scheitel  kommen 
noch  Terme  hinzu,  deren  Berücksichtigung  indes  jener  Integration 
erst  nachfolgt.  Wird  nun  das  Trieder  von  der  Tangente,  Haupt- 
nud  Binormale  einer  Curve  gebildet  und  durch  ein  Trieder  von 
gleicher  Stellung  und  festem  Scheitel  ersetzt,  so  fällt  die  Rotations- 
axe in  die  eine  Seitenfläche,  q verschwindet,  und  r,  p verhalten  sich  wie 
die  Coincidenzwinkel  der  Tangente  und  Erümmungsaxe  (mithin  wie 
Krümmung  und  Torsion).  Die  3 Differentialgleichungen  sind  dann  die 
Fuudamentalformeln  der  Curventheorie,  und  ihre  Integration  löst  das 
Problem,  aus  der  gegebenen  Relation  von  Erümmnngs-  und  Torsions- 
winkel die  Cnrve  zu  finden.  Die  Rednetion  des  Problems  auf  eiue 
imaginäre  lineare  Gleichung  2.  Ordnung  war  bekannt.  Hier  wird  sie 
nach  gleicher  Methode  allgemeiner  behandelt.  Zunächst  führt  letz- 
tere die  obigen  Bewegungsgleichungen  eines  beliebigen  Trieders  auf 
dieselbe  Form  zurück,  und  selbst  diese  werden  vorher  erweitert  auf 
die  Form 
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£s  folgt  nan  als  Basis  der  Flächenthoorie  die  Betrachtung  eines  mit 
2 Parametern  u,  v variirenden  Trieders.  Variirt  u allein,  p allein, 
so  ergeben  sich  2 Systeme  (8),  ans  denen  3 Bcdingnngsrelationen 
zwischen  pqr,  p,gtrj  hervorgehen,  wenn  eine  gleichzeitige  Variation 
von  u,  p möglich  sein  soll.  Sind  diese  erfüllt,  nnd  man  hat  eine 
L.ö8ung  für  das  eine  System  (8),  die  dem  andern  nicht  genügt,  so 
ergibt  sich  daraus  eine  zweite  LOsnng  für  das  erste,  genügt  sie  aber 
dem  zweiten  für  irgend  ein  » =•  uq,  so  genügt  sie  ihm  für  jedes  n. 
>'ach  einigen  Folgerungen  nnd  speciellen  Anwendungen  werden  dann 
die  Theorien  der  conjugirten  Liniensysteme,  der  Krümmnngslinien 
der  asymptotischen  Linien,  der  confonnen  Abbildung,  der  Fünfkngel- 
coordinaten  nnd  der  Krümmnngslinien  in  tangcnticllen  Coordinaten 
entwickelt.  Fast  die  Hälfte  des  Buchs  nimmt  dann  die  Theorie  der 
der  Minimalflächcn  ein.  Nach  einer  historischen  Uebersicht  werden 
die  kleinsten  Flächen  in  pnnctnellon  nnd  taugcntiellcn  Coordinaten, 
ihre  conforme  Abbildung,  die  adjnngirte  Fläche  von  Bounet,  die 
Formeln  von  Monge,  die  algebraischen  Minimalilächcn,  die  Formeln 
von  Schwarz,  das  Problem  von  Plateau,  die  Formeln  von  Weierstrass 
und  verschiedene  Anwendungen  behandelt.  U. 


lieber  Flächen  zweiter  Ordnung.  Ein  Beitrag  zu  deren  Theorie. 
Von  Wilhelm  Schmidle,  Lehramtspraktikant.  Beilage  znm  Pro- 
gramm des  Gymnasiums  in  Baden.  Baden-Baden  1887.  4*.  15  S. 

In  den  „Beiträgen  zur  Geometrie  der  Lage“  beweist  von  Standt 
p.  28.  einen  Satz,  welcher  einen  Teil  der  Flächen  2.  Ordnnng  de- 
tinirt  Diesen  wählt  der  Verfasser  als  Ansgangspnnkt  für  eine  Theorie 
der  Flächen  2.  Ordnnng,  disentirt  die  Schnitte  der  Ebenen  mit  der 
Fläche,  indem  er  die  Principien  der  Standt’scbcn  Geometrie  als  be- 
kannt voranssetzt,  nnd  beweist  rein  geometrisch  26  Lehrsätze. 

H. 


Einführung  in  die  Geometrie  der  Kegelschnitte.  Znm  Gebrauche 
für  höhere  Lehranstalten  bearbeitet  von  Dr.  Richard  Hoger, 
a.  o.  Honorarprofessor  am  Königl.  Polytechniknm  und  Oberlehrer 
am  Wettiner  Gymnasium  zu  Dresden.  Mit  Holzschnitten  im  Tctte. 
Brorian  1887.  Eduard  Trewendt.  61  S. 

Der  Lehrgang  nimmt  seinen  Anfang  beim  ebenen  Schnitte  des 
geraden  Kegels  und  entwickelt  daraus  mit  Zohfllfoaahm«  einfacher 
Rechnung  die  Tangenten-  und  Focaltheorie.  Dann  erst  wird  die 
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Gleichung  der  Curve  zngezogeu.  Ee  folgt  weiter  der  Reihe  nach: 
die  quadratische  Punkt-  und  Strahleninvolntion,  der  Kreiskegel,  dessen 
ebene  Schnitte,  projectivo  Punktreihen  und  Strahlbaschcl,  die  Kegel- 
schnitte als  Erzeugnisse,  FKUihcDinbalt.  Mit  den  einzelnen  Sätzen 
sind  viele  Uebungen  verbunden.  E 


Methodik  der  stetigen  Deformation  von  zweiblättrigen  Riemann'- 
scben  Flächen  Von  Fritz  Hofmann.  Mit  vielen  in  den  Text 
eingedruckten  Figuren.  Halle  a.  S.  1888.  Louis  Xobert.  50  S. 

,,Ricmann’sche  Flächen“  werden  zur  Abkürzung  die  hier  allein 
in  Betracht  gezogenen  Flächen  genatint,  welche  zugleich  zweiblättrig, 
sowie  geschlossen  sind,  aber  auch  Selbstdurchdringnngscnrven  be- 
sitzen. Die  erste  hier  gelöste  Aufgabe  lautet:  einfache  Methoden 
anzngeben,  nach  welchen  eine  Riemann’sche  Fläche  durch  stetige 
Verzerrung  identisch  gemacht  werden  kann  mit  andern,  besonders 
charakteristischen  Flächen  von  einer  solchen  Beschaffenheit,  dass 
sich  auf  ihnen  die  Untersncbnng  topologischer  Fragen  besonders 
Obersichtlich  gestaltet;  fQr  welche  insbesondere  jener  den  Riemann’- 
sehen  Flächen  anhaftende  missliche  Umstand  wegfällt,  dass  die  geo- 
metrische Vorstellnng  durch  das  Auftreten  der  Selbstdnrchdringnngs- 
enrven  gehindert  wird.  Die  zweite  gelöste  Aufgabe  ist  die  umg^ 
nmgehrte:  Methoden  anzugeben,  welche  eine  directe  Umwandlang 
einer  beliebig  vorgegebenen  igescblossenen  Fläche  in  eine  Riemaan’- 
scho  Fläche  gestatten.  H. 


Axonometrie  nnd  Perspektive  in  systematischem  Zusammenhasge 
dargestollt  von  Dr.  Christian  Beyel,  Privatdozent  am  eidgenössi- 
schen Polytechnikum  in  Zärich  und  Assistent  für  darstellende  Geo- 
metrie. Mit  9 Tafeln  in  Steindruck.  Stnttgsirt  1887.  J.  B.  Metzler. 
57  S. 

Unter  der  Bezeichnung  „centrische  Axonometrie“  wird  nach  Vor- 
gang von  Guido  Hanck  die  Axonometrie,  Perspective  nnd  schiefe 
Parallclperspective  zusammenbegriffen.  Bei  Behsuidlnng  dieses  Lehr 
gebiets,  bestimmt  fOr  Zeichner,  ist  die  Anwendung  von  Rechnosg 
mit  einigen  wenigen  Ausnahmen  vermieden  worden.  Die  Haupt- 
abschnitte sind:  Einleitung,  centrische  Axonometrie,  schiefe  Parallel- 
spective.  Der  Klarheit  des  Vortrags  können  wir  kein  Lob  spendea 

H. 


Ueber  den  Zusammenhang  gewisser  topologischer  Thatsachen  init 
neuen  Sätzen  der  höheren  Arithmetik  nnd  dessen  theoretische  Be- 
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dentaog.  Von  Dr.  Oskar  Si  mony,  a.  o.  Professor  an  der  k.  k.  Hoch- 
schnle  fOr  Bodencultnr  in  Wien.  Mit  2 Tafeln  und  1 Holzschnitt. 
Sitzungsber.  d.  kais.  Akad.  d.  Wissensch.  XCYI.  Jnni  1887.  96  S. 

Es  wird  eine  Methode  rorgefflhrt  die  möglichen  Knotenverschlin- 
gnngen  eines  nndnrchdringlichen  geschlossenen  Fadens,  d h.  solcher 
Gestalten,  welche  ans  dem  kreisförmigen  Faden  durch  keine  stetige 
Deformation  hervorgehen  können,  unter  fassliche  Gesetze  zu  bringen. 
Zuerst  bandelt  es  sich  um  gesetzmässige  Erzeugung  solcher  Knoton- 
verscblingungen.  Sie  werden  dadurch  zuwege  gebracht,  dass  der 
Faden  zerschnitten,  gewissen  Enden  gemeinsame  Rotationen  erteilt, 
und  die  Enden  nach  verschiedener  Anordnung  verknöpft  werden. 
Ein  dazu  dienender  Apparat  wird  beschrieben  und  abgcbildet.  Die 
Berechnung  führt  zu  Sätzen  über  die  Primzahlen  und  über  Ketten - 
bröche.  Zn  einem  eingehenden  Bericht  möchte  wol  der  Gegenstand 
zu  complicirt  sein.  H. 
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Geschichte  der  Mathematik. 

Auiialon,  mathematische.  Hrsg.  v.  F.  Klein,  W.  üyk,  A.  Mayer, 
31.  Bd.  (4  Hfte.)  1.  Hft.  Leipzig,  Teubner.  prcplt  20  Mk. 

Boltzmann,  L.,  Gustav  Robert  Kirchhoff.  Festrede.  Leipzig, 
J.  A.  Barth.  1 Mk. 

Jahrbuch  Ub.  die  Fortschritte  d.  Mathematik,  begründet  v.  C. 
Ohrtmann.  Unter  Mitwirkung  v.  J.  Müller  u.  A.  Waugeriu.  Hrsg. 
V.  M.  Henoch  u.  £.  Lampe.  17  Bd.  Jhrg.  1885.  1.  Hft.  Berlin, 

G.  Reimer.  11  Mk. 


Methode  and  Prineipien. 

Dedekind,  R,  Was  sind  n.  was  wollen  dio  Zahlen?  Braun- 
schweig.  Vieweg  & S.  1 Mk.  60  Pf. 

Zimmermann,  W.  F.  A.,  Naturkräftc  n.  Naturgesetze.  4.  Afl. 
11.— 13.  Lfg.  Berlin,  Dümmler’s  Verl,  k 50  Pf. 

Sammlungen. 

Baule,  A.,  Sammlung  v.  Aufgaben  d.  prakt.  Geometrie  nebst 
kurzer  Anleitung  z.  Lösung  derselben.  Berlin,  Springer.  Kart.  1 Mk. 

Brockmann,  F.  J.,  Sammlung  v.  Aufgaben  aus  allen  Gebieten 
d.  Elementarmathematik  nebst  Lösgn.  od.  Lösungsandentungen.  Pa- 
derborn, F.  Schöningb.  1 Mk. 

Budde,  W.,  physikal.  Aufgaben  L d.  oberen  Klassen  böh.  Lcbr- 
anstalten.  Braunschweig,  Vieweg  & S.  2 Mk.  50  Pf. 

Dohne,  F.,  prakt.  Rechenbuch.  1.  TI.  3.  Afl.  Riga,  Stieda’s 
Verl.  1 Mk. 

Heis,  £. , Sammlung  v.  Beispielen  n.  Aufgaben  aus  d.  allgem. 
Arithmetik  n.  Algebra.  73.  Afl.  Köln,  Du  Mont-Sebauberg.  3 Mk. 
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XXIV. 


Mechanik. 

Anaytische  Mechanik.  Von  J.  L.  Lagrange.  DenUch  her- 
ansgegoben  von  Dr.  H.  Servns.  Berlin  1887.  Julius  Springer. 
640  S. 

Die  erste  Auflage  der  M4canique  analytique  erschien  1788,  von 
der  2.  Auflage  der  1.  Band  1811,  der  2te  1815.  Der  1.  Band  und 
die  erste  Hälfte  des  2ten  ist  von  Lagrange  seihst  herausgegeben;  die 
Vollendung  des  2.  Bandes  übernahmen  Prony,  Garnier  und  Lacroix. 
Eine  dritte,  von  Bertrand  veranstaltete  und  mit  Anmerkungen  ver- 
sehene Ausgabe  erschien  1853 — 1855.  Der  gegenwärtigen  deutschen 
Uebersetznng  liegt  die  2.  Ausgabe  zugrunde.  Ihr  voraus  geht  die 
Lebensgeschichte  des  Verfassers,  Joseph-Louis  comte  de  Lagrange, 
geboren  in  Turin  am  25.  Januar  1736,  gestorben  in  Paris  am  10. 
April  1813.  Der  Verfasser  derselben  ist  nicht  genannt;  als  Quellen 
sind  angeführt:  M6m.  de  l’institnt  1812,  Journal  de  l’Empire  1813, 
Virey  et  Potel  und  Cossali.  Hierauf  folgt  das  Verzeichniss  der 
Schriften.  Lagrange  war  Stifter  der  Turiner  Akademie,  ward  1766 
von  Friedrich  U.  an  die  Akademie  in  Berlin  berufen,  nach  dessen 
Tode  er  sich  1787  nach  Paris  begab  und  auch  während  der  Bevo- 
Intion  daselbst  verblieb.  H. 


Elemente  der  Statik.  Von  L.  Poinsot.  Antorisirte  deutsche 
Ausgabe.  Nach  der  von  Bertrand  bearbeiteten  zwölften  Auflage 
des  französischen  Originals  heransgegeben  von  Dr.  H.  Servns.  Mit 
4 lithographirten  Tafeln.  Berlin  1887.  Julius  Springer.  173  S. 

Xreh.  1.  Math.  o.  Fbri.  2.  B«ihe,  T«U  VL  4 
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Das  Werk,  welches  zuerst  1803  erschien,  ist  schon  zweimal  ins 
Deutsche  übersetzt,  nach  der  4.  Anflage  von  Lambert,  nach  der  5 ten 
von  Hartmann.  Es  enthält  in  4 Capiteln  die  Zusammensetzung  der 
Kräfte  und  der  Kräftepare,  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  der 
Systeme  von  Kräften,  die  Theorie  des  Schwerpunkts  und  die  der  ein- 
fachen Maschinen.  Der  Herausgeber  hat  eine  kurze  Lebeusgescbichtu 
des  Verfassers  voransgeschickt.  Hiernach  ist  letzterer  am  3.  Januar 
1777  in  Paris  geboren  und  am  15.  December  1859  ebendaselbst  ge- 
storben. Er  war  von  1806  bis  1824  General-Inspcctor  der  Univer- 
sität, ausserdem  war  er  Lehrer  am  Polytechnikum  und  ward  Mit- 
glied der  Akademie.  Zwei  Entdeckungen,  die  seinen  Ruhm  begründet 
haben,  bezeichnen  wesentliche  Fortschritte  der  Wissenschaft:  die 
Theorie  der  Kräftepare  und  die  der  Nutation  und  Präcession. 

H. 

Neue  Theorie  der  Koibung.  Von  N.  Petr  off,  kaiserl.  russ. 
General-Major  des  Genie-Corps,  Professor  an  der  Militär-Ingenieur- 
Akodemio  und  am  technologischen  Institute  zu  St.  Petersburg.  Mit 
Genehmigung  des  Verfassers  ans  dem  Russischen  übersetzt  von 
L.  Wurzel,  kais.  russ.  Collegicnrath , Ingenieur  des  Ministerinins 
der  Verkehrsmittel.  Von  der  kais.  russ.  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  St.  Petersburg  mit  dem  Lomonosowproiso  gekrönte 
Schrift.  Hamburg  und  Leipzig  1887.  Leopold  Voss.  187  S. 

Die  Arbeit  zeichnet  sich  ans  durch  die  ungemeine  Beharrlichkeit, 
mit  welcher  der  Verfasser  die  Ursachen  der  grossen  Differenzen 
zwischen  allen  Theorien  und  Beobachtungen  verfolgt  hat.  Er  be- 
ruhigt sich  bei  keinem  ungenau  zutreffenden  Ergebniss,  sondern  zieht 
stets  die  Verschiedenheit  der  Umstände,  unter  denen  die  abweichen- 
den Resultate  gewonnen  worden  sind,  und  alle  möglichen  Einflüsse 
in  die  Untersuchung.  Allerdings  bleiben  bis  zuletzt  unberechenbare 
Elemente  in  den  Formeln,  so  dass  die  Anwendbarkeit  nur  unter 
bestimmten  Beschränkungen  coustatirt  werden  konnte;  jedenfalls  siud 
aber  die  Formeln  brauchbarer  als  die,  welche  er  vorfand.  Sein 
eigentliches  Ziel  ist,  die  Reibung  zwischen  ausreichend  geschmierten 
festen  Flächen  zu  bestimmen.  Er  fasst,  wie  es  schon  vor  ihm  ge- 
schehen ist,  den  Vorgang  in  diesem  Falle  als  Reibung  von  Flüssig- 
keiten auf.  Demzufolge  betrifft  der  grösste  Teil  seiner  Unter- 
suchungen die  Reibung  von  Flüssigkeiten,  die  durch  Röhren,  und 
zwar  von  kreisförmigem  Querschnitt,  strömen.  Voraus  geht  die 
Theorie  der  Reibung  zwicben  troekenen  Flächen,  jedoch  nur  der 
Vollständigkeit  wegen  auf  bisherigem  Standpunkt  Die  hauptsäch- 
lichen Schlussfolgerungen,  die  er  ans  den  Untersuchungen  zieht, 
sind  folgende.  Sind  die  Maschinenteile  gut  an  einander  geschlossen. 
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reichlich  geschmiert  and  der  Druck  nicht  übermässig,  berühren  sich 
die  Metallteile  nicht,  so  ist  der  Reibungswiderstand  das  Resultat  der 
inneren  Roibnng  der  Scbmierschicht,  jede  Ursache  also,  welche  die 
innere  Reibung  dieser  Schiebt  ändert,  wird  auch  den  Reibnngs- 
widerstand  des  Maschinenteils  ändern.  Unter  sonst  gleichen  Be- 
dingungen ist  die  Reibung  der  Maschinenteile  der  Grösse  der  Be- 
rührungsfläche der  sich  reibenden  Teile  proportional.  Der  Reibuugs- 
widerstand  ist  der  relativen  Geschwindigkeit  der  sich  reibenden 
Flächen  proportional.  Er  steht  in  umgekehrtem  Verhältnisse  znr 
Dicke  der  Scbmierschicht.  Letztere  ist  bei  reichlicher  Schmiernug 
der  Quadratwurzel  aus  dem  relativen  Normaldrücke  proportional. 
Wird  die  Form  der  Rcibungsflächcu  durch  die  Belastung  umgestaltet, 
so  verändert  sich  mit  der  Dicke  der  Scbmierschicht  der  Reibungs- 
coefficient.  Der  Verfasser  hat  seine  theoretischen  Resultate  mit  den 
Versuchen  von  Hirn,  Kirchweger,  Böckelbcrg  und  Thurston  ver- 
glichen und  auch  selbst  umfangreiche  Versuche  angcstellt  H. 


Zur  Ermittelung  des  Luftwiderstandes  nach  der  kinetischen 
Theorie.  Von  Edmund  Toepler,  Dr.  philos.  Wien  1886.  Carl 
Gerold’s  Sohn.  24  S. 

Es  wird  der  Widerstand  der  Luft  gegen  die  Bewegung  einer 
Fläche,  unter  der  Annahme,  dass  die  Luftmolecüle  unabhängig  von 
einander  sich  in  allen  Richtungen  bewogen,  berechnet  und  als  Haupt- 
resultat die  Formel  gefunden: 

wo  V die  Geschwindigkeit  der  Fläche,  Sl  das  arithmetische  Mittel 
der  Geschwindigkeiten  (der  Molecüle?)  bezeichnet.  Wegen  allzu- 
grosser Häufung  dunkler,  mehrdeutiger  Ausdrücke  und  unvollstän- 
diger Sätze  würden  wir  nicht  im  Stande  sein  mehr  über  die  Schrift 
zu  berichten  ohne  Gefahr  den  Gedanken  des  Verfassers  zu  ver- 
fehlen. H. 


Technik. 

Die  Wirknngsgesetze  der  dynamo-elektrischen  Maschinen.  Von 
Dr.  F.  Auerbach,  Privatdocent  an  der  Universität  Breslau.  Mit 
84  Abbildungen.  Wien,  Pest,  Leipzig  1887.  A.  Hartleben.  250  S. 

Entsprechend  dem  wirklichen  geschichtlichen  Entwickelnngs- 
gange,  demgemäss  die  Theorie  der  technischen  Verwendung  folgend 
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sich  in  wenigen  Jahren  zn  einem  umfangreichen  Wissenszweig  ent- 
faltet hat,  wird  auch  hier  die  Theorie  anf  ihrem  neuesten  Stand- 
punkte im  Anschluss  an  die  Technik  vorgetragen.  Die  Lehrgegen- 
stände sind  der  Reihe  nach:  Batterieströme,  Bewegung  im  magneti- 
schen Felde,  raagnetelektrische  Maschinen,  Gesetze  der  Magnete  und 
Elektromagncte,  dynamoelektrische  Maschinen  im  allgemeinen,  Be- 
obachtungen an  solchen,  ihre  Theorie,  Ilanptschlnssmaschinen, 
Nebenscblnssmaschinen,  Componndmaschinen,  speciello  Probleme.  Die 
Abbildungen  sind  weiss  anf  schwarzem  Grunde.  Voraus  geht  ein 
Namen-  und  Sachregister  und  eine  Zusammenstellung  der  Litteratnr. 
Das  Buch  bildet  den  38.  Band  von  dos  Verlegers  „elektrotechnischer 
Bibliothek.“  H. 


Die  Constmetion  der  magnetolektrischou  und  dynamoelektrischcn 
Maschinen.  Von  Gustav  Glaser-De-Cow.  Fttnfte,  umgearbeitctc 
und  vermehrte  Auflage  von  Dr.  F.  Auerbach,  Privatdocent  an  der 
Universität  Breslau.  Mit  80  Abbildungen.  Wien,  Pest,  Leipzig  1887. 
A.  Hartleben.  253  S. 

Der  Inhalt  dos  Buches  ist:  Principien  und  historische  Entwicke- 
lung, Maschinen  für  Wechselströme,  Maschinen  für  gleichgerichtete 
Ströme,  und  zwar  Ringmaschinen,  Trommelmaschinen,  verschiedene 
Systeme,  Unipolarmaschinen,  ferner  Constrnctionsdetails  nnd  HOlfs- 
apparate,  Anwendung  der  elektrischen  Maschinen  zur  Erzeugung  des 
elektrischen  Lichtes,  verschiedene  andere  Anwendungen,  nämlich  zur 
Galvanoplastik,  zum  Schmelzen  und  zur  Reiumotallgewinunug,  zum  Tele- 
graphiren,  fUr  Laboratorien  nnd  medicinische  Zwecke  und  zur  Kraft- 
übertragung. Der  Anhang  enthält  Formeln  zur  Construction  vou 
Elektromagneten.  Aus  den  frühem  Auflagen  ist  der  Abschnitt  über 
die  physikalischen  Gesetze  weggeblioben , der  jetzt  durch  die  ge- 
sonderte Ansgabe  des  vorher  besprochencu  Buchs  „Wirkungsgesetze 
etc.“  — vertretou  wird.  H. 


Vademccum  für  Elektrotechniker.  Praktisches  Hilfs-  nnd  Notizbuch 
für  Ingenieure,  Elektrotechniker,  Werkmeister,  Mechaniker  u.  s.  w. 
Ileransgegcben  von  E.  Rohrbeck,  Ingenieur  für  Elektrotechnik, 
unter  Mitwirkung  des  Herrn  E.  Grünwald,  Ingenieur.  Fünfter 
Jahrgang  des  Kalenders  für  Elektrotechniker.  1888.  Mit  vielen 
Holzschnitten.  Halle  a.  S.  Wilhelm  Knapp.  252  S. 

Soviel  sich  bei  blosser  Durchsicht  des  Buches  ohne  eignen  Be- 
trieb urteilen  lässt,  ist  darin  in  nmsiebtigster,  vielseitigster  Weise  für 
alle  erdenklichen  Anwendungen  durch  praktisch  geordnete , ans- 
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reichende  Angaben,  beginnend  mit  der  abstracten  Wisaenschaft  nnd 
eingehend  anf  die  spcciellen  Erfordernisse  der  Praxis,  gesorgt.  An- 
zeigen eventueller  Desideraten  zur  Ergänzung  für  spätere  Jahrgänge 
würden  sonach  nur  Sache  derer  seien,  die  das  Buch  gebrauchen. 

H. 


Zeitschrift  für  Elektrotechnik.  Organ  des  Elektrotechnischen 
Vereins  in  Wien.  Redactenr:  Josef  Kareis.  IV.  Jahrgang  1886. 
Wien  1886.  Selbstverlag. 

Der  4.  Jahrgang,  der  erste  welcher  im  Selbstverläge  des  Vereins 
erscheint,  enthalt  folgende  Abhandlungen  und  Vorträge: 

A.  V.  Waltenhofen:  Beiträge  zur  Anwendung  der  Gesetze  des 
Elektromagnetismus.  — Torsionsgalvanometer.  — Accnmulatoren 
von  Farbaky.  — Magnetisirungscurve  bei  verschiedenen  Eisensorten, 
Anwendung  zur  Bestimmung  der  Härte.  — Fröhlich’sche  Theorie  der 
dynamoeiektrischen  Maschinen. 

J.  Sack;  Die  elektrischen  Uhren. 

W.  Peukert:  .Berechnung  der  Elektromagnete  bei  Compound - 
Maschinen.  — Transformation  der  Wärme  in  elektrische  Energie. 
Bestimmung  des  Wirkungsgrades  eines  Transformators.  — Mittlere 
Intensität  des  magnetischen  Feldes  bei  Dynamomaschinen. 

Rysselberghe:  Telephonie  auf  lange  Distanz. 

Hammerl:  Verhalten  ringförmiger  Magnete. 

R.  v.  Fiscber-Trenenfeld:  Militär-Telegraphie. 

J.  Zacharias:  Elektricität  als  Motor  für  Land-  und  Wasser- 
fahrzeuge. 

M.  Bnrstyn:  Elektrische  Zündung. 

H.  V.  Jüptner:  Universal-Elektricitätsmesser. 

J.  Stephan:  Charakteristik  einer  Wechselstrommascbine. 

M.  Jüllich:  Best.  d.  Intens,  per.  veränd.  elektr.  Ströme. 

D.  Tumlirz:  Blitzableitersystem  von  Melsens. 

C.  Zick  1er:  Magnetisirungscurve. 

R.  Lewandowski:  Neuerungen  an  indnetionsapparaten. 

E.  G6rard:  Selbstinduction  in  elektrischen  Leitern. 

H.  Sack:  Specifische  Indnctionsconstanten  von  Stahlstäben. 

J.  Kolbe:  Magnetische  Kraftlinien. 

C.  Grawinkel;  Ersatz  von  Telegr.  Batterien  durch  elektrische 
Maschinen.  — Stromarbeit  in  oberird.  Telegraphenleitnngen. 

Kleiner  nnd  Hofmeister:  Helligkeit  und  Arbeite  verbrauch 
elektrischer  Glühlampen. 

J.  Kessler:  Normalinstmment  für  abs.  Messungen. 

F.  Bechtold:  Elektrische  Feuermelder. 
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F.  Drcxler:  Elektrische  Messinstrumente. 

J.  Moser:  Elektr.  u.  therm.  Eigensch.  v.  Salzlösungen. 
Strcintz  und  Aulinger:  Galvanische  Polarisation  des  Bleies. 
Ausserdem  viele  kürzere  Aufsätze.  H. 


Erd-  und  Himmelskunde. 

Goonomie  (mathematische  Geographie)  gestützt  auf  Beobachtung 
und  elementare  Berechnung.  Für  Lehrer,  Studirende  und  zum  Selbst- 
unterricht bearbeitet  von  Dr.  Th.  Epstein,  Lehrer  an  der  Real- 
schule „Philantropin“  in  Frankfurt  a.  M.  Mit  166  Holzschnitten  im 
Text  und  18  Figurentafoln,  wovon  12  mit  Sternbildern  auf  blauem 
Grunde.  Wien  1885.  Carl  Gerold’s  Sohn.  576  S. 

Der  Name  „Geonomio“  soll  der  bezeichneten  Doctrin  die  Stel- 
lung des  besondern  Teils  der  Astronomie  geben,  der  sich  auf  die 
Erde  als  Astron  bezieht  Eine  eigentümliche  Auffassung  möchte 
dadurch  kaum  ausgedrückt  sein,  da  die  mechanische  Theorie  für  die 
Erde  keine  andre  ist  als  für  die  andern  Planeten,  die  telluriscben 
Vorgänge  nicht  ohne  Zuziehung  der  übrigen  Himmelskörper  erklärt 
werden  können,  bei  Begrenzung  des  Lehrstoffs  aber  die  gleiche  Frei- 
heit bleibt  wie  in  jeder  mathematischen  Geographie.  Die  Haupt- 
abschnitte des  Buchs  sind:  Hülfsmittel  und  Vorbereitungen,  Gestalt 
und  Grösse  der  Erde,  Bewegung  der  Sonne,  Ueborgang  zum  Cop- 
percanischen  System,  der  Mond,  geonomischo  Physik,  in  welchem 
letzten  auch  Ebbe  und  Flut  behandelt  ist.  Besonders  ausführlich  ist 
über  die  Messungen  Auskunft  gegeben:  cs  werden  nicht  bloss  die 
Hülfsmittel  und  Berechnung  erklärt,  sondern  mehr  noch  die  facii- 
schen  Messungen,  ihre  Schicksale  und  Erfolge  mitgeteilt.  Die  An- 
wendungen der  Mathematik  beschränken  sich  auf  die  elementare 
der  Schule,  welche  durch  Vortrag  einiger  Lehren  von  den  Coordi- 
naten  und  von  der  Ellipse  erweitert  wird.  Dagegen  sind  alle  Gegen- 
stände der  Himmelsdynamik,  also  auch  die  Planetenbahnen  nur  <iua- 
litativ  in  Betracht  gezogen,  die  Kepler’schen  Gesetze  gar  nicht  er- 
wähnt. H. 


Astronomische  Geographie.  Ein  Lehrbuch  angewandter  Mathe- 
matik. Von  Prof.  H.  C.  E.  Martus,  Direktor  des  Sophien-Real- 
gymnasinms  in  Berlin.  Mit  100  Figuren  im  Texte.  Zweite  Auflage, 
mit  vielen  Zusätzen.  Leipzig  1888.  C.  A.  Koch.  388  S. 
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Die  1.  Auflage  ist  im  260.  litt.  Bericht  besprochen.  Die  gegen- 
wärtige 2.  Auflage  bringt  mehrere  Verbossorungen  und  viele  Zusätze, 
unter  andern  eine  Veranschaulichung  der  Krümmung  der  Erdober- 
fläche; auch  sind  viele  geschichtliche  Bemerkungen  hinzugefügt , für 
welche  die  Geschichte  der  Astronomie  von  Rudolf  Wolf  (in  Born) 
hauptsächlich  als  Quelle  benutzt  worden  ist.  Da  der  Gesamtstoif 
für  ein  Halbjahr  bei  4 wöchentlichen  Lehrstunden  als  zu  gross  er- 
achtet ward,  so  hat  der  Verfasser  darauf  gerechnet,  dass  das  Capitcl 
Uber  das  Erdsphäroid  in  einem  andern  Halbjahre  im  Anschluss  an 
das  stereometrische  Gebiet  behandelt  werden  könnte.  H. 


Hydrologische  Studien.  Von  Heinrich  Gravö,  behördlich 
autorisirtcr  und  beeideter  Zivil-Ingenieur,  Architekt,  Mitglied  mehrerer 
gelehrten  Gesellschaften  und  wissenschaftlichen  Vereine,  Korrespon- 
dent der  k.  k.  geologischen  Rcichsanstalt,  etc.  I.  Heft  Wien  1887. 
Alfred  Hölder.  59  S. 

Diesem  1.  Hefte  soll  eine  noch  nicht  begrenzte  Reihe  weiterer 
Hefte  folgen.  Die  darin  enthaltenen  Arbeiten  gehen  aus  dem  im 
Vorwort  dargolegten  Gedanken  hervor,  dass  künstliche  Anlagen  zur 
Gewinnung  von  Naturproducton  und  zur  Bekämpfung  verderblicher 
Elemente  noch  grossenteils  ohne  gehörige  Kenntniss  der  Wege,  auf 
denen  die  Natur  dem  Menschen  ihre  Gaben  zufUhrt  und  die  Schaden 
mässigt  und  ansgleicht,  unternommen  werden,  dass  daher  der  mo- 
mentane Gewinn  beträchtlichen  Schaden  für  die  Zukunft  nach  sich 
ziehen  kann.  Die  einzelnen  Artikel  sollen  nun  der  Untersuchung 
dahin  einschlagendor  Fragen  gewidmet  sein.  Das  1.  Heft  enthält  2 
Artikel.  Der  erste  gibt  eine  Uebersiebt  über  die  Höhenmes- 
sungen in  einem  Teile  Oesterreichs,  namentlich  ausgehend  auf  die 
Bestimmung  der  Höben  der  Pegel  österreichischer  Flüsse,  und  stellt 
die  Resultate  zusammen.  Der  zweite,  „Studien  über  die  Bildung 
nud  Ergibigkeit  der  Quellen“,  geht  hauptsächlich  auf  den  Durch- 
gang des  Wassers  durch  Steinarten  ein  und  erörtert  die  Verände- 
rungen, welche  der  natürliche  unterirdische  Wasserlanf  durch  künst- 
liche Ableitung  des  Wassers  erleiden  muss.  H. 

Wetter-Telegraphie  und  Sturmwamnngen  in  Nordamerika.  Von 
J.  G.  Hagen,  S.  J.  Separat- Abdruck  aus  den  „Stimmen  aus  Maria- 
Laach“.  Freiburg  i.  Br.  1886.  Herder.  49  S. 

Die  Schrift  berichtet  über  die  Veranstaltungen,  welche  von  Seiten 
der  Vereinigten  Staaten  zum  Schutze  der  Landesprodnetion , des 
Handels  und  der  Seefahrt  gegen  zerstörende  Wettervorgänge  durch 
Anwendung  der  Telegraphie  und  der  Signale  getroffen  worden  sind. 
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Ihre  3 Abschnitte  behandeln  einzeln  geschichtliche  Entwickelnng  des 
Wetterdienstes,  dessen  Organisation  nnd  Tätigkeit.  Die  Schatz- 
massregeln  begannen  1819,  mehrten  and  erweiterten  sich,  bis  1870 
auf  Betrieb  des  Brigade-Generals  Albert  J.  Myer  eine  Organisation 
ins  Leben  trat,  welche  ganz  nnter  militärischer  Verwaltnng  stand, 
aber  anch  von  vielen  andern  Seiten  Unterstfltznng  fand.  Von  ihr 
giengen  täglich  3 mal  Wetter-Bnlletins  ans,  die  anfangs  an  24  Städte 
tolegraphirt  worden,  bald  nachher  anch  Wetterprognosen;  das  Ein- 
treffen angcaagter  Stürme  stieg  von  70  proc.  mit  der  Zeit  auf  88 
proc.  Die  Tätigkeit  der  Institution  dehnte  sich  bald  auf  immer  mehr 
Ziele  ans:  auf  dem  Wiener  Meteorologen-Congress  1873  gewann 
Myer  die  Mitwirkung  aller  europäischen  Staaten  und  Culturstaaten 
aller  Erdteile  zn  dem  Plane  gleichzeitige  Beobachtungen  anznordnen. 
Die  neueste  Geschichte  meldet  von  Kückgang  der  Erfolge,  an  dem 
die  Wendung  der  öffentlichen  Meinung  zunächst  g^en  die  Kordpol- 
fahrten, dadurch  vermittelt  gegen  alle  Unternehmungen  zugnnstcn 
der  Institution  schuld  war.  Die  2 letzten  Abschnitte  enthalten  Spe- 
cialien.  H. 


Astronomischer  Wandkalender  für  das  Jahr  1888.  Gezeichnet 
von  P.  Manojlovits,  königl.  serbischer  Vice-Consul.  Text  von 
Dr.  K.  Zelbr.  Wien  1888.  Carl  Gerold’s  Sohn. 

Die  Gesamttafel  besteht  ans  3 Himmelskarten,  die  sich  über  die 
Zone  der  Ekliptik  erstrecken  und  die  Bahnen  der  Sonne,  der  Pla- 
neten nnd  die  Oerter  des  Voll-  und  Neumondes , bei  festen  Fixster- 
nen, im  Laufe  des  Jahres  1888  darstellen.  Tabellarisch  stehen  dar- 
unter die  Himmelserscheinnngen  für  jeden  Tag.  H. 


Meteorologische  Zeitschrift.  Heransgegebon  von  der  Oester- 
rcichischen  Gesellschaft  für  Meteorologie  nnd  der  Deutschen  Meteoro- 
logischen Gesellschaft  Redigirt  von  Dr.  J.  Hann  (Wien,  Hohe 
Warte)  und  Dr.  W.  Köppen  (Hamburg,  Seewarte).  Vierter  Jahr- 
gang 1887  (zugl.  XXII.  Bd.  d.  Zeitschr.  der  Oesterr.  Ges.  für  Met.) 
Berlin,  A.  Asher  n.  Co. 

Der  4.  Band  enthält  folgende  Abbandlangen: 

Biermann;  Zum  Klima  der  Kanarischen  Inseln. 

Kleiber:  Periodische  Schwankungen  der  Atmosphäre  zwischen 
beiden  Halbkngeln  der  Erde. 

Lang:  Beobachtung  der  Schneebedeckung. 

Grossmann:  Zur  synoptischen  Karte  d.  nordatlant  Oc. 

Obermayer:  Beobachtungsstation anf  dem  Gipfel  des  Sonnblick. 
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Hann:  Geschichte  der  inet.  Station  anf  dem  Sonnblick.  — Be- 
obachtungen daselbst.  — Beobachtungen  der  österr.  Polarstation  anf 
Jan  Mayen. 

Erk:  Verticale  Verteilung  des  Niederschlags  am  Nordabhange 
der  bairischen  Alpen. 

Ekhelm  nnd  Hagström:  Höhe  der  Wolken  im  Sommer  zu 
Upsala. 

Draonert:  KUstenklima  der  Provinz  Pernambuco. 

Hellmann:  Jährliche  Periode  der  Niederschläge  in  den  deut- 
schen Mittelgebirgen. 

Läska:  Gewitter  in  Prag. 

Hugo  Meyer:  Untersuchungen  Aber  das  Sättignngsdeficit.  — 
Häufigkeit  gegebener  Temperaturgrnppen  in  Norddentschland. 

Hoffman n:  Phänologie  nnd  Wetterprognose. 

Fritz:  Resultate  der  Polarlichtbeobachtungen. 

Woei  ko  f:  Znm  Klima  von  Korea. 

R ei  mann:  Gewittererscheinnngen  im  schlesischen  Gebirge. 

Nenmayer:  Magnetische  Landesaufnahme  von  Frankreich. 

Köppen:  Einiges  über  Wolkenformen.  — Gewitter  vom  13.  bis 
17.  Juli  1884.  — Hann’s  Atlas  der  Meteorologie. 

Vettin:  Einwirkung  der  bar.  Minima  und  Maxima  auf  die  Rich- 
tung des  Wolkenzuges. 

Upton:  Met.  Beobachtungen  bei  Sonnenfinsternissen. 

Brttckner:  Ueber  die  Zählung  der  Regentage. 

Ule:  Beob.  der  Wassertemperatur  in  der  Saale  bei  Halle. 

Thirring:  Znm  Klima  von  China. 

Weihranch:  Met.  Beob.  zu  Fort  Rae. 

Seidl:  Temperatnrvcrteilnng  im  Gebiete  der  Karawanken. 

Mulle r:  Ueber  Verloste  äusserer  Energie  bei  der  Bewegung 
der  Luft. 

Linss:  Ueber  einige  die  Wolken-  nnd  Lnftelektricität  betref- 
fende Probleme. 

Wachlowski:  Die  Niederscblagsverhältnisse  in  der  Bukowina. 

Brandts:  Regen  nnd  Wald  in  Indien. 

Bnys-Ballot:  Ueber  simultane  Beobachtnngen. 

Volger:  Qnellentheorie  auf  meteorologischer  Basis. 

Augustin:  Jährliche  Periode  des  Windes. 

Werner  Siemens:  Zur  Frage  der  Lnfstströmung.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Mitteilungen  der  Mathematischen  Gesellschaft  in  Hamburg.  Nr.  5. 
ansgegeben  1885.  Redigirtvon  Krflss,  Ahlborn  nnd  Bock.  Nr. 7. 
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ausg.  1887.  Red.  v.  Wagner,  Koldewey  und  Bock.  Nr.  8. 
ansg.  1888.  Red.  v.  Koldewey,  Hoppe  und  Bock. 

Der  Inhalt  von  Nr.  6.  ist  ira  15.  litt.  Ber.  S.  38.  aufgeführt 

In  Nr.  5.,  7.  und  8.  sind  folgende  Vorträge  (Referat)  und  Ab- 
handlungen mitgeteilt. 

Hoppe:  Historische  Mitteilungen  zur  Elektricltätslehre  und 
Potontialthoorie.  5. 

F.  II.  Roitz:  lieber  den  Maroograph  für  den  Hafen  von  Mar- 
seille. 5. 

00 

Köpeke:  lieber  die  Reihe  .£sin(n!ia).  5. 

1 

Bock:  Hydrodynamik  nach  dem  Hamilton’schen  Princip.  5.  — 
Ucher  eine  neue  zablenthcorctische  Function.  6.  7. 

Schulze:  Zur  Geschichte  der  hypergeometrischen  Reibe.  5. 

Kefcr stein:  Beitrag  zur  Theorie  des  Billardspicles.  5 — 

Eiuo  Methode  zur  Bestimmung  der  primitiven  Wurzeln  der  Con- 
gruenz  gf~^  = 1 modp,  für  einen  reellen  Primzahlraodnl  p.  8. 

P.  Jaerisch:  Zur  Theorie  der  Lame’scheu  Functionen.  7. 

Köpke:  lieber  das  Princip  von  der  Condensation  der  Singu- 
laritäten hei  Hankel  und  Dini.  8. 

Koldewey:  lieber  einige  Entwickelungen  aus  der  Theorie  der 
Deviation  der  Compasse  an  Bord  eiserner  Schiffe  8. 

E.  Lieben thal:  Das  Potential  des  Ellipsoids.  8.  H. 


Proceedings  of  tho  Canadian  Institute,  Toronto.  Being  a con- 
tiuuation  of  tbe  „Canadian  Journal“  of  Science,  literalnre  and  hi- 
story.  Third  series  Vol.  IV.  [Wholo  No.  Vol.  XXII.  No.  146.] 
Toronto  1887.  Tho  Copp.  Clark  Company,  limited. 

Der  4.  Band,  bestehend  aus  2 Heften,  enthält  die  in  21  Sitzungen 
gehaltenen  Vorträge.  Keiner  derselben  berührt  mathematische  oder 
physikalische  Gegenstände.  H. 


Bulletin  de  la  Soci6t4  Mathimatique  de  Franco.  Public  par  Ica 
Sccretaires.  (Red.  G.  Humbert.)  Tome  XV.  Paris  1887.  Au  siege 
de  la  Socidtö. 

Der  15.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

0.  Callandrean:  lieber  die  Entwickelung  der  Functionen  in 
Reihen  nach  der  Maclaurin’schen  Formel  im  Falle  einer  reellen 
Variahein. 

Demartros:  lieber  die  Totalkrümmung  der  Flächen.  — lieber 
einen  Punkt  der  Flächentheorie. 
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Jamet:  lieber  das  anharmonische  Verhältniss  einer  Corvo  3. 
OrdnoDg. 

A.-C.  Laisa  nt;  ErOmmongsradien  in  den  isogonalen  Trans- 
formationen. — Neuer  Beweis  des  Fnndamentaisatzes  der  Theorie 
der  Gleichungen.  — lieber  die  nicht-isogonalen  ebenen  Transfor- 
mationen. — Trigonometrische  Sätze. 

L.  Neu:  Artieniirtes  System  um  zn  einer  gegebenen  Cnrre  be- 
züglich auf  eine  Axe  die  symmetrische  zn  zeichnen. 

R.  Perrin:  Heber  das  System  von  4 simuitaneu  binären  For- 
men, deren  2 linear,  2 quadratisch. 

A.-E.  Poiiet:  Abhandlung  über  die  algebraische  Theorie 

der  Gleichnogon. 

£.  Goursat:  Note  Uber  einige  pseudo-elliptische  Integrale. 

A.-U.  Anglin:  Sätze  Uber  die  Determinanten.  — lieber  die 
Cocfficienten  des  allgemeinen  Gliedes  in  gewissen  Entwickelungen. 

M.  d’Oeagne:  lieber  eine  Quelle  von  Identitäten.  — Integration 
einer  recurrcuten  Reihe,  welche  in  einer  Wahrscheinlichkeitsanfgabo 
auftritt.  — lieber  einen  in  der  Algebra  und  Analysis  nützlichen 
Begriflf. 

E.  Collignon:  Eine  graphische  Methode  der  Integration. 

G.  Fouret;  Bemerkung  Uber  gewisse  numerische  Determinanten. 

E.  Picard;  lieber  die  liyperfuchsiscben  Functionen,  welche  aus 
den  hypergcometrischen  Reihen  mit  2 Variabein  hervorgehon.  — 
Bemerkung  Uber  die  linearen  Gruppen  endlicher  Ordnung  mit  3 
Variabein. 

Carvallo:  Darlegung  einer  Caspary’scbeu  Methode  der  Unter- 
suchung von  Curven  im  Raume.  — Note  Uber  die  vom  Duhamel 
und  Lam6  erhaltenen  Ausdrücke  für  den  Uebergang  von  Wärme  in 
nicht-isotrope  Körper. 

Lerch:  Neuer  Beweis  der  Fundamentaleigenschaft  des  euler’- 
schen  Integrals  1.  Gattung. 

de  Presle:  Beweis  des  Trägheitsgesetzes  der  quadratischen 
Formen.  — Entwickelung  der  Jacobi’schen  Functionen  S und  H in 
Producte  und  Untersuchung  der  Functionswerte  bei  Division  der 
Periode  durch  eine  ganze  Zahl. 

D^sire  Andrö:  Satz  Uber  die  quadratischen  Formen. 

II.  Poincard:  Ueber  die  fundamentalen  Hypothesen  der  Geo- 
metrie. H. 


Mathesis,  recueil  mathämatique  ä l’usage  des  6coles  sp6cialcs  et 
des  etablissemcnts  d’instrnctioii  moyenne.  Publik  par  P.  Mansion, 
Professeur  ordinaire  ä l’Universitö  de  Gand,  Correspondent  de  l’Aca- 
d4mie  royale  de  Bclgique,  etc.,  et  J.  Neuberg,  Professeur  ä l’Uni- 
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versitz  do  Liige,  Membro  de  la  Soci6t6  royale  dos  Sciences  de  Lüge, 
avec  la  collaboration  de  plnsieurs  Professcurs  beiges  et  itrangers. 
Tome  septüme,  annie  1887.  Gand  1887.  Ad.  Hostc.  Paris,  Gaa- 
thier-Villars. 

Der  7.  Band  enthält  folgende  Aufsätze. 

Mister;  Eigenschaften  der  Agncsi’schen  Corven. 

E.  Vigarii:  Ueber  die  complementaren  Pnnkte. 

Tücher:  lieber  den  triplicatorischen  Kreis. 

J.  Casey:  Eigenschaften  dreier  ähnlichen  Figuren. 

Cesäro:  Bemerknngen  zur  infinitesimalen  Geometrie. 

P.  B[.  Schonte:  Ueber  die  Normalen  des  Winkels  a. 

E.  Catalan;  Ueber  die  Dividirbarkeit  der  Zahlen. 

E.  Lncas:  Ueber  die  neunte  Tollkommene  Zahl. 

Lai  San  t:  Verschiedene Formulirnngen  einer  einzigen  Eigenschaft. 

A.  Servis:  Ueber  die  Umkehrbarkeit  der  linearen  Transfor- 
mation. — Geometrische  Interpretation  der  quadratischen  hirationsden 
Transformation.  — Geometrische  Interpretation  der  speciellen  qua- 
dratischen birationalen  Transformation.  — Ueber  die  vollkommenen 
Zahlen. 

G.  de  Longchamps:  Ueber  die  Rectification  einiger  bemerkens- 
werten Curven. 

C.  Bergmans:  Sätze  Uber  die  Parabel. 

J.  Nenborg:  Roberts’sche  Kugel.  — Transmutationen  eines 
Dreiecks. 

M.  d’Oeagne:  Die  cyklischen  Coordinaten.  Einige  Eigen- 
schaften des  Dreiecks. 

Van  Dorsten:  Anwendung  der  Eigenschaften  dreier  ähnlichen 
Figuren. 

M’Cay:  Ueber  die  Kiepert’sche  Hyperbel. 

P.  Mansion:  Weierstrass’sche  stetige  Fnnction  ohne  Differen- 
tial. (Auszug.) 

Fr.  Deruyts:  Lineare  Erzeugung  einiger  Curven  zu  vielfachen 
Elementen. 

Emmerich;  Constmctionsprobleme  bezOglich  auf  die  Geometrie 
des  Brocard’schen  Kreises. 

Schoentjes:  Ueber  eine  Erzengungswoise  der  hyperbolischen 
Spirale. 

Hierzu  kommen  zahlreiche  Lösungen  in  diesem  Journal  gestellter 
Aufgaben.  H. 


Atti  della  Reale  Accademia  dei  Lincei.  Anno  CCLXXXIV.  1887. 
Serie  qnarta.  Rendiconti  pnbblicati  per  enra  dei  Segretari.  Volume 
III.  ^ma  1887.  V.  Salvucci. 
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Der  3.  Band  enhält  folgende  mathematische  Arbeiten. 

Ricci:  Ueher  die  covariante  Derivation  zu  einer  qoadrati* 
sehen  Differential-Form. 

Visalli:  Ueher  die  Correlationen  (in  2 Räumen  von  3 Dimensio- 
nen), welche  12  Elemontar-Bedingungen  genügen.  — Ueher  die  von 
2 Fnndamentalformen  2.  Gattung  erzeugten  Figuren,  unter  denen 
eine  vielfache  Correspondenz  besteht. 

Pieri:  Ueher  das  Correspondenz-Fiincip  in  einem  beliebigen 
linearen  n dimensionalen  Raume. 

Brioschi:  Ueher  die  hyperolliptischen  Functionen  a. 

Bianchi:  Ueher  die  doppelt  nnendlichen  Strahlensysteme.  — 
Ueher  Weingartcn’s  Systeme  in  den  Räumen  constanter  Krümmung. 

Pincherle:  Construction  neuer  geeigneter  analytischer  Aus- 
drücke zur  Darstellung  von  Functionen  durch  eine  unendliche  An- 
zahl einzelner  Funkte.  — Ueher  die  Vergleichung  der  Singularitäten 
zweier  analytischen  Functionen. 

Vol terra:  Ueher  die  linearen  Differentialgleichungen.  — Ueher 
die  Functionen,  welche  von  anderen  Functionen  abhangen.  — Ueher 
eine  Erweiterung  der  Riemann’schcn  Theorie  der  Functionen  com- 
plexer  Variabcln. 

Abetti:  Begriffe  der  christlichen  Kophten  und  Abessinier  vom 
Kalender. 

Cantoni:  Conjoetnron  über  die  Wirkung  in  die  Feme. 

Segre:  Ueher  die  algebraischen  Mannichfaltigkeiten,  die  von 
einer  einfach  unendlichen  Reihe  von  Räumen  gebildet  werden. 

Bcsso:  Einige  partielle  Differentialgleichungen  1.  Ordnung. 

Siacci:  Ueher  die  Winkel  des  weitesten  Wurfes  (bei  Luft- 
widerstand). H. 


Transactions  of  the  Wagner  Free  Institute  of  Science  of  Phila- 
delphia. Published  nnder  the  direction  of  the  Faculty.  Vol.  I. 
Philadelphia  1887. 

Diese  neue  Zeitschrift  ist  der  Erforschung  des  Inlandes  in  Hin- 
sicht auf  Zoologie,  Botanik  und  Geologie  gewidmet  Das  Institut  ist 
1855  von  William  Wagner  (gestorben  im  Jan.  1885)  gegründet  und 
wird  verwaltet  von  einem  Curatorium  uud  einer  Facultät  bestehend 
aus  4 Professoren,  die  seit  1885  regelmässig  Vorlesungen  für  freies 
Publicum  halten.  H. 


Annnaire  ponr  l'an  1888,  publik  par  Ic  Bureau  des  Longitudes. 
Avec  des  notices  scientifiqnes.  Prix:  1 fr.  50  c.  Paris  1888. 
Gauthicr-Villars  et  Fils. 
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Depnis  le  7 messidor  an  III,  le  Borean  des  Longitndes  n’a 
jamais  Iaiss6  passer  nne  annie  sans  pnblier  son  Annnaire.  Ontro 
les  donn6es  pratiqaes  qni  formcnt  lo  fonds  invariable  de  ce  recneil, 
celni  qni  vient  de  paraitre  contiont  des  articles  beaucoup  plus  etendus, 
de  vdritables  Trait^s,  snr  les  Monnaics,  la  Statistiqne,  la  Mineralogie, 
la  Meteorologie,  etc.  II  rcnfcrtre  de  plns  nne  eioqnoute  et  magistralc 
etude  de  M.  Janssen  snr  l'Ägo  des  etoiles;  nne  Notice  dans  laquelle 
M.  l’Amiral  Monchez,  Directenr  de  l’Obscrvatoire , a reuni  tous  les 
, renseignements  rclatifs  ä l'execution  de  la  Carte  photographique  da 
Ciel,  dont  il  a ete  lo  promotenr;  des  Notes  de  M.  Cornn  snr  les 
Calendriers  et  snr  la  Construction  des  cadrans  solaires;  enfin,  le 
captivant  redt  d’un  voyage  accompli  par  M.  d’Abbadie  en  Orient, 
• pour  mesurer  des  coordonnecs  magnetiques,  en  depit  des  ignorances 
ct  des  manvais  vouloirs  rencontres  dans  cette  lointainc  expedition. 

Ganthier-Villars  et  Fils. 
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